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Propriedades das estruturas simétricas

Propriedade 1:
Um carregamento simétrico produz sobre uma estrutura simétrica um efeito simétrico.
Efeito:
deslocamentos e reac¢des vinculares

Consequéncia:
Para um ponto que pertence ao plano de simetria:

* 0s deslocamentos perpendiculares ao plano de simetria sao nulos
* as rotacoes paralelas ao plano de simetria sao nulas
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Propriedades das estruturas simétricas

Propriedade 2:
Um carregamento antissimétrico produz sobre uma estrutura simétrica um efeito antissimétrico.
Efeito:
deslocamentos e reac¢des vinculares

Consequéncia:
Para um ponto que pertence ao plano de simetria:

* 0s deslocamentos paralelos ao plano de simetria sdao nulos
* as rotacoes perpendiculares ao plano de simetria sao nulas
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Propriedades das estruturas simétricas

Propriedade 3:

Todo carregamento pode ser decomposto na soma de um carregamento
simétrico com um antissimétrico.
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Exemplos
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Exercicio

A barra AB esta engastada em suas duas

extremidades e esta submetida a carga distribuida q

g, conforme a figura. Considerando apenas o efeito A B
da flexdo e usando as propriedades de simetria da ¢

estrutura, calcule: ‘& L/2 HF L/2 %‘

a) a rotagdo em C;
b) o deslocamento vertical em C.

A carga distribuida pode ser dividia na soma de uma parcela simétrica com uma parcela antissimétrica:

9/2 q/2
SUMJJME A
A . B o B

(parcela simétrica) (parcela antissimétrica)

* Apenas a parcela simétrica contribui para o deslocamento vertical em C

* Apenas a parcela antissimétrica contribui para a rotacao em C
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a) Calculo da rotacdo em C: (apenas a parte antissimétrica do carregamento)

Considerando-se apenas a metade esquerda da estrutura:

* Equilibrio:
qlL
ZFV:() :VA‘I'VC:_
L 4q12
IM;, =0=>M Ve=——
A at ¢ " T8

* Grau de hiperestaticidade
g=1

* Incognita hiperestatica:
Escolho V.

=0

DCL

q/2
MAQ#”””XM

* Principio da Energia Complementar Minima:

ou

j M(x)—dx =0
GVC Ve
M(X) = VCX - T
oM
v,

L/2

3qL
=4 VC =§
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* Para calcular a rotacdao em C podemos aplicar um momento ficticio nesse ponto:

q/2
s R )M .

* Pelo Teorema de Crotti-Engesser:

. _ (U _1f£()aMd
¢~ \oam,)  _ T EI oM, oz
- _

2

qx 3gL  gx?
M(x) = Vex ———+ M, = -
(.X') cX 4 + 0 32 X 4 +M0
oM _
M,
L 2 3 L L3
1 (2/3qgL X 1 L 2
El),\32° "4 AT, 768EI
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b) Célculo do deslocamento vertical em C: (apenas a parte simétrica do carregamento)

Considerando-se apenas a metade esquerda da estrutura:

q/2 DCL l l l q/2
R i LU
%
* Equilibrio: * Principio da Energia Complementar Minima:
qL
2Fy =0 47 4 N _ j M(x)—dx—O
ZMA:():)MA-I_MC_E:O
M(x) - MC _
* Grau de hiperestaticidade 4
_q oM _ 1
97 oM,
L
* Incognita hiperestatica: % P qxz . . 7 qx3\2 .\
Escolho M, =>_];) ¢~ g X =U2 |\ MeXx 7 0_
_ ql?
> M, = —
€7 48
05/11/2025
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* Para calcular o deslocamento vertical em C podemos aplicar uma forga ficticia nesse ponto:

i HHHXU_WC

* Pelo Teorema de Crotti-Engesser:

L
5 (au*) 1<sz()aMd)
c=\|\=5% =— X) == dx
oF | _, EI\J, oF o
2 2 2
_ i qx” _qL” . _ax”
M(x) =M, — Fx YT Fx 2
oM
oaF )
1 (z2( ql* qx* 1 [ ql2x? qx*\2
=>5=—f — ) xdx = = -
¢ E10< 48 4 EI< 96 +16>0
qL*
=8 = ——
¢~ 768EI
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7 . P
Exercicio:
O anel da figura tem raio R e rigidez a flexdo El constante. A .
ele sdo aplicadas forgas P diametralmente opostas, conforme
esquematizado. Pede-se determinar a variagdo de diaGmetro
sofrida pelo anel com a aplicagdo das forgas P. Usar a simetria R
do problema.
A
=
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* O anel é simétrico em relacdo ao seu diametro
vertical e estd submetido a esforcos simétricos.
Assim, podemos corta-lo ao meio, colocando os
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esforcos vinculares adequados:

05/11/2025

P72

P2

N

O anel também tem uma simetria em relagao ao
seu diametro horizontal:

MA = MB
Ry = Rp
Equilibrio:

RA+RB=0 :>RA=RB:0

R. Considerando a simetria horizontal, podemos dividir
o anel mais uma vez, considerando os esforgos
vinculares adequados:

F=P/2
\ 2
A
/_0" MA
R.
C
M. g=1
V.
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M(6) = M, — FRsen#

oM _
Y > oM,
\ 6. M, — PR

=>MA:_
Vs

* A variacdo do diametro pode ser calculada pelo
Teorema de Croti-Engesser:

T
aU* 2 M(0) OM
M. 6=2<ﬁ> :2<f2Q—Rd9>
Vs F=§ F

o EI OF
 Vamos adotar M, como incégnita hiperestatica

=P
)

PR
M(8) =——FRsen0
* Pelo Principio da Energia Complementar Minima: T

TR a_M—_R Q
oU* . :jTM(s) aMd . gF _ _fsen
—_— = —Qas =
oM, o EI oM, 5 2PR3[ 1 =
= = —— 4 —
ZM(6) oM El | ='8
o EI oM,
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Referéncia

Martins, C.A. Introdugéo ao Estudo das Energias de Deformacéo e
Complementar. Disponivel no Moodle
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