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Principio da Energia Complementar Minima

* Pararesolucao de estruturas hiperestaticas

e Graus de hiperestaticidade:
g=m-—n
m — numero de reagdes vinculares
n — numero de equacgdes de equilibrio
* Energia complementar como fungdo de g incdgnitas vinculares independentes (incognitas

hiperestdticas):
U* = U*(Rl, Rz, ,Rg)
* Pelo teorema de Crotti-Engesser:

oU* 0
oR;
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Exemplo

A barra prismdtica da figura esta apoiada em A e
engastada em B. Ela tem rigidez flexional EI, q l l l l l l l l l l l l l l l l l l
comprimento L e estda submetida a uma for¢ca Al B
uniformemente distribuida de magnitude q. &

Pede-se:

a) Calcular as reagdes vinculares; . L >
b) Calcular a rotagdo no ponto A.

Incognita hiperestdtica:
a) = DCL:

vou escolher R,

Energia complementar:

] U™ = U"(Ry)
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Ra Ry = Principio da Energia Complementar Minima:
= Fquilibrio: a_U* _ 0

XF, =0=> R4+ Rz =qL g 0R,

SMg = 0= R,L+ My = qT Nafczrma mc;cll\//];lcada.

m=3 n=2 =g=1 LM(x)de=0
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= Momento fletor apenas em fun¢éo da
incégnita hiperestatica R,
2

aqx
M(X) :RAx_T
oM
oR,

L qx? 3
Ryx——|xdx=0=>R, =—¢qL
0 2 8

= Das equagoes de equilibrio:

Rp=2ql M, =qL?
B_8q B_gq

= DCL apds o cdlculo das reagdes:

;’\lHHHHHHHHH@1

3 5
e —qlL
8qL 8q

—agl?
8q
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b) Cdlculo da rotagdo

= Colocando um momento ficticio:

Mzoé,uuuuuuumu@l ;

|

3
Zal 4L
g1 8

= Pelo Teorema de Crotti-Engesser:

ou > 1 (L oM
FYv3 6 =— J (M (x) —_> dx
OM ) ;o EI ), oM) .,

3gl gx* oM

Mx)=-M+—x——7+ —==-1

8 2 oM

8 2

1 (¥/_ 3ql qx?
=>9=EO M—-—x+-— | y=0dx

ql?

= T 48El
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Exercicio

A barra prismadtica da figura esta engastada em A
e em B. Ela tem rigidez flexional EI, comprimento
L e estd submetida a uma for¢a concentrada P A - B
aplicada ao seu ponto médio. Pedem-se, para o L L
ponto médio da barra: DE— > e > —

a) o deslocamento vertical;
b) a rotagdo.

= DCl = Simetria

MA ( Iy “D MB M < 7'y 7 \ )

Va Vs 4 v

«— T

|
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» Teorema da Energia Complementar Minima:

YSFy=0=>V+V-P=
IMg=0=>0=0
M =?

= Grau de hiperestaticidade:
g=1

® |ncognita hiperestatica:

M
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= Deslocamento vertical do ponto médio: b) Pela simetria, a rotacdo do ponto

P

|

médio serd nula!

PL [
8
P
2
6 L/2
U*
6= ]M(x)—dx
M( )—P PL 4x — L
X SX =g = (4x — L)
oM 4y — 1
B PL3
~ 192E1
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Exercicio:

O portico da figura é formado por barras prismdticas
com rigidez flexional El. Calcular as reagoes,
desprezando o efeito da for¢a normal.

= DCL

pP—

o

Va

» Grau de hiperestaticidade:

g=1
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T ¢ —
T c
L/2
p .
L/2
&
= Fquilibrio:

YFy=0=>H,+H:+P=0
SF,=0=2V,+V, =0
M, =0 zHAL—VAL+P%=O

® |ncdgnitas hiperestdticas independentes:

Vou escolher Hy
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® Principio da Energia Complementar Minima:

L/2

ou*
— =0 i ) s —
o, =>f Ml(x) o, dx+f Mz(x) 3, dx +fM3(x) 3, Sdx =0
0
— X aMl
H Ml(X) = —HAX —_— = =X
N (3) ¢ OH,
p I= ¢ MZ(X)—— ——(HA+P)X E=—<E+X)
L P
(1) M3() = —HaL =P+ Vax  Vy=Hy+
Hy L P oM
] Mg(x)=—HAL—P§+HAx+Ex aHj —L+x
’ H,= 13P
= e p—
A7 32
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= As outras reag¢des sdo calculadas a partir das equacgoes de equilibrio:

ZFH=0=>HA+Hc+P=O
ZFV=0$VA+VC=O L
ZMC=0:>HAL—VAL+P—=O

2
H 1313 = H 1913 v 3P=>V 3P
= - — = —— = = — = —_—

A 32 ¢ 32 47 39 ¢ 32
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Exercicio

P
A estrutura da figura é formada por duas A | B
barras prismdticas de mesma rigidez 5
flexional EI . Pede-se determinar as C
reagoes e a rotagdo da barra CB junto a
articulagdo. 2L — L ’
= DCL P = Equilibrio:
® Barra AC:
MC y YFy =0 =2V, +V,—P =0
A f 3 _
v, Ve = Barra CB:
Ve XF, =0 >V —V=0
ZMB=O =>VCL_MB=O
:) Mpg = Grau de hiperestaticidade:
g=1
Vg ® |ncognita hiperestdtica:

vou escolher V.
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P
= Principio da Energia Complementar Minima: X
aU _ 0 MA CA 4
V.
Tenho que escrever U* como fungdo de V. v 7
A
(ndo podem aparecer em U*as outras oM
incégnitas vinculares) Myc(x) = (Vo — P)x AC _
av,
U* = Uy + Ucp Ve
au* au, aU; X
N _ Pac e _ ,
GVC A A :) —
7y MB
> | M Cdx+ | M Bax=0
j Ac(x) GVC X j CB(x) 6VC X =
Vg
Mcp(x) = Vex M =
7
v 8P
>V, =—
€79
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= As outras reagdes sdo calculadas a partir das = Cdlculo da rotagdo:
equacgdes de equilibrio:
8P
p -
%5 =g 9
X
8P _ 8PL

8PL

8P
9
oUu™
—_= M(x)—=dx
Yt [
_ 8P oM
) ( 9) o
4pPJ?
=
9E]
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7 e M C‘
Exercicio C
B |

O portico da figura é formado por barras prismdticas
com rigidez flexional El. Calcular a rotagdo em B.
Desprezar os efeito das for¢as normais e cortantes. L

= DCL
7
(F i

D Vi
M
V. C
¢ = Fquilibrio:
ZFH=O=>HA+HC=0
ZFV=O:>VA+VC:0
H, | IMc =0 > HL—V,L+ M+ M, =0
v = ncdgnitas hiperestdticas independentes:
A
= Grau de hiperestaticidade: ;IA
A

g =2
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HA |
Va
04/11/25

ou”
=0 :le(x)—dx+fM2(x)—dx— 0
dH,

ou*
m=0 :-]‘Ml(x)—dx+jM2(x)mdx—O
Mo = —tx  OMi_ oMy

oH, = © v,

My,(x) = —H,L — M +V,x Me_ _, oMy

aI_IA aVA -
aUu* _
9H,
aU*—()ﬁSHL 2V,L = —3M
. 6M
= —— = = —
=g 2T
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= As outras incognitas vinculares sdo calculadas
a partir das equacgodes de equilibrio:

(3 6

fe=gp =771

= Cdlculo da rotagdo:

.U
oM
L
9—1jM()aM1d+
~E1) "Yem
0
M, () 3IM
1x—7Lx
Vo) 41\7I+6M
2 =T,
0 ML
= —_
7E1
04/11/25

o 2i
7

L
1]M()6M2d
Er) "2V

0

oM; 3x
oM 7L
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Referéncia

Martins, C.A. Introdugéo ao Estudo das Energias de Deformacéo e
Complementar. Disponivel no Moodle
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