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Teorema de Crotti-Engesser

* Seja um conjunto de cargas (P;, P, ..., P,) aplicadas a uma estrutura
* A energia complementar pode ser escrita como funcdo dessas cargas:

l]ﬂ< = U*(PIIPZI"'!PTL)

Sejam (84, 85, ..., 6;,,) os deslocamentos dos pontos de aplicagao dessas cargas na diregao
das mesmas

Suponhamos que exclusivamente a carga P; sofra um acréscimo dP;
* Havera um acréscimo na energia complementar:

_ aU”
9P,
* O trabalho complementar adicional realizado pelo acréscimo da forca sera:
dW* == didPi

dUu~

dPp,

* Mas o trabalho complementar realizado deve igualar o acréscimo na energia complementar:

*

dW* =dU* = 6;= 6_P
i
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Primeiro Teorema de Castigliano

* Seja um conjunto de cargas (P;, P, ..., P,) aplicadas a uma estrutura

Sejam (64, 85, ..., 6,,) os deslocamentos dos pontos de aplicagao dessas cargas na diregao
das mesmas

A energia de deformacao pode ser escrita como funcao desses deslocamentos:

U =U(61,62,...,0n)
Suponhamos que exclusivamente o deslocamento §; sofra um acréscimo dé;

* Havera um acréscimo na energia de deformacao:

dU ou dé;
" 35;
* O trabalho adicional realizado pelo acréscimo do deslocamento sera:
dW = PidSi
* Mas o trabalho realizado deve igualar o acréscimo na energia de deformacao:
au
dW =dU = P;=
65
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Segundo Teorema de Castigliano

Seja uma estrutura com comportamento elastico-linear
Seja um conjunto de cargas (Py, P,, ..., B,) aplicadas a essa estrutura

Sejam (64, 95, ..., 6;,) os deslocamentos dos pontos de aplicagao dessas cargas na diregao
das mesmas

O Segundo Teorema de Castigliano diz que:
B au
0P

Note que este teorema é equivalente ao de Crotti-Engesser, porque ja vimos que para
uma estrutura de comportamento elastico-linear U = U*

J;
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Teorema de Castigliano modificado

* Considere uma barra prismatica de comportamento elastico-linear submetida apenas a forca
normal:

U* = 1 LNz(x)dx
2EA
* Pelo Segundo Teorema de Castigliano:
8; = o = L 9 <fLN2(x)dx>
oP; 2EA0P;\ J,

* A forma modificada do Segundo Teorema de Castigliano consiste em trocar a ordem da
derivada e da integral:

1 (r oN

6; = 7 (x)—dx

* Esta modificacdao torna o problema algebricamente mais simples
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Teorema de Castigliano Modificado
* ExpressOes analogas podem ser escritas para os outros tipos de esforcos:

* Flexao:

aU" _ i
5; =3p," P, <2Elj Mz(x)dx> Elf M(x) dx

aUu* 0 1 L 1 (L oT
= = T2(x)d T(x)——dx
%= 3p, " 3P, (201,, f ) x) 61y Jy T3,
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Exemplo

A viga prismdtica, em balango, da figura, tem comprimento L, P
rigidez flexional EI. Na sua extremidade livre esta aplicada uma
forga vertical P. Pedem-se:

a) o deslocamento vertical 6 da extremidade livre devido a P;

b) arotagdo 0 da extremidade livre devida a P. x
(Despreze a energia complementar devida a forga cortante) < L

a) Ut 1 LM()aMd
“op EI), P ™

M(x) = —Px

aM_
op =~
1 L
=— | Px?
=) Elj;xdx

PL3

=>(S=ﬁ
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b)

:
|

9—<E> 6 = ! L< (x)—) dx
oM ). El _

_ oM
M(x) =—M — Px — =1
() oM
1 (L _ 1 (t
=>0=EJ; (M+Px)ﬂ7,:0dx=§ 0dex
0 PL?
>0 =——
2E1
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Exercicio

A estrutura ABC da figura esta contida em um
plano horizontal. Ela é formada por uma barra
de secdo circular cheia, de raio R, dobrada em
dngulo de 90° e engastada no ponto A. A
estrutura estd submetida apenas a forga
vertical P aplicada ao ponto C. E dada a rigidez
flexional da viga E1. Pedem-se:

a) o deslocamento vertical do ponto C;

b) a rotagédo do ponto C em torno da diregdo x;
¢) a rotagdo do ponto C em torno da diregdo y.
Notas:

1) Desprezar a contribui¢do das forcas
cortantes a energia complementar.

2)Usar GIp = %EI.
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- o deslocamento vertical do ponto C sera:

jMaM1d+ jMaM2d+1 L P T, L L r T
1 * 2 *Ten ), Yop TG ), Pap ™

- a rotacdo do ponto C em torno da diregdo x serad:

jMaM1d+ jMaM2d+1 LTaT1d+1 LTaTZd
Er) M X 2 *TeR ), Yot TG ), et ™

- a rotagdo do ponto C em torno da diregdo y sera:

— Ml—dx+— Mz—dx+— T, ——dx +— | Ty——=dx

1 L oM, 1 L om, 1 (L a1y 1 (X 9T,
oM Glp ), ~OM GlpJy oM ), _,
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M (x) = —(M +

M,(x) =T — Px

T,(x)=T

T,(x) = M + PL
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oM;

Px —
) 0P

oM,
oP

T,

= —X

= —X

ap 0

oT,
oP

oM;

— = —1
oM
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- Resultam:

_23PL3
12 EI
_ PL?

¢ 2E1
_7PL?
4 EI
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Referéncia

Martins, C.A. Introdugéo ao Estudo das Energias de Deformacéo e
Complementar. Disponivel no Moodle
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