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Estado triplo de tensão (geral)

- 8 componentes de tensão

Estado plano de tensão

- 18 componentes de tensão

- apenas 3 valores independentes
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Extensão para o estado de tensões completo
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𝜎𝑥
′ = σx

𝜎𝑦
′ = 𝜎𝑦

𝜎𝑧
′ = 𝜎𝑧

𝜏𝑥𝑦
′ = 𝜏𝑥𝑦 = 𝜏𝑦𝑥 = 𝜏𝑦𝑥

′

𝜏𝑥𝑧
′ = 𝜏𝑥𝑧 = 𝜏𝑧𝑥 = 𝜏𝑧𝑥

′

𝜏𝑦𝑧
′ = 𝜏𝑦𝑧 = 𝜏𝑧𝑦 = 𝜏𝑧𝑦

′

Das 18 componentes originais temos apenas 6 valores distintos:

𝜎𝑥, 𝜎𝑦, 𝜎𝑧, 𝜏𝑥𝑦, 𝜏𝑥𝑧 e 𝜏𝑦𝑧
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Tensões em um plano inclinado
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Ԧ𝜌 =

𝜌𝑥
𝜌𝑦
𝜌𝑧

𝑛 =

𝑛𝑥
𝑛𝑦
𝑛𝑧

=

cos𝛼
cos 𝛽
cos 𝛾
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• 𝑑𝑆 – a área da face ABC

• 𝑑𝑆𝑥 – a área da face OBC

• 𝑑𝑆𝑦 – a área da face OAC

• 𝑑𝑆𝑧 – a área da face OAB

Sejam:

Equilíbrio de forças na direção 𝑥:

𝜌𝑥𝑑𝑆 − 𝜎𝑥𝑑𝑆𝑥 − 𝜏𝑥𝑦𝑑𝑆𝑦 − 𝜏𝑥𝑧𝑑𝑆𝑧 = 0

⇒ 𝑑𝑆𝑥 = 𝑑𝑆 cos𝛼 = 𝑛𝑥𝑑𝑆

⇒ 𝑑𝑆𝑦 = 𝑑𝑆 cos 𝛽 = 𝑛𝑦𝑑𝑆

⇒ 𝑑𝑆𝑧 = 𝑑𝑆 cos 𝛾 = 𝑛𝑧𝑑𝑆

Então:

𝜌𝑥 = 𝜎𝑥 cos 𝛼 + 𝜏𝑥𝑦 cos𝛽 + 𝜏𝑥𝑧 cos 𝛾

Analogamente:

𝜌𝑦 = 𝜏𝑥𝑦𝑛𝑥 + 𝜎𝑦𝑛𝑦 + 𝜏𝑦𝑧𝑛𝑧

e
𝜌𝑧 = 𝜏𝑥𝑧𝑛𝑥 + 𝜏𝑦𝑧𝑛𝑦 + 𝜎𝑧𝑛𝑧

ou

𝜌𝑥 = 𝜎𝑥𝑛𝑥 + 𝜏𝑥𝑦𝑛𝑦 + 𝜏𝑥𝑧𝑛𝑧
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Tensor das tensões
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𝜌𝑥 = 𝜎𝑥𝑛𝑥 + 𝜏𝑥𝑦𝑛𝑦 + 𝜏𝑥𝑧𝑛𝑧

𝜌𝑦 = 𝜏𝑥𝑦𝑛𝑥 + 𝜎𝑦𝑛𝑦 + 𝜏𝑦𝑧𝑛𝑧

𝜌𝑧 = 𝜏𝑥𝑧𝑛𝑥 + 𝜏𝑦𝑧𝑛𝑦 + 𝜎𝑧𝑛𝑧

𝜌𝑥
𝜌𝑦
𝜌𝑧

=

𝜎𝑥 𝜏𝑥𝑦 𝜏𝑥𝑧
𝜏𝑥𝑦 𝜎𝑦 𝜏𝑦𝑧
𝜏𝑥𝑧 𝜏𝑦𝑧 𝜎𝑧

𝑛𝑥
𝑛𝑦
𝑛𝑧

Na forma matricial:

Estas expressões permitem calcular o vetor tensão Ԧ𝜌 atuante em um plano normal a 𝑛 que 
passa pelo ponto 𝑃.

A tensão em um ponto 𝑃 é uma grandeza de um tipo conhecido como tensor.

O tensor das tensões é um tensor simétrico e, portanto, bastam 6 parâmetros.

O tensor é uma grandeza definida por uma matriz 3x3 e, portanto, por 9 parâmetros.

Notação:

𝑇 = 𝑇 𝑡 =

𝜎𝑥 𝜏𝑥𝑦 𝜏𝑥𝑧
𝜏𝑥𝑦 𝜎𝑦 𝜏𝑦𝑧
𝜏𝑥𝑧 𝜏𝑦𝑧 𝜎𝑧

Ԧ𝜌 = 𝑇 𝑛



Escola Politécnica da Universidade de São Paulo
Departamento de Engenharia Mecânica

Tensão normal
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𝜎 = Ԧ𝜌 ∙ 𝑛

𝜎 = 𝑇 𝑛 ∙ 𝑛

𝜎 =

𝑛𝑥
𝑛𝑦
𝑛𝑧

𝑡 𝜎𝑥 𝜏𝑥𝑦 𝜏𝑥𝑧
𝜏𝑥𝑦 𝜎𝑦 𝜏𝑦𝑧
𝜏𝑥𝑧 𝜏𝑦𝑧 𝜎𝑧

𝑛𝑥
𝑛𝑦
𝑛𝑧

Tensão de cisalhamento

𝜌2 = 𝜎2 + 𝜏2

𝜏 = 𝜌2 − 𝜎2

Ԧ𝜌 = 𝜎 𝑛 + 𝜏 Ԧ𝑡 ⇒ 𝜏 Ԧ𝑡 = Ԧ𝜌 − 𝜎 𝑛
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𝑇 =
50 20 0
20 30 0
0 0 0

i) 𝜃 = 50°

𝑛 =
cos50°
sen 50°

0
=

0,643
0,766
0

=
50 20 0
20 30 0
0 0 0

0,643
0,766
0

=
47,5
35,8
0

Ԧ𝜌 = 𝑇 𝑛

𝜎 = Ԧ𝜌 ∙ 𝑛 =
47,5
35,8
0

t 0,643
0,766
0

= 58,0 𝑀𝑃𝑎

𝜏 Ԧ𝑡 = Ԧ𝜌 − 𝜎 𝑛 =
47,5
35,8
0

− 58,0 ∗
0,643
0,766
0

=
10,2
−8,6
0

𝜏 = 𝜏 Ԧ𝑡 =
10,2
−8,6
0

𝑡 10,2
−8,6
0

= 13,3 𝑀𝑃𝑎
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ii) 𝜃 = 140°

𝑛 =
cos140°
sen 140°

0
=

−0,766
0,643
0

=
50 20 0
20 30 0
0 0 0

−0,766
0,643
0

=
−25,4
4,0
0

Ԧ𝜌 = 𝑇 𝑛

𝜎 = Ԧ𝜌 ∙ 𝑛 =
−25,4
4,0
0

t −0,766
0,643
0

= 22,0 𝑀𝑃𝑎
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Exercício
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48 MPa 

x 

y 

z 

4 MPa 

24 MPa 

20 MPa O cubo elementar da figura representa o estado de tensões 
em um ponto P de um corpo. Pede-se, para esse ponto:
a) montar a matriz T que representa o tensor das tensões;
b) calcular a tensão normal e a tensão de cisalhamento 

correspondentes ao plano cuja normal é 𝑛 =
2

2
, 0,

2

2

a) 𝑇 =
24 −48 0
−48 −4 0
0 0 20

b)

=
24 −48 0
−48 −4 0
0 0 20

2/2
0

2/2

𝜎 = Ԧ𝜌 ∙ 𝑛

Ԧ𝜌 = 𝑇 𝑛

⇒ Ԧ𝜌 = (12 2,−24 2, 10 2)

=
12 2

−24 2

10 2

𝑡
2/2
0

2/2

𝑀𝑃𝑎

= 22 𝑀𝑃𝑎

𝜌2 = 𝜎2 + 𝜏2

𝜌2 = 1640

𝜎2 = 484

𝜏 = 1640 − 484 ⇒ 𝜏 = 34 𝑀𝑃𝑎
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Martins, C.A. Introdução ao Estudo das Tensões. Disponível no Moodle
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