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Sólido genérico submetido 
a um conjunto de forças 𝐹𝑖
equilibrado

Sólido genérico cortado por 
um plano 𝛼 que passa por 
um ponto P e é normal a 𝑛

Devem aparecer forças na 
superfície 𝐴 para equilibrar os 
esforços externos

Um elemento da superfície 
𝐴 com área infinitesimal 𝛿𝐴, 
que contém 𝑃 estará sujeito 

à força interna 𝛿 Ԧ𝐹

Estas força são chamadas 
de forças internas

𝛿 Ԧ𝐹 = 𝛿 Ԧ𝐹(𝑃, 𝑛)

𝛿 Ԧ𝐹 = 𝛿𝐹𝑛𝑛 + 𝛿𝐹𝑡 Ԧ𝑡

onde Ԧ𝑡 é um vetor 
paralelo a 𝛼

O vetor 𝛿 Ԧ𝐹 pode ser 
decomposto em duas 
componentes:
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Definição: o vetor tensão que atua 
em 𝑃 no plano perpendicular a 𝑛 é o 
vetor:

Ԧ𝜌 𝑃, 𝑛 = lim
𝛿𝐴→0

𝛿 Ԧ𝐹 𝑃, 𝑛

𝛿𝐴

A tensão Ԧ𝜌 é uma propriedade do 
ponto 𝑃 e da direção 𝑛

A tensão Ԧ𝜌 tem dimensão de 
força por unidade de área (𝑀𝑃𝑎)

Para conhecer o estado de tensões
em um ponto 𝑃 é necessário 
conhecer as tensões Ԧ𝜌 em todas as 
direções 𝑛

Como a força interna, a tensão Ԧ𝜌 pode 
ser decomposta em duas componentes:

Ԧ𝜌 = 𝜎 𝑛 + 𝜏 Ԧ𝑡

onde

𝜎 = lim
𝛿𝐴→0

𝛿𝐹𝑛
𝛿𝐴

é a tensão normal

e

𝜏 = lim
𝛿𝐴→0

𝛿𝐹𝑡
𝛿𝐴

é a tensão de cisalhamento
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O estado de tensões em um ponto 𝑃 é 
representado por um cubo infinitesimal

O estado de tensões em um ponto 𝑃 é o 
conjunto dos infinitos vetores Ԧ𝜌(𝑃, 𝑛)

As faces desse cubo estarão sujeitas a 
tensões normais e tensões de cisalhamento

Vamos mostrar, mais tarde, que se 
conhecermos as tensões nessas faces do 
cubo, conheceremos todo o estado de 
tensões no ponto 𝑃

É necessário estabelecer, então, uma 
notação para representar as tensões que 
atuam em cada face do cubo

Para representar a tensão em uma face do 
cubo precisamos de uma tensão normal e 
duas componentes de tensão de 
cisalhamento

Precisaremos, então, de 18 números para 
representar as tensões nas faces do cubo
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𝐴

𝐵

𝐶

𝑥

𝑦

𝑧

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜎𝑧

𝜏𝑥𝑦

𝜏𝑥𝑧 𝜏𝑦𝑥

𝜏𝑦𝑧

𝜏𝑧𝑥

𝜏𝑧𝑦

- Faces positivas

- Sentidos positivos
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- Faces negativas

- Sentidos positivos

𝐵

𝑥
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𝑧
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′
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′
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′
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′

𝜏𝑧𝑦
′

𝜏𝑧𝑥
′

𝜏𝑦𝑥
′

𝜏𝑥𝑧
′

𝑂
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Vamos supor que não haja esforços na direção z

𝑥

𝑦

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

𝜏𝑦𝑥

𝜎𝑥
′

𝜎𝑦
′

𝜏𝑦𝑥
′

𝜏𝑥𝑦
′

𝑂
𝑑𝑥

𝑑
𝑦

𝑋

𝑌

- 8 componentes de tensão

- 𝑋e 𝑌 → forças de campo
𝐴

𝐵

𝐶

𝑥

𝑦

𝑧

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜎𝑧

𝜏𝑥𝑦

𝜏𝑥𝑧 𝜏𝑦𝑥

𝜏𝑦𝑧

𝜏𝑧𝑥

𝜏𝑧𝑦
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𝑥

𝑦

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

𝜏𝑦𝑥

𝜎𝑥
′

𝜎𝑦
′

𝜏𝑦𝑥
′

𝜏𝑥𝑦
′

𝑂
𝑑𝑥

𝑑
𝑦

𝑋

𝑌

Equilíbrio de forças na direção 𝑥:

−𝜎𝑥
′𝑑𝑦𝑑𝑧 + σx𝑑𝑦𝑑𝑧 + 𝜏𝑦𝑥𝑑𝑥𝑑𝑧 − 𝜏𝑦𝑥

′ 𝑑𝑥𝑑𝑧

+𝑋𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 = 0

Dividindo-se por 𝑑𝑧:

−𝜎𝑥
′𝑑𝑦 + σx𝑑𝑦 + 𝜏𝑦𝑥𝑑𝑥 − 𝜏𝑦𝑥

′ 𝑑𝑥 + 𝑋𝑑𝑥𝑑𝑦 = 0

Fazendo-se 𝑑𝑦 → 0:

𝜏𝑦𝑥
′ = 𝜏𝑦𝑥

Fazendo-se 𝑑𝑥 → 0:

𝜎𝑥
′ = σx
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𝑥

𝑦

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

𝜏𝑦𝑥

𝜎𝑥
′

𝜎𝑦
′

𝜏𝑦𝑥
′

𝜏𝑥𝑦
′

𝑂
𝑑𝑥

𝑑
𝑦

𝑋

𝑌

Equilíbrio de forças na direção y:

Dividindo-se por 𝑑𝑧:

Fazendo-se 𝑑𝑦 → 0:

Fazendo-se 𝑑𝑥 → 0:

−𝜏𝑥𝑦
′ 𝑑𝑦𝑑𝑧 + 𝜏𝑥𝑦𝑑𝑦𝑑𝑧 + 𝜎𝑦𝑑𝑥𝑑𝑧 − 𝜎𝑦

′ 𝑑𝑥𝑑𝑧

+ 𝑌𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 = 0

−𝜏𝑥𝑦
′ 𝑑𝑦 + 𝜏𝑥𝑦𝑑𝑦 + 𝜎𝑦𝑑𝑥 − 𝜎𝑦

′ 𝑑𝑥 + 𝑌𝑑𝑥𝑑𝑦 = 0

𝜎𝑦
′ = 𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦
′ = 𝜏𝑥𝑦
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𝑥

𝑦

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

𝜏𝑦𝑥

𝜎𝑥
′

𝜎𝑦
′

𝜏𝑦𝑥
′

𝜏𝑥𝑦
′

𝑂
𝑑𝑥

𝑑
𝑦

𝑋

𝑌

Equilíbrio de momentos em relação a O:

Dividindo-se por 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧:

Fazendo-se 𝑑𝑥 → 0 e 𝑑𝑦 → 0:

𝜎𝑦𝑑𝑥𝑑𝑧
𝑑𝑥

2
− 𝜏𝑦𝑥𝑑𝑥𝑑𝑧𝑑𝑦 + 𝜏𝑥𝑦𝑑𝑦𝑑𝑧𝑑𝑥

− 𝜎𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝑑𝑦

2
− 𝜎𝑦

′𝑑𝑥𝑑𝑧
𝑑𝑥

2
+ 𝜎𝑥

′𝑑𝑦𝑑𝑧
𝑑𝑦

2

+ 𝑌𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝑑𝑥

2
− 𝑋𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

𝑑𝑦

2
= 0

−𝜏𝑦𝑥 + 𝜏𝑥𝑦 + 𝑌
𝑑𝑥

2
− 𝑋

𝑑𝑦

2
= 0

𝜏𝑦𝑥 = 𝜏𝑥𝑦
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𝑥

𝑦

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

𝜏𝑦𝑥

𝜎𝑥
′

𝜎𝑦
′

𝜏𝑦𝑥
′

𝜏𝑥𝑦
′

𝑂
𝑑𝑥

𝑑
𝑦

𝑋

𝑌

𝑥

𝑦

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

𝜏𝑥𝑦

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

𝜏𝑥𝑦

𝑂
𝑑𝑥

𝑑
𝑦

=

8 componentes de tensão Apenas 3 componentes independentes⇒
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Martins, C.A. Introdução ao Estudo das Tensões. Disponível no Moodle
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