PTC3566 EPUSP

Controle de Posicao do Servomecanismo por meio de Desigualdades Matriciais
Lineares (LMIs) - Tempo Continuo

Objetivo

Projetar e implementar um controlador robusto por meio de formulacdes expressas em termos de desigualdades
matriciais lineares (LMIs) para a malha de posi¢do do servomecanismo considerando incertezas. A realimentacao
de estados serd feita medindo-se diretamente os estados.

1 Fundamentacao Tedrica

1.1 Sistemas lineares invariantes no tempo incertos

A maioria dos projetos de controle é baseada no uso de um modelo matemético (funcdo de transferéncia,
resposta em frequéncia, varidveis de estados, etc.), cuja finalidade é caracterizar um sistema real. As diferengas,
ou erros, entre o modelo e a planta real sdo denotadas pelo termo incerteza, e qualquer mecanismo usado para
expressar essas diferencas € dito representacdo da incerteza (politdpica, limitada em norma, intervalar, etc.). De
fato, o modelo é meramente uma aproximag¢do matemadtica da planta, podendo conter diferentes tipos de incerteza
como, por exemplo, as decorrentes de linearizagdes, ruidos, dindmicas ndo modeladas, erros de identificagdo,
parametros desconhecidos, entre outras. Na maioria dos sistemas praticos, pelo menos dois tipos estdo presentes:
a dindmica ndo modelada e a incerteza paramétrica (devido a falta do conhecimento preciso dos pardmetros).
Admitir incertezas no modelo € interessante, pois as mesmas podem causar a deterioracdo do desempenho e, em
casos extremos, tornar o sistema controlado instavel.

Na sequéncia, para ilustrar um sistema com incerteza, tem-se um exemplo familiar, o circuito RLC. Observe
que, neste caso, o pardmetro incerto estd no valor da resisténcia.

Figura 1: Circuito RLC.

Sabendo que R = Ry £ 0.3 e definindo a tensdo no capacitor e a corrente no indutor como varidveis de estado,
tem-se que:
: 0o 2 0
x(r) = [_1 _CE x(t)+ | | ult)
L L L
y(t)=[-1 —R]x(t)+u(t)
Deseja-se saber se o sistema € estdvel para todos os valores de R, ou seja, Ry — 0.3 < R < Ry +0.3. Para
descobrir isto, primeiro, € necessario reescrever o sistema considerando a incerteza. Uma maneira de descrever as
matrizes do sistema é na forma convexa. Veja, por exemplo, como ficaria a matriz dindmica:

ey

0oz U
Al@)=ou| | (03| TO0| | (R+03) 2
L L L L

emque & >0,00>0comoa;+oap =1.
Na sequéncia, é enunciada a definicdo de uma combinacao convexa.
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Combinacao convexa

Sejam py, p» € R? dois pontos. Um ponto p qualquer que esteja no segmento de reta entre p; e p, pode ser
representado como

p=oupi+orpy, 01 >0,0>0, o +o=1. 3)

Obs.: O mesmo € vélido para matrizes!

1.1.1 Representacio politopica

Nesta aula, a representacgao utilizada para expressar as incertezas do modelo € a politdpica, conforme denotado
pelo sistema
x=A(a)x+B(a)u

y=Gla)x @

sendo x € R™, u € R™, y € R, respectivamente, os vetores de estados, da entrada de controle e da saida medida.
As matrizes do espaco de estados possuem dimensdes apropriadas, sdo incertas e pertencem a um politopo!, ou
seja, qualquer matriz pode ser escrita como uma combinagdo convexa de N vértices conhecidos na forma

N
M(a)=Y aiM;, aeA, (5)
i=1
em que M(c) caracteriza cada uma das matrizes de (4), M;, i = 1,...,N, descreve os vértices do politopo e

a=[o a - ay]" é um vetor de parimetros invariantes no tempo que corresponde as incertezas paramétricas e

pertence ao simplex unitdrio
N
A:{aeRN:Zaizl, ociZO,izl,...,N}. ©6)
i=1

A fim de ilustrar o conceito apresentado, considere o politopo com cinco vértices apresentado na Figura 2.
Qualquer combinacdo de o que satisfaca (6) corresponderd a uma combinacdo de vértices M; e produzird um
ponto no interior, em uma aresta ou em um vértice do conjunto poliedral representado em azul.

M; My
5 M.
Zi:l alMl

M3

Figura 2: Politopo de matrizes composto por cinco vértices.

1Um politopo ¢ um conjunto poliedral limitado (convexo e fechado), ou ainda, o envelope convexo de um conjunto finito de vértices.
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1.2 Teorema de Lyapunov

O Teorema de Estabilidade de Lyapunov, enunciado a seguir, € usado pela maioria dos trabalhos nas dreas de
controle moderno em geral. A ideia fundamental € que, se o sistema € estdvel em determinada regido, entdo sua
energia sempre decresce na auséncia de atuacio externa.

Teoria de Lyapunov

Seja x = f(x) um sistema auténomo tal que f(0) =0, e seja D C R"” um dominio contendo x = 0. A
origem € estdvel se, e somente se, existir uma fungio V (x), continua e diferencidvel, chamada de fungéo de
Lyapunov, tal que:

* V(0)=0;
* V(x) > 0 para todox € D—{0};
* V(x) <0 para todo x € D.

Ainda, se
V(x) < 0 para todo x € D — {0},

entdo a origem € assintoticamente estdvel.

Sistemas Lineares e Invariantes no Tempo

Seja o sistema linear invariante no tempo
X =Ax.

O sistema € assintoticamente estavel se, e somente se, existir uma matriz simétrica P tal que a fungo de
Lyapunov
V(x)=x"Px

satisfaca as seguintes condicdes:
e P > 0 (matriz definida positiva);

* ATP+ PA < 0 (matriz definida negativa).

1.3 Regulador Linear Quadratico (LQR)

Seja o sistema dindmico
x(t) = Ax(t) + Bu(t).

para o qual deseja-se projetar uma lei de controle por realimentacdo de estados
u(t) = Kx(r)

que estabilize assintoticamente o sistema em malha fechada.

Para atingir o resultado desejado, pode-se empregar técnicas como a alocagdo de polos ou o controlador LQR
(Linear Quadratic Regulator). Neste tltimo caso, ao invés de se escolher arbitrariamente a posicdo dos polos em
malha fechada do sistema, o ganho de realimenta¢do K é determinado de modo a minimizar a fun¢do objetivo
quadrética

J= /wx(t)TQx(t) +u(t) "Ru(r)dt
0

sendo Q = Q" > 0 uma matriz simétrica positiva semi-definida e R = R" = 0 uma matriz simétrica positiva
definida. As matrizes Q e R devem ser escolhidas de forma ponderada (e proporcional) entre si, sendo que Q
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penaliza o desvio dos estados do sistema em relagdo a origem e R penaliza o desvio do sinal de controle com
relacdo a zero.
1.4 Transformaciao de Congruéncia

Considere duas matrizes simétricas Q € R"" ¢ R € R"*" e uma matriz T € R"*" ndo singular (det(T) #0, T
invertivel). E possivel afirmar que:

* As matrizes Q e R sio congruentes se existe T nio singular tal que Q = T " RT.
* Se Q e R sdo congruentes, entao

0O>0 se,esomentese, R>0

Prova:
Seja R > 0, entdo para todo x # 0, x ' Rx = 0. Definindo y = T~ 'x, tem-se:

x Rx=y T'RTy=y"Qy>0, ¥y#0 = 0>0

1.5 Complemento de Schur

O complemento de Schur € empregado na conversdo de restricdes convexas com desigualdades ndo lineares
em LMIs.

Complemento de Schur

Considere as matrizes Q = Q', R =R e S com dimensdes apropriadas. Entdo, a LMI

o s’
[ s r|70 (7
é equivalente a
R>0, O0-S'R's>o. (8)

Em outras palavras, as desigualdades (8), que incluem uma nao linearidade, podem ser representadas como
a LMI (7).

1.6 Resolucao Numérica de LMIs com Matlab

As LMIs podem ser programadas e resolvidas de forma eficiente utilizando, por exemplo, o Matlab®>. Para
tanto, € necessdria a instalacdo de um interpretador, responsdvel pela programacao das LMIs, e de um resolvedor
que, como a préopria designacdo sugere, é responsavel por determinar uma solugdo para o problema. Os dois
pacotes mais comumente difundidos sdo o YALMIP (interpretador) e o SeDuMi (resolvedor), que podem ser
baixados nos seguintes links:

* https://yalmip.github.io/download/
* https://sedumi.ie.lehigh.edu/?page_id=58

Feito o download, deve-se descompactar os pacotes em uma pasta do sistema e adiciond-los ao path do Matlab
(opg¢ao “Set path” no submenu “Environment”). O comando yalmiptest pode ser utilizado para verificar a correta
instalagcdo dos pacotes.

A seguir € mostrado um passo a passo basico para resolucdo de um problema envolvendo LMIs.

2Existem também solucdes para outras linguagens/ferramentas de c6digo aberto como Python e Octave.
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1) Declaracio de variaveis

Para definir as varidveis utiliza-se o comando sdpvar do pacote YALMIP.

* P = sdpvar(lin,col,param);
— lin: Ndmero de linhas;
— col: Numero de colunas;

— param: Estrutura da varidvel: 'symmetric' para matrizes simétricas, 'full' para matrizes sem
estrutura especifica, 'diag' para matrizes diagonais, ...

% Exemplos:
sdpvar (2,2, 'symmetric');
sdpvar (3,4, 'full');

>~ o
nn

Por padrdo, se o terceiro argumento for omitido, toda matriz quadrada € definida como simétrica e matrizes
ndo quadradas como cheias (sem estrutura).

2)  Definir as LMIs

e LMIs = [LMI1 > 0, LMI2 > 0, LMI3 < 0, ...];
— As desigualdades consideradas podem ser < ou >;
— O uso de desigualdades estritas (< ou >) ird gerar erro.

% Exemplo:
LMIs = [P>=0, A'*P + PxA<=0];

3)  Resoluc¢io das LMIs

* sol = optimize(LMIs, obj, options);
— sol: Varidvel opcional de saida contendo o status da resolucio;
— LMIs: Conjunto de LMlIs;
— obj: Funcdo objetivo para problemas de minimizagcdo de uma funcio custo. Caso seja um pro-
blema apenas de factibilidade, sem func¢ao custo associada, entdo obj = 0;
— options: Pardmetro opcional, usado para configurar o comportamento do resolvedor e para es-
colha de diferentes resolvedores.

% Exemplo:
out = optimize (LMIs,O,sdpsettings('solver

| !

| : 1 1 .
, 'sedumi', 'verbose',1));

4) Verificar o resultado

* [prim,dual] = checkset(LMIs);
— prim: Residuo da solug@o primal. Caso a solucdo computada seja factivel, entdo prim > 0;
— dual: Residuo da solugdo dual;
— LMIs: Conjunto de LMIs;
— A funcdo double é utilizada para converter objetos simbdlicos ou varidveis de otimizagao (sdpvar)
em valores numéricos.
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1.7

% Exemplo
[p,d] = checkset (LMIs)
if (min(p) > 0)
P = double(P);
else
disp('Infactivel')
end

O Servomecanismo

b

b

O sermomecanismo considerado € apresentado na Figura 3. H4 um motor DC com um sensor de velocidade

tipo tacogerador acoplado ao mesmo eixo. Ha dois estdgios de polias com correias, cada um com redugdo n = 1/3,
que acopla o eixo do motor ao eixo do potencidmetro. Na configuracdo controle de velocidade, utiliza-se o eixo
do motor/tacogerador, para o controle de posicao, utiliza-se o eixo do potencidometro, onde hd também um disco
com posicao graduada para indicar a posi¢do.

Figura 3: Foto do servomecanismo.

A tensdo de armadura € representado por Vj. As tensdes nas saidas do tacogerador e do potencidmetro sdo,

respectivamente, representadas por Vr e Vp. A velocidade no eixo do motor é dada por £y, enquanto que a
velocidade e a posicao no eixo do potencidometro sao dadas por Qp e @p. Assume-se que a relacdo entre tensdo de
armadura e velocidade no eixo de motor seja um sistema de primeira ordem com ganho K e constante de tempo
T. Os ganhos do tacogerador e do potencidmetro sdo dados por Ky [V/(rad/s)] e Kp [V/rad]. O diagrama linear
simplificado do sistema € apresentado na Figura 4.

Vi (s) K

Qu(s)

QP(S)

Op(s)

VP(S)

Ts+1

VT (S)

© | =

Kr

Figura 4: Modelo esquematico do sistema.

Kp

Sabe-se, do manual do equipamento, que os valores dos ganhos dos sensores sdao: Kp = 1,7 e Kr = 0,017.

Apds um simples teste de resposta ao degrau em um dos servomecanismos do laboratério, conforme apresentado
na Figura 5, foi possivel identificar os seguintes pardmetros do modelo: K = 55,8 [(rad/s)/V] e T = 0,29 [s].
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Figura 5: Resposta ao degrau.

Note que os valores de K e T sdo, a principio, validos para o servomecanismo no qual o ensaio foi feito.
Para servomecanismos diferentes ou devido a deprecia¢do dos equipamentos, é possivel que tais valores ndo sejam
adequados. Neste experimento, buscaremos determinar uma solucdo que valha para uma faixa maior de valores.

Realimentacao de estados com integrador - modelo servo

O problema de rastreamento também pode ser resolvido com a inserc¢do de integradores na malha. Uma forma
de inserir integradores consiste em introduzir um novo vetor de estados que integre o erro entre o vetor de saida y
e o vetor de comando de entrada r, ambos com m elementos, como apresentado no diagrama da Figura 6.

r(r) _ e() v(t) u(r) x(1) (1) y(1)

—( ) J()dt K —( — B ﬁ) ()t

Figura 6: Diagrama de blocos de um sistema em malha fechada com inser¢do de integradores e realimentagdo de
estados.

A equac@o de estados do integrador inserido € dada por
v(t) = e(r) = r(t) —y(t) = r(t) = Cx(1), 9
o que resulta na seguinte equacao de estados em malha fechada:
x(t) = (A+BK;) x(t) + BKjv(1). (10)

Tem-se, portanto, a seguinte equagio para o sistema aumentado:
x(t)|  |A+BK. BK;| |x(1) Ok xm
[\?(t)} = [ c om} [v(t) g, | b
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ou seja,
[):m: [_AC 0(");”1 +@' [KxAKi} [igg]jt[o’;;"} r(t) (12)
A B K

Assim, basta determinar o ganho K que aloca os polos para o sistema aumentado da Equagio (12).
Portanto, K, representa as n primeiras colunas de K e K; é dado pelas colunas restantes de K.

2 Atividades

Projetar controladores robustos na forma de espago de estados no modo servo assegurando um desempenho
adequado na presenca de incertezas nos parametros.

2.1 Modelo em espaco de estados

Seja x| = 6, e x, = 6, = @,, 0 modelo em espaco de estados €, entdo, dado por

Xl . 0 1 X1 0
- ] [
————
A B
X1
=110
=0 afi)
C

Admitindo incertezas nos pardmetros 7' e K, tais que, T € [0.25 0.33] eK ¢ [45 65], pode-se incluir as
incertezas no sistema por meio de uma representaco politépica. O sistema resultante terd 4 vértices (2, sendo N
incertezas), podendo ser escrito conforme mostrado a seguir.

Cédigo 1: Construcdo das matrizes do sistema politopico

A = cell(1,4);
B = cell(1,4);
C = cell(1,4);

k = 1;
for T = [0.25 0.33]
for K = [45 65]
A{k} = [0 1;
0 -1/T]1;
B{k} = [0;
n*xn*xKp*K/T];
c{k} = [1 0];
k = k+1;
end
end

Sao adotados n = 1/3 e K, = 1,7 para os pardmetros apresentados pelo fabricante. Os ganhos K, e K; de
realimentagdo de estados serdo obtidos por meio de uma condicao LMI.

Como trata-se do problema de rastreamento, pode ser interessante ter uma forma de ponderar sobre a energia
de controle, por isso relaciona-se a fun¢io de Lyapunov com a fun¢do quadrética do LQR, fazendo

V(x) < —(x" Qx+u'Ru).
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Reorganizando a desigualdade e expandindo os termos, tem-se
i Px+x"Pi4x' Ox+ u' Ru <0
x" [(A+BR)'P+PA+BR)+Q+K"RK)|x <0

Aplicando uma transformacao de congruéncia ao termo entre colchetes, isto €, multiplicando a esquerda e a direita
por P~!, obtém-se

P AT+ P 'RTBT+AP "+ BRP '+ P 'oP '+ PT'RTRRP' <0
e, fazendo as trocas de varidveis, W = P~! e Z = KW, chega-se em
WA +Z"B" + AW +BZ+WQW +Z"RZ <0

Finalmente, aplicando o complemento de Schur duas vezes a condi¢do anterior, chega-se a LMI reportada no
teorema a seguir.

Teorema 1 Dados 0 < Q = Q' € R"™" ¢ um escalar positivo R (sistema SISO), se existirem as matrizes 0 < W =
WT e R ¢ Z € RMXM tajs que3

AW +WAT +B2+2"BT wo'/? 7T
o'/2w —I 0 | =<0
7 0 —R!

seja satisfeita, entdo K = ZW =" é um ganho de controle por realimentacdo de estados que assegura a estabilidade
assintotica do sistema.

2.2 Parte I - Programando a condicao

Para programar a condicdo mostrada no Teorema 1 serd utilizado o YALMIP (interpretador) e o SeDuMi
(resolvedor) e, para que seja possivel adotar as versdes mais recentes desses pacotes, serd utilizado o Matlab
R2025a.

A seguir € mostrada uma forma de programar a condi¢do do Teorema 1, utilizando uma varidvel do tipo
blkvar. Esse tipo de varidvel permite escrever apenas a parte triangular inferior ou superior, além dos elementos
da diagonal, de uma matriz simétrica.

No fragmento de cédigo apresentado, N corresponde ao nimero de vértices do sistema incerto, W e Z sdo
varidveis a serem determinadas e devem ser declaradas com dimensdes apropriadas, e Ah e Bh correspondem as
matrizes do sistema aumentado (12). Complete as posigdes 7(1,2), T(1,3), T(2,2) e T(3,3) com os elementos
enunciados no Teorema 1.

for k 1:N
T blkvar; % cria de variaveis estruturadas em blocos
T(1,1) Ah{k}*W + WxAh{k}' + Bh{k}*Z + Z'*xBh{k}';
T(1,2) =
T(1,3) =
T(2,2) =
T(3,3) =
T = sdpvar (T);

LMIs = [LMIs,T <= 0];
end

3Note que, neste caso particular, é possivel escolher Q = 0'/201/?, pois Q é uma matriz diagonal. No caso geral, o mais indicado é
utilizar algum tipo de decomposicio, por exemplo a Decomposigdo de Cholesky, de tal modo que Q = LLT. Ademais, note também que as
matrizes Q e R sdo dadas; caso fossem varidveis de otimizacdo, a condi¢do ndo seria mais linear.

Prof. Luciano Frezzato / Prof. Bruno A. Angélico / Amanda Spagolla 2025



PTC3566 EPUSP

Ap6s programar a condi¢do LMI e obter os ganhos necessérios (K, € Kj;), esses valores devem ser informados
na versdo anterior do Matlab para que sejam aplicados ao servomecanismo. Perceba que € necessario ajustar os
valores de Q e R. Portanto, plote o sinal de referéncia e a saida do sistema e ajuste os valores dos pardmetros até
que se obtenha algo aceitdvel. O diagrama de blocos a ser utilizado no Simulink é mostrado na préxima secao.

2.3 Parte II - Pratica

No modo servo com integrador, o diagrama do experimento ¢ apresentado na Figura 7.

omega_p g

Subsystem \

Signal
Generator

I=1 Sim_EXP_03/Subsystem

File Edit “iew Simulstion Format Tools Help

0OeEsE& B B == |G » T_sim  |Marmal =|| B,

- theta_p
INPO - W

Zain

(1 —efin - ouTo T
wm INFL - W
-
SERTOME CRNTSHO omega_p

Feady [100% [ [ lodel

Figura 7: Diagrama de blocos do experimento no Simulink - modo servo com integrador.
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