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Questão 1 (3,5 pontos)Questão 1 (3,5 pontos)Questão 1 (3,5 pontos)Questão 1 (3,5 pontos)Questão 1 (3,5 pontos)Questão 1 (3,5 pontos)Questão 1 (3,5 pontos)Questão 1 (3,5 pontos)Questão 1 (3,5 pontos)Questão 1 (3,5 pontos)Questão 1 (3,5 pontos)Questão 1 (3,5 pontos)Questão 1 (3,5 pontos)Questão 1 (3,5 pontos)Questão 1 (3,5 pontos)Questão 1 (3,5 pontos)Questão 1 (3,5 pontos). A figura ao lado mostra um sistema mecânico com-
posto por uma bobina de centro O com raio de enrolamento 𝑟 e raio de ro-
lamento 2𝑟 , e por uma barra homogênea AB de comprimento 4𝑟 . A bobina
pode rolar sem escorregar sob uma superfície plana horizontal fixa, quando
o cabo que está sempre tensionado e conectado a esta em P é puxado para a
direita com velocidade constante 𝑣 . A extremidade A da barra AB está articu-
lada a bobina, enquanto B é vinculada a deslocar sem atrito ao longo de uma
guia retilínea fixa inclinada de um ângulo 𝜃 em relação a horizontal, com
sin𝜃 =

3
5

e cos𝜃 =
4
5

. Considerando a configuração representada na figura
com a barra AB orientada na horizontal, o sistema de coordenadas descrito
pela base (®ı,®ȷ, ®k) e a geometria fornecida na figura, pede-se:
a) (0,5) Obter o vetor velocidade angular da bobina ®ω1.
b) (0,5) Localizar o centro instantâneo de rotação I da barra AB, indicando claramente a construção geométrica utilizada
para sua obtenção.
c) (1,0) Obter o vetor velocidade angular ®ω2, da barra AB, e o vetor velocidade ®vB, do ponto B.
d) (0,5) Obter os vetores aceleração ®aO, do ponto O, e ®aA, do ponto A.
e) (1,0) Obter o vetor aceleração angular ®α2, da barra AB, e o vetor aceleração ®aB, do ponto B.
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Questão 2 (3,0 pontos)Questão 2 (3,0 pontos)Questão 2 (3,0 pontos)Questão 2 (3,0 pontos)Questão 2 (3,0 pontos)Questão 2 (3,0 pontos)Questão 2 (3,0 pontos)Questão 2 (3,0 pontos)Questão 2 (3,0 pontos)Questão 2 (3,0 pontos)Questão 2 (3,0 pontos)Questão 2 (3,0 pontos)Questão 2 (3,0 pontos)Questão 2 (3,0 pontos)Questão 2 (3,0 pontos)Questão 2 (3,0 pontos)Questão 2 (3,0 pontos). No mecanismo ilustrado na figura, os pontos A, B, C e D cons-
tituem um paralelogramoparalelogramoparalelogramoparalelogramoparalelogramoparalelogramoparalelogramoparalelogramoparalelogramoparalelogramoparalelogramoparalelogramoparalelogramoparalelogramoparalelogramoparalelogramoparalelogramo, os vínculos em A, B, C, D e O são articulações ideais e a
extremidade P do corpo 4 é livre para deslizar relativamenterelativamenterelativamenterelativamenterelativamenterelativamenterelativamenterelativamenterelativamenterelativamenterelativamenterelativamenterelativamenterelativamenterelativamenterelativamenterelativamente à guia retilínea presente no
corpo 3. Sabendo que a barra AB descreve uma rotação com ®ω1 = 𝜔®k constanteconstanteconstanteconstanteconstanteconstanteconstanteconstanteconstanteconstanteconstanteconstanteconstanteconstanteconstanteconstanteconstante e ado-
tando o sistema de coordenadas Oxy solidário ao corpo 3 (referencial móvelreferencial móvelreferencial móvelreferencial móvelreferencial móvelreferencial móvelreferencial móvelreferencial móvelreferencial móvelreferencial móvelreferencial móvelreferencial móvelreferencial móvelreferencial móvelreferencial móvelreferencial móvelreferencial móvel), pede-se
para a configuração indicada na figura:
a) (0,6) A velocidade ®vP e a aceleração ®aP, do ponto P.
b) (0,4) As componentes intrínsecas da aceleração do ponto P.
c) (0,8) As velocidades relativa ®vP,rel e de arrastamento ®vP,arr, do ponto P, e velocidade
angular ®ω3, do corpo 3.
d) (1,2) As acelerações relativa ®aP,rel e de arrastamento ®aP,arr, do ponto P, e aceleração
angular ®α3, do corpo 3.
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Questão 3 (3,5 pontos)Questão 3 (3,5 pontos)Questão 3 (3,5 pontos)Questão 3 (3,5 pontos)Questão 3 (3,5 pontos)Questão 3 (3,5 pontos)Questão 3 (3,5 pontos)Questão 3 (3,5 pontos)Questão 3 (3,5 pontos)Questão 3 (3,5 pontos)Questão 3 (3,5 pontos)Questão 3 (3,5 pontos)Questão 3 (3,5 pontos)Questão 3 (3,5 pontos)Questão 3 (3,5 pontos)Questão 3 (3,5 pontos)Questão 3 (3,5 pontos). Na figura ao lado é mostrada a vista plana de um meca-
nismo composto de uma haste OC delgada de comprimento 4𝑅 e articulada em O,
e preso a ela existe um disco de centro C e raio 𝑅 que pode girar em torno do eixo
da haste. A haste OC apresenta movimento tridimensional com velocidade angular
®ωp = 𝜔p

®Z constante em torno do eixo fixo OZ. Além disso, o disco tem velocidade
angular ®ωs = 𝜔s

®k constante medida em relação à haste OC. Considerando um angulo
𝜃 constante e adotando o referencial móvel solidário à haste (note que o eixo Oy é
positivo “entrando” na folha) pede-se:
a) (0,5) A expressão da velocidade angular ®ωp descrita na base móvel (®ı,®ȷ, ®k).
b) (0,6) As velocidades angulares de arrastamento (®ωarr), relativa (®ωrel) e absoluta (®ω)
do disco.
c) (0,4) As acelerações angulares de arrastamento (®αarr), relativa (®αrel) e absoluta (®α)
do disco.
d) (0,8) Para o caso particular em que 𝜃 =

𝜋

2
, as velocidades de arrastamento (®vP,arr),

relativa (®vP,rel) e absoluta (®vP) do ponto P.
e) (1,2) Para o caso particular em que 𝜃 =

𝜋

2
, as acelerações de arrastamento (®aP,arr),

relativa (®aP,rel) e absoluta (®aP) do ponto P.
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a) Do campo de velocidades na bobina (corpo 1):

®vP = ®vC + ®ω1 ∧ (P − C) ⇒ 𝑣®ı = ®0 + (𝜔1
®k) ∧ (3𝑟®ȷ) ⇒ 𝜔1 = − 𝑣

3𝑟
⇒ ®ω1 = − 𝑣

3𝑟
®k (0,5)
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b) A figura ao lado indica o CIR da barra AB (ponto I), bem como a cons-
trução geométrica utilizada. (0,5)

c) Do campo de velocidades bobina (corpo 1):

®vA = ®vC + ®ω1 ∧ (A − C) = ®0 +
(
− 𝑣

3𝑟
®k
)
∧ (4𝑟®ȷ) = 4𝑣

3
®ı (0,2)

Com base na localização do CIR, do campo de velocidades da barra AB
(corpo 2), tem-se:

®vA = ®vI + ®ω2 ∧ (A − I) ⇒ 4𝑣
3
®ı = ®0 + (𝜔2

®k) ∧
(
− 4𝑟
tan𝜃

®ȷ
)
=
16
3
𝑟𝜔2®ı

⇒ 𝜔2 =
𝑣

4𝑟
⇒ ®ω2 =

𝑣

4𝑟
®k (0,3)

Do campo de velocidades da barra AB (corpo 2):

®vB = ®vA + ®ω2 ∧ (B − A) = 4𝑣
3
®ı +

( 𝑣
4𝑟

®k
)
∧ (−4𝑟®ı) ⇒ ®vB = 𝑣

(
4
3
®ı −®ȷ

)
(0,5)

d) Uma vez que a velocidade angular ®ω1 da bobina é constante, o movimento retilíneo descrito por seu centro O é uniforme:

®aO = ®0 (0,2)

®aA = ®aO + ®α1 ∧ (A − O) + ®ω1 ∧ [®ω1 ∧ (A − O)] = ®0 + ®0 +
(
− 𝑣

3𝑟
®k
)
∧
[(
− 𝑣

3𝑟
®k
)
∧ (2𝑟®ȷ)

]
⇒ ®aA = −2𝑣2

9𝑟
®ȷ (0,3)

e) Observando que o ponto B deve descrever um movimento retilíneo na direção da guia fixa temos, do campo de acele-
rações da barra AB (corpo 2):

®aB = ®aA + ®α2 ∧ (B − A) + ®ω2 ∧ [®ω2 ∧ (B − A)]

𝑎B
(
cos𝜃®ı − sin𝜃®ȷ

)
= −2𝑣2

9𝑟
®ȷ +

(
𝛼2®k

)
∧ (−4𝑟®ı) +

( 𝑣
4𝑟

®k
)
∧
[( 𝑣
4𝑟

®k
)
∧ (−4𝑟®ı)

]
⇒


4
5
𝑎B =

𝑣2

4𝑟

−3
5
𝑎B = −2𝑣2

9𝑟
− 4𝑟𝛼2

(0,6)

Resolvendo o sistema de equações, temos:

𝑎B =
5𝑣2

16𝑟
⇒ ®aB =

𝑣2

4𝑟

[
®ı − 3

4
®ȷ
]

(0,2)

𝛼2 = − 5𝑣2

576𝑟 2
⇒ ®α2 = − 5𝑣2

576𝑟 2
®k (0,2)
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a) Uma vez que ABCD é um paralelogramo, o segmento BC deve permanecer paralelo à base fixa AD, o que implica que
o corpo 4 descreve uma translação. Assim, ®vP = ®vB e ®aP = ®aB. (0,2)
Dos campos de velocidades e acelerações da barra AB (corpo 1), temos:

®vB = ®vA + ®ω1 ∧ (B − A) = ®0 + 𝜔®k ∧ (𝑏®ȷ) = −𝜔𝑏®ı ⇒ ®vP = ®vB = −𝜔𝑏®ı (0,2)

®aB = ®aA + ®α1 ∧ (B − A) + ®ω1 ∧ [®ω1 ∧ (B − A)] = ®0 + ®0 + 𝜔®k ∧
[
𝜔®k ∧ (𝑏®ȷ)

]
= −𝜔2𝑏®ȷ ⇒ ®aP = ®aB = −𝜔2𝑏®ȷ (0,2)

b) Identificando os versores do triedro de Frenet para o ponto P:

®tP =
®vP
|®vP |

= −®ı, ®bP =
®vP ∧ ®aP
|®vP ∧ ®aP |

= ®k e ®nP = ®bP ∧®tP = −®ȷ

temos:

𝑎Pt = ®aP · ®tP = 0 (0,2) e 𝑎Pn = ®aP · ®nP = 𝜔2𝑏 (0,2)

c) O movimento relativo do ponto P corresponde ao movimento retilíneo que P pode descrever relativamente à guia do
corpo 3, ou seja:

®vP,rel = 𝑣®ȷ

Para o movimento de arrastamento temos ®ωarr = ®ω3 = 𝜔3
®k. Assim:

®vP,arr = ®vO,arr + ®ωarr ∧ (P − O) = ®0 + 𝜔3
®k ∧ (2𝑏®ȷ) = −2𝜔3𝑏®ı

Da composição de movimentos, temos:

®vP = ®vP,arr + ®vP,rel ⇒ −𝜔𝑏®ı = −2𝜔3𝑏®ı + 𝑣®ȷ ⇒
{
−𝜔𝑏 = −2𝜔3𝑏

0 = 𝑣
(0,2)

de onde obtemos:

𝜔3 =
𝜔

2
⇒ ®ω3 =

𝜔

2
®k (0,2), ®vP,arr = −𝜔𝑏®ı (0,2) e 𝑣 = 0 ⇒ ®vP,rel = ®0 (0,2)

d) Novamente, considerando que o movimento relativo de P é retilíneo na direção do eixo y, temos:

®aP,rel = 𝑎®ȷ

Para o movimento de arrastamento temos ®αarr = ®α3 = 𝛼3®k. Assim:

®aP,arr = ®aO,arr + ®αarr ∧ (P − O) + ®ωarr ∧ [®ωarr ∧ (P − O)]

= ®0 + 𝛼3®k ∧ (2𝑏®ȷ) +
(𝜔
2
®k
)
∧
[(𝜔

2
®k
)
∧ (2𝑏®ȷ)

]
= −2𝛼3𝑏®ı −

𝜔2𝑏

2
®ȷ

Da composição de movimentos, temos:

®aP = ®aP,arr + ®aP,rel + 2®ωarr ∧ ®vP,rel ⇒ −𝜔2𝑏®ȷ = −2𝛼3𝑏®ı −
𝜔2𝑏

2
®ȷ + 𝑎®ȷ + ®0 ⇒


0 = −2𝛼3𝑏

−𝜔2𝑏 = −𝜔
2𝑏

2
+ 𝑎

(0,3)

de onde obtemos:

𝛼3 = 0 ⇒ ®α3 = ®0 (0,3), ®aP,arr = −𝜔
2𝑏

2
®ȷ (0,3) e 𝑎 = −𝜔

2𝑏

2
⇒ ®aP,rel = −𝜔

2𝑏

2
®ȷ (0,3)
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Questão 3 – ResoluçãoQuestão 3 – ResoluçãoQuestão 3 – ResoluçãoQuestão 3 – ResoluçãoQuestão 3 – ResoluçãoQuestão 3 – ResoluçãoQuestão 3 – ResoluçãoQuestão 3 – ResoluçãoQuestão 3 – ResoluçãoQuestão 3 – ResoluçãoQuestão 3 – ResoluçãoQuestão 3 – ResoluçãoQuestão 3 – ResoluçãoQuestão 3 – ResoluçãoQuestão 3 – ResoluçãoQuestão 3 – ResoluçãoQuestão 3 – Resolução

a) Pela geometria da figura temos simplesmente:

®ωp = 𝜔p
®Z = 𝜔p

(
− sin𝜃®ı + cos𝜃®k

)
⇒ ®ωp = −𝜔p sin𝜃®ı + 𝜔p cos𝜃®k (0,5)

b) Como o sistema móvel é solidário a haste, a velocidade angular de arrastamento é justamente ®ωp, de forma que:

®ωarr = ®ωp ⇒ ®ωarr = −𝜔p sin𝜃®ı + 𝜔p cos𝜃®k (0,2)

Para a velocidade angular relativa temos simplesmente:

®ωrel = ®ωs ⇒ ®ωrel = 𝜔s
®k (0,2)

Por fim, a velocidade angular absoluta é a soma das duas de forma que:

®ω = ®ωrel + ®ωarr ⇒ ®ω = −𝜔p sin𝜃®ı +
(
𝜔p cos𝜃 + 𝜔s

)
®k (0,2)

c) Como todas as velocidades angulares são constantes e a configuração se mantém pois 𝜃 também é constante, temos para
a aceleração angular de arrastamento:

®αarr = ®0 (0,1)

Analogamente, para a aceleração angular relativa:

®αrel = ®0 (0,1)

Por sua vez, a aceleração angular absoluta fica:

®α = ®ωarr ∧ ®ωrel =
(
−𝜔p sin𝜃®ı + 𝜔p cos𝜃®k

)
∧ 𝜔s

®k ⇒ ®α = 𝜔p𝜔s sin𝜃®ȷ (0,2)

d) A velocidade de arrastamento do ponto P para o caso solicitado fica:

®vP,arr = ®ωarr ∧ (P − O) =
(
−𝜔p®ı

)
∧
(
𝑅®ı + 4𝑅®k

)
⇒ ®vP,arr = 4𝜔p𝑅®ȷ (0,3)

Já para a velocidade relativa:

®vP,rel = ®ωrel ∧
(
𝑅®ı
)
= 𝜔s

®k ∧ 𝑅®ı ⇒ ®vP,rel = 𝜔s𝑅®ȷ (0,3)

Por fim, a velocidade absoluta do ponto P fica:

®vP = ®vP,arr + ®vP,rel ⇒ ®vP =
(
𝜔s + 4𝜔p

)
𝑅®ȷ (0,2)

e) A aceleração de arrastamento do ponto P para o caso solicitado fica:

®aP,arr = ®ωarr ∧
(
®ωarr ∧ (P − O)

)
=
(
−𝜔p®ı

)
∧
(
4𝜔p𝑅®ȷ

)
⇒ ®aP,arr = −4𝜔2

p𝑅®k (0,3)

Já para a aceleração relativa:

®aP,rel = ®ωrel ∧
(
®ωrel ∧

(
𝑅®ı
) )

= 𝜔s
®k ∧ 𝜔s𝑅®ȷ ⇒ ®aP,rel = −𝜔2

s𝑅®ı (0,3)

A parcela complementar da aceleração fica:

®aP,C = 2®ωarr ∧ ®vP,rel = 2
(
−𝜔p®ı

)
∧ 𝜔s𝑅®ȷ ⇒ ®aP,C = −2𝜔p𝜔s𝑅®k (0,3)

Por fim, a aceleração absoluta do ponto P fica:

®aP = ®aP,arr + ®aP,rel + ®aP,C ⇒ ®aP = −𝜔2
s𝑅®ı +

(
−4𝜔2

p − 2𝜔p𝜔s

)
𝑅®k (0,3)
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