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Equacoes de 1° grau

Uma equacdo de 1° grau é definida como uma relagao de igualdade de uma
Unica variavel com expoente 1. Casos que fogem desta definicdo serédo
trabalhados futuramente em Inequacdes, Equagdes de 2° grau e Sistemas
Lineares.

A variavel é representada por uma letra, usualmente x, porém pode ser
representada por outros simbolos, como y,t,a, 8, etc. Ja as constantes da
equacado sao usualmente numeros ou simbolos que ja representem valores
constantes, como é o caso do . O objetivo em uma equacao ¢é isolar a variavel
de todas as constantes, obtendo assim seu valor. Para tal processo, é preciso
realizar operagdes de soma, subtragcdo, multiplicagédo e diviséo.

Existem dois raciocinios possiveis para resolver equacdes, o primeiro € passar
0s sinais e expressdes pela igualdade, invertendo soma por subtragéo,
multiplicacdo por divisdo e vice-versa. Por facilidade nas operagdes & usual
comecgar isolando por somas e subtragdes, e entdo por multiplicagdes e divisdes.
A seguir um exemplo:

2+2x=8-—x
Os valores que possuem a variavel serao isolados na esquerda e as constantes
na direita, invertendo o sinal de todos que mudarem de lado da igualdade:

2x—(—x)=8—-(2) - 3x=6
Agora o valor que multiplica a variavel deve ser levado a direita como divisor.
6
3x=6 - x=§ - x=2 - S ={2}

Atente-se que, apds encontrar o valor da variavel, deve-se escrever no formato
do conjunto solucéo, representado por S = {x}.

O outro método para resolver uma equacao & através da soma, subtracao,
divisdo e multiplicacdo aplicada aos dois lados da equacdo em simultaneo. As
operacoes feitas sdo representadas isoladas a direita ou aplicadas aos dois
lados.

24+2x=8—x +(—2+x)
2—2+2x+x=8-2—-—x+x
3x =6 +(3)
x=2 - S={2}

Um cuidado necessario ao realizar multiplicagdes e divisbes € garantir que nao
se esteja multiplicando ou dividindo por zero, para garantir que se mantenha a
relagdo de igualdade.

Uma caracteristica importante das equagdes é que, apds encontrar o0 conjunto
solucéo, é possivel verificar se o resultado esta correto, basta substituir a variavel
pelo valor encontrado:

242%x2=8-2 - 6=6
Fracoes

Uma fracao é definida no formato %, sendo n, o numerador, e d, o denominador,
e representa a operagdo de divisdo n +d. E muito utilizada, inclusive nas



equacbes, exatamente por permitir simplificar operagdes sucessivas que, no
formato decimal, seriam muito complexas de realizar.

Nas somas e subtragdes, primeiro igualam-se os denominadores e depois se
somam (ou se subtraem) os numeradores. Para igualar os denominadores,
encontra-se 0 minimo multiplo comum (MMC) dos denominadores (ou seja, o
menor valor que seja divisivel por todos os denominadores da operagao), quando
os valores dos denominadores sao primos entre si (ou seja, ndo possuem
nenhum divisor comum diferente de 1), o MMC é simplesmente a multiplicagdo
entre os denominadores.

Para ajustar os numeradores ao novo denominador, divide-se 0 novo
denominador pelo antigo denominador e entdo multiplica-se ao antigo
numerador, obtendo assim o novo numerador. Abaixo um exemplo:

_5 4+1
*Te 371
Como MMC (6,3,1) é 6, entdo:
56+6)—4(6+3)+1(6+1) 5-8+6 3 1 1
X = = = —_= - g S:{—}
6 6 6 2 2

A multiplicacao e divisdo de fragdes é mais simples, basta na primeira multiplicar
numeradores e denominadores, e na segunda inverter a segunda fragao e entao
realizar a multiplicagdo. No momento antes da multiplicagdo € possivel simplicar
numerador e denominador que possuam divisores comuns.
—14X2X—6 -3 _14x2><_6x_5
= — —_ _——— e d = — —_ —_— _—
XT3 %57 s YT 5T 3
O 14 no numerador pode ser simplicado com o 7, 0 6 com o 3 e 0 5 com 0 5,
resultando em:
-2 2 -2 -1 8 g { 8}
=—X=X—X— - =—= - =]—=
YTTT1ITTT T3 ¥= 73 3
Na representacao fracionaria, € importante também ter atencéo a posicao dos
sinais, um sinal negativo aplicado a toda a fragédo inverte o sinal de todo o
numerador:

2x—5_—(2x—5)_—2x+5
3 3 -3

Racionalizagcao

Quando o valor encontrado no denominador de uma fragéo for um valor com raiz
quadrada, faz-se a racionalizagdo com o propésito de possibilitar a soma com
outras fragdes. Caso o denominador seja apenas uma raiz, basta multiplicar
numerador e denominador por essa mesma raiz. Caso se trate de uma soma ou
subtragao de dois valores, multiplica-se numerador e denominador pela mesma
expressao, porém com o sinal entre os dois valores invertido.

6 6 2 6v2
R v S S
5 5 3++2 5(3 +2) 15+ 5v2

- X - _— >
3-+2 3—-v2 3++2 9 — /22 7



Resolucéo de Exercicios

1. Com o objetivo de descobrir a massa de seis moedas idénticas, foi
usada uma balanga de prato até que os dois pratos apresentassem a

mesma massa. Em um dos pratos, foram colocados 4 pesos de g
gramas e 3 moedas, no outro prato foram colocadas as outras 2
moedas e 3 pesos de % gramas. Qual o peso de uma unica moeda em
gramas?

A partir do descrito, temos a seguinte equacao:

2 9 8 27
4><§+4x=2x+3><— - —+4x =2x +—

5 3 5
Agora, isolando as componentes variaveis das constantes:
sx—2x= 242
X—2x=—+

Como 3 e 5 ndo possuem divisores em comum, o minimo divisor comum (MMC)
resulta em sua multiplicagdo 3 x 5 = 15. Assim:

5 X (—8) + 3 X 27 1 (—40+81)
= e X=—X|———
15 2 15
41 41 a7
—_— — —_— — %
*=30 {30} o0 g

2. Dado a equagdo 2x X (1 —+/3) = (2 ++2), encontre o valor de x na
forma racionalizada.

_2+Vv2 2442
T 1-43 T 2(1-3)

Para racionalizar a expressdo 1—+/3, é preciso multiplicar numerador e
denominador por 1 + /3.

2x

. 242 ><1+\/§ . x_2+2\/§+1x/§+x/5
“2(1-V3) 1443 201 -v3)
2+2V3+V2+6 { 2+2\/§+x/7+x/€}
X = S=9-
—4 4
Exercicios

3. Dado as seguintes equacgdes, escreva o conjunto solugdo de cada
uma:
a) 3x+8=2x+3

b) =—-2=4

c) Sx+11=2x+-



e) 2= > -3
1 1

f) 2X=Tg+§
9

g) x+5 _4+ﬁ+1

Considere para as seguintes equagbes os conjuntos solugdes
encontrados, verifique se as solugdes encontradas estdo corretas,
caso contrario, encontre o conjunto solugao correto.

a) Sx+2(x+2)=-7+>5={-2}

b) T5=-3+3VZ s ={1+V2}

Foram colocados 3 quilogramas de arroz, 5 sacos de meio quilo de
farinha de trigo e 3 sacos de x quilogramas de feijao em uma caixa de
21 , . .

" kg. Sabendo que, apds cheia, a caixa pesava 10,5 kg, escreva a
equacao e encontre o conjunto solugao para x.



Inequacoes

Uma inequacao é dada no mesmo formato que uma equacéao, no entanto, ao
invés do simbolo de igualdade, usa-se os simbolos de desigualdade #,<, <, >, >
lidos respectivamente como diferente, menor que, menor ou igual a, maior que,
maior ou igual a.

O método de resolucao é exatamente o mesmo da equacédo, em que a Unica
excegdo é: ao dividir ou multiplicar por valores negativos, o simbolo da
desigualdade inverte, como no exemplo a seguir:

3x—2>3+45x - 3x—5x>3+2 - —2x=5 - 2x < =5

Além disso, outra caracteristica distinta da equagao é a representagao do
conjunto solugéo, que ndo mais representa um unico valor, mas sim um intervalo.
Na inequacéo trabalhada anteriormente:

-5 -5
x < - S:]_OO'T] ouSz{xER/xST}

2

Intervalos

Os numeros reais podem ser caracterizados como uma reta que vai de — a
+o0 e um intervalo € uma semirreta que percorre parte dessa reta.

-0 5/2 +00
<4 @ | *

Intervalo S = ]—oo,_?s] ous = {x ER/x < _75}
0
-00 5 | 9 +00

Intervalo S = [-59] ouS ={x € R/-5 < x <9}

0
| +C0O

‘ | >

Intervalo S = 13,+[ ouS ={x € R/x > 3}

Ow

Os intervalos podem ser fechados, quando representarem as relagdes de maior
ou igual (=) e de menor ou igual (<), ou abertos, quando representam as
relagdes de maior (>) e menor (<).

Na representacao da reta, intervalos fechados sao representados por circulos
preenchidos, ja intervalos abertos, por circulos vazados. Quando os intervalos
vao ao infinito, sdo também considerados abertos. Além disso, igualdade (=) é
representada como fechada e diferenga (#) como aberta.



0
-00 4 +00

—_—

S=R-{4louS={xeR/x+ 4}

0
-CO -1 +00

- . -

S={-1louS={xeR/x=-1}

Resolugao de Exercicios

6. Resolva as duas inequagbes a seguir, escrevendo seu conjunto
solucao e o representando na reta dos reais.

a) —3x+4>§x+5

b) 5;—x§x+

ut |

Para a primeira inequacao, inicialmente se pode isolar o x na esquerda e em
seguida fazer as operacdes, lembrando que, ao mudar o sinal, deve-se também
inverter a inequacao.

-9-2
x>1 X (—=1)
3
11 3
?x <1 X (E)
3 3
<y o S=leq]
Ja na segunda inequacao:
—X -5 4
2 =7t
—x—2x<—5><(10+2)+4><(10+5) % (10)
2 - 10
—15x < -25+8 + (—15)

7 Y
- - - | —
*=1s [15'+°°[

. 3 17
Colocando intervalo aberto em e fechado em = temos:



Reta a Reta b

Exercicios
7. Resolva as seguintes inequagdes, escrevendo o conjunto solugéo

a) —= #2+3x

b) (2—x/§)(2+\/§)xs@+2\/§

) 5x+ 18 < (2x +v2x)(2 +v2) — 5v2x
8. Relacione cada conjunto solugdo com a respectiva reta dos reais

( )S={xeR/-2<x<2}
( )s=1-50-{=}
()s=1-22]

( )S={xeR/—5<xS00ux=2—70}

0 0

-CO 2 | 2 +00O -0 2 | 2 +00
. O——t—0e » o O >
Reta | Reta Il
0 0
-0 5 2007 +00 -0 -5 20/7 +00
OO * O * ®

Reta lll Reta IV



~ o
Equacoes de 2° grau
Uma equacéao de 2° grau € uma equagao que possui como 0 maior expoente o
2, sendo caracterizada pela expressédo ax? + bx + ¢ = 0, com a # 0.

Assim, para comecar a resolugdo de uma equacao de segundo grau, € preciso
isolar as expressdes com x?, x e a constante, de modo a encontrar os valores de
a,bec.

Como resolugdo, uma equacao de 2° grau tem de 0 a 2 solugdes.
AssimS ={}, S ={x}ouS = {x,x;}.

Férmula de Bhaskara

O método mais comum de resolugdo das equagdes de 2° grau é através da
férmula de Bhaskara. Apos encontrar os valores de a, b e ¢, basta substituir na
seguinte solugéo:

—b ++Vb?% — 4ac
x =
2a

O valor dentro da raiz quadrada (b? — 4ac) é denominado delta (A), a partir dele
€ possivel determinar a quantidade de solugdes.

Para A > 0, ha duas solugdes.
Para A = 0, ha uma unica solugao.
Para A < 0, ndo ha solugao dentro dos numeros reais.

Este método é valido para qualquer caso.

Soma e Produto

O método de soma e produto utiliza de duas relagdes, considerando x; e x, como
as duas solugbes da equagdo, podendo ser iguais um ao outro, valem as
seguintes relagdes:

-b

x1+x2=7
c
xlxxz—a

E recomendado encontrar os valores de x possiveis para a multiplicacdo,
pensando nos divisores de 2 e depois analisar o caso que também ¢é solucao

para a soma.

Este método é valido para qualquer caso, porém como depende de dedugao dos
valores, é recomendado utilizar em casos com a = 1 e b e c valores inteiros.

Equacébes de 2° Grau Incompletas

Uma equacao de 2° grau é considerada incompleta quando b =0 ou ¢ = 0.
Nestes casos ha maneiras mais diretas de resolver a equagao:



. —-C ~ .
Para o caso em que b = 0, basta isolar x* = —e entdo fazer a raiz quadrada de

ambos os lados, porém, por conta dessa operacéo, a resposta pode ser positiva
ou negativa. Assim, para esse caso:

—C
x=+4 |—
a
Ja no caso em que ¢ = 0, basta fazer o fator comum com x:
ax?+bx=0 - x(ax+b)=0

Assim, as solu¢des s&o obtidas por x; = 0e ax, + b = 0.

Resolugcao de Exercicios

9. Encontre o conjunto solugdo de —3(x — x2) = —4x + 2

Primeiramente se isolam os valores a esquerda:
—3x+3x>-2+4x=0 - 3x?4+x-2=0

Usando Bhaskara:

I OEN OO

2(3)
—1+V1+24 -1+5
xzf - x = 3
-1-5 —6
n=—pr—=—=-1
-1+5 4 2
=TT T3
Assim:
2
Sz{_1’3}
Exercicios

10. Dada as equagbes de 2° grau ax? + 5x — 3 = 0; x?z+ bx+2=0c¢€
5x% — 2x + ¢ = 0, determine:

a) O intervalo de a para o qual a primeira equagao nao possua
solugao dentro dos numeros reais.

b) Os valores de b para os quais a segunda equagao possua uma
unica solugao.

c) O valor de c para o qual a terceira equagao possua como solugdes
S = {% 3}, utilize o método da Soma e Produto.

11. Determine o conjunto solugdo das seguintes equagdes:



a) x?+3x—3=2—x
b) 2+x)(5—-2x)=0
c) 5x2=6

d) 2x% =3x

e) 3x2 —3x=-1

) %xz—\/ix+1=0



Polindmios

Um polinémio é definido como uma expresséo p(x) = kqx™ + kox™ 1 + kax™ 2 +
k,x™ 3+ ---, em que k s&o os coeficientes reais de cada grau da variavel x,
enquanto n,n — 1,n — 2, etc sdo os expoentes e sdo todos numeros naturais.

O polinbmio é considerado de grau n caso n seja o maior expoente dentro da
expressao com coeficiente k diferente de 0.

Equacdes de 2° grau possuem de 0 a 2 raizes reais, 0 mesmo ocorre com
polinbmios de grau superior n, que possuem de 0 a n raizes reais.

Soma, subtracdo e multiplicagédo por escalar

As operagcbes de soma, subtragdo e multiplicacdo por escalar sdo bastante
intuitivas: a variavel e seu expoente se mantem os mesmos, sendo as operagdes
feitas usando unicamente os coeficientes de cada grau de variavel. A seguir
alguns exemplos para cada caso, respectivamente:

5x3—x+2+Qx3+x2+x+2)=G+2)x3+O0+Dx?+(—-1+Dx+ (2+2)
5x3 —x+2+Qx3+x2+x-3)=7x3+x%2+4

5xd—x+2-x3+x2+x+2)=G-2)x3+0—-Dx?>+(-1—-Dx+ (2-2)
S5x3 —x+2—-(Q2x3+x2+x—-3)=3x3—x%2—-2x

2x(Gx3—x+2)=2x5)x3+(2x (-1)x+ (2x2) =10x3 — 2x + 4

Multiplicacdo e Produtos Notaveis

A multiplicagao de polinbmios é feita multiplicando todos os elementos de um
polindbmio com os do outro polindmio, multiplicando os coeficientes e somando
0s expoentes:

(2x3 —x)(3x%) = (2x3)(B3x?) + (—x)(3x?) = (2 x 3)x3+2 + (—1 x 3)x1*+2
(2x3 — x)(3x?) = 6x° — 3x3
Nessas multiplicagdes ha alguns casos notaveis, como os seguintes:
e Fator Comum:
ax?® + bx = x(ax + b)
e Quadrado da soma:
(x+y)? =x%+2xy+y?
¢ Quadrado da subtracéo:
(x —y)? =x* - 2xy +y*
e Diferenca dos quadrados:

x2—y*=(x+y)(x—y)



Uma matriz € uma maneira de organizar valores em linhas e colunas de modo a
facilitar operagdes mais complexas ou com maior numero de variaveis.

Cada elemento de uma matriz é localizado pela sua linha e coluna, em que o
elemento dado por a;; esta na i-ésima linha e na j-ésima coluna. As matrizes

podem ter diferentes dimensées m por n, sendo m e n numeros naturais nao
nulos. A seguir um exemplo de uma matriz 3x2.

AM: dy dy
di; ds

Uma matriz pode ser dada ja no seu formato ou como uma tabela, assim como
por uma lei de formagéao, dada a partir dos valores i e j. A seguir um exemplo de
lei de formacao:

3+j)i ,sei=j
Ass: yj = {52 —]2)1' sei ¢]{
Para i = j, vale a expresséo a;; = (3 + j)i, assim:
a1 =B+ 11=4; a,, =(3B+2)2=10; az3 = (3+3)3 =18.
Para i # j, vale a expresséo a;; = j? —2i, assim:
a,=22-21)=2;a;3=32-2(1) =7; ay; = 12 = 2(2) = —=3;
ay3 =3%2—-2(2)=5; a3, =12 -2(3) = =5; a3, =22 -2(3) = -2.
A matriz gerada pela lei de formagao é a matriz:

4 2 7
Asyz=|-3 10 5
-5 —2 18

Adicéao e Multiplicagéo

A adicdo de matrizes é feita entre matrizes de mesma dimensdo somando os
termos que estdo na mesma posi¢cdo. Assim, um exemplo de soma entre

matrizes 2x2 é:
3,12 7|_|5 6
0 1 3 -1 3 0



A multiplicacdo entre matrizes € um processo um pouco mais complexo, como
Unica regra para ser possivel, é preciso que o numero de colunas da primeira
matriz seja igual ao numero de linhas da segunda matriz. O tamanho da nova
matriz é encontrado da seguinte maneira:

N

Representacéo da multiplicacéo A x B

Ja a operacao, é feita multiplicando os valores de cada linha da primeira matriz
com cada coluna da segunda matriz seguindo a ordem em que estdo na
respectiva linha/coluna e entdo os somando. A seguir um exemplo de
multiplicacdo, em vermelho a multiplicagdo da segunda linha pela primeira
coluna, gerando o elemento a,; da matriz produto.

2\ =

G 9 ) "2"-‘0 7| _ | 3x21x3 3x0-1x(-2)  3x7-Ix(-1)| _ [3 2 22
© Dl |82l 0x2+1x3  OXO+1x(-2) Ox7+1x(-1) 3 -2 -1

Uma maneira mais facil de visualizar a multiplicacido é alocando a primeira matriz
a esquerda e a segunda matriz acima e entao multiplicar os valores conforme as
linhas e colunas se cruzam, a multiplicacdo anterior seria disposta da seguinte
maneira:

11111111111111111

© 1

As propriedades da soma e multiplicagdo de matrizes, sendo A, B e C matrizes
€ y um escalar, sio:

A+B=B+A
AX(BXxC)=(AXB)xC
AX(B+C)=AxXB+AXC
YyX(AXB)=AX(y XB)
No geral, ao contrario de com valores reais, A X B # B X A.

Matrizes Caracteristicas

Para além das operagdes de soma e multiplicagao, existem algumas operagodes
e matrizes caracteristicas. Considere para todos os exemplos que a matriz [A] é
dada por:



01 1
Asz=12 0 -1
02 0

Matriz Transposta: A transposicdo de matrizes é a operagcdo em que se
invertem os valores de linhas e colunas de cada elemento, com a
diagonal principal mantendo-se igual e os demais valores trocando seus
valores de i pelos de j. A transposta da matriz [A] é representada por [4] ¢
e o elemento a,; transforma-se no elemento as,, por exemplo.

0 2 0
As=[1 0 2
1 -1 0

Matriz Nula: A matriz nula, representada como [0] € uma matriz em que
todos os elementos sdo iguais a zero, assim vale que [A] X [0] = [0] e
[A] + [0] = [A]. A seguir a matriz nula de dimensao 3x3.

00 0
O3x3=[0 0 0
000

Matriz Identidade: A matriz identidade € uma matriz quadrada (numero
de colunas e linhas é igual) em que todos os elementos da diagonal
principal — em que i = j — sdo iguais a 1 e o restante dos elementos séo
iguais a 0. Assim vale a propriedade [A] x [I] = [A]. A matriz identidade
de dimenséo 3 é dada por:

1 00
0 1 0
0 0 1

Matriz Inversa: Toda matriz com determinante nao nulo (propriedade que
sera trabalhada no préximo capitulo) possui uma unica matriz inversa. A
matriz inversa de [A] é dada por [A]~! e sua principal propriedade é que
[A] x [A]~ = [I]. No caso do [A] dado, temos:

I3=

1/2 1/2 —1/4
Azz=|0 0 1/2
1 o0 ~1,

Ao realizar a multiplicacéo é possivel verificar a propriedade.

Matriz Simétrica: A matriz simétrica € uma matriz quadrada em que os
valores acima e abaixo da diagonal principal sdo simétricos, assim vale
[S] = [S]t. Os valores na diagonal principal podem ser quaisquer. Um
exemplo de matriz simétrica é:

1 20 -7
S; = [20 1 0 ]
-7 0 =3
Matriz Antissimétrica: Na matriz antissimétrica vale [S] = —[S]¢, sendo
os elementos de sua diagonal principal iguais a 0 e os demais seguindo
a simetria, porém com sinais invertidos. Um exemplo de matriz
antissimétrica é:
0 =20 7
AS; = [20 0 o]
-7 0 0



Resolucéo de Exercicios

12.Determine uma matriz B3,
simeétrica. A matriz A é a segu

A

Determinando a matriz B como:

B =

tal que A' + 2B = C seja uma matriz

inte:

1
0
1

-2 3
0 0
-7 1

|

0 a b
0 d

f 0

Cc
e

Ja que a matriz pode ser simétrica independentemente da diagonal principal, os
elementos da diagonal principal de B podem ser qualquer valor, por simplicidade,

colocamos como 0.

A matriz transposta de A € dada por

1 0 1
At=|-2 0 =7
3 0 1
Entdo, At + 2B é igual a:
1 2a 1+2b
C=|-24+2c 0 -7+42d
3+2 2f 1

Resultam da propriedade de simetria as seguintes equagoes:

—2 4+ 2c = 2a; 3+

2e=1+42b; 2f=-7+2d

Quaisquer valores que respeitem tais equagdes estariam corretos, por
simplicidade, consideram-se nulas uma das variaveis em cada equacao. Vamos

usarc =e = f = 0. Entdo:

-2 =2a; 3=

1+ 2b; 0=-7+2d

Queresultaem:a=-1, b=1ed = % Assim, a matriz B pode ser:

B =

O qual resulta na matriz simétrica C:

C

Exercicios

13.Dada a matriz A,,, formada p

aij =

0 -1 1
0 0 7/2
0 0 0
1 -2 3
-2 0 0]
(3 0 1

ela lei de formagéao a seguir:

ij o
{4c ,5ei =]

i—j ,sei#]j



Verifique as seguintes afirmacdes e selecione a alternativa correta:

l. Para ¢ = 0, a matriz A é antissimétrica.

1. Para c = 1, temos que A~

4[1 }l
s|—1 =
4

Il Para c = 4, temos que 4% = H 116]'

a) Somente as afirmacgdes | e Ill sdo verdadeiras.

b) Somente as afirmacgdes | e |l sdo verdadeiras.

c) Somente uma afirmacao é verdadeira.

d) Todas as afirmacgdes sao verdadeiras.

14.Analise as seguintes tabelas de exportacdo, transforme cada uma em
uma matriz e realize a operagao necessaria para encontrar a matriz
cujas linhas sdo os paises que recebem exportagdo e as colunas os
valores totais em milhdes de reais resultantes da exportagéo para cada

pais.
Paises Exportacdo de | Exportagdo de | Exportagcdo de
Milho (em Mt) | Soja (em Mt) Carne (em Mt)
EUA 1 4 2
China 2 4 3
Argentina 0,5 3 0,5
india 0,5 2 0,5
Commodities Milho Soja Carne
Preco da Mt em milhdes | 3000 2000 5000
de R$




Determinante

Uma das principais operagdes que podem ser feitas com uma matriz quadrada
€ o determinante, o qual relaciona para cada matriz um valor especifico a partir
de uma operagao entre seus elementos.

A operagao de determinante de uma matriz A é representado como |A| ou det(A),
ou ainda como a prépria matriz com barras ao invés de conchetes em suas
laterais.

Existem diversos métodos para o calculo de determinantes, sendo os principais
o Método das Diagonais, o Método de Sarrus e o Método de Laplace, explicados
posteriormente.

Vale ressaltar que mesmo usando diferentes métodos, o valor encontrado para
o determinante é Unico para uma mesma matriz.

Diagonal Principal e Diagonal Secundaria

O método da diagonal principal e diagonal secundaria, ou método das diagonais,
€ utilizado para o calculo do determinante de matrizes 2x2 e é dado pelo produto
dos elementos da diagonal principal subtraidos pelo produto da diagonal
secundaria da matriz.

det(A) = 31 32 =(1x(-2))-(4x3)=-2-12=-14

Método das Diagonais

Determinante de Sarrus

O método para o calculo do determinante de Sarrus € util para o calculo de
determinantes de uma matriz quadrada 3x3. O método consiste em repetir as
duas primeiras colunas a direita da matriz e entdo somar os produtos das
diagonais no sentido principal e subtrair o produto das diagonais no sentido
secundario. A seguir uma representacéo desse método:

a b _ela b
|A|=|d e fld e

g h dilg h

=== P

det(4) =
+a-e-i+b-f-g+c-d-h
—c-e‘g—a+‘f-h—b-d-i

Método de Sarrus para calculo de determinante



Determinante de Laplace

O método de Laplace permite calcular o determinate de matrizes maiores,
reduzindo-as a determinantes de matrizes menores.

Escolhe-se uma linha ou coluna da matriz, geralmente a que possuir maior
numero de elementos nulos. Em seguida, para cada elemento da linha ou coluna
escolhida, € somado a seguinte expressao:

Ajj = a;; X (=1 x det (A — linha i — coluna j)

Sendo a;; o0 elemento e A — linha i — coluna j a matriz original, apds se retirar a
linha e coluna do elemento.

A seguir o calculo do determinante de uma matriz 3x3:

' 2 3 2
1 4 g |.entao Ay = (—1)1+1 [ ¢ © 08
ri :EI 3 | o] 3
2—{3
1 4 ,entdo A, = (—1)1+2 1 8 53,
[ 7 5 3 I i 3
[
1 } g [.entao Ay, = (—1)2+3 |1 4 | 23,
L7 5 3 ‘ i 5

Propriedades dos determinantes

O determinate possui algumas propriedades que podem facilitar o calculo de
determinates baseado nas caracteristicas da matriz 4,, . ,,.

det(4%) = det (4)
1
det (4)

det(4™1) =

det(yA) = y™ det(4), sendo A uma matriz n por n.
det(A X B) = det(A4) det (B)

Caso uma linha/coluna seja toda nula ou uma linha/coluna seja
proporcional a outra linha/coluna, respectivamente, det(4) = 0

Caso duas linhas/colunas de mesma paridade — por exemplo linha i=1 e
linha i=3, ou coluna j=2 e coluna j=4 - sejam trocadas entre si, formando
a matriz B,entédo det(B) = det (4).

Caso duas linhas/colunas de paridades opostas — por exemplo linha i=1
e linha i=4, ou coluna j=2 e coluna j=3 - sejam trocadas entre si, formando
a matriz B,entdo det(B) = —det (4).



Resolucéo de Exercicios

15.Dada as seguintes matrizes, encontre det(A) utilizando o método de
Laplace e das diagonais, det (B) utilizando o método de Sarrus e
det (2BC) utilizando as propriedades dos determinantes.

T 1 2 0 2 2 0 2 2
A=12 0 -1 B=[1 0 -1 C=l1 10
0 30 -2 105 205 1

Para o determinante de A, escolhendo a terceira linha, pois possui mais
elementos nulos, temos apenas o elemento a;, = 3:

det(4) = 3 x (=1)%*2 x |§ _21| —3x ()X ((=1x1) = (2x2)) =15

Para o determinante de B, temos:

det(B)=0%x0x05+2x(-1)x(-2)+1x1x2
—[2x0x(-2)+0x1x(—-1)+2x1x0,5]

det(B)=0+4+2—-[0+0+1]=6—-1=5
Por ultimo, pelo determinante de 2BC, temos:
det(2BC) = 23 x det (B) X det (C)

Ao invés de calcular det (C), pode-se notar que a matriz C € a matriz B com as
colunas j = 2 e j = 3 trocadas de posigao, portanto, det(C) = —det(B) = —5.

Assim:
det(2BC) =8 x5 x (=5) = —-200

Exercicios

16.Dado det(A) = 2,det(B) = —3,det(C) =1 e det(D) =0, comA, B, C
e D matrizes quadradas de dimensao 3x3, determine se as seguintes
afirmativas séo verdadeiras ou falsas:

() det(A%*B) < det (IB%A)

( )det(A+C)=3

() A matriz D possui no minimo uma linha ou coluna nula
( )det(2A™H <2

17.



Sistemas Lineares

Em uma equacao é possivel encontrar o valor de uma incégnita, porém em casos
que dependem de multiplos fatores, é necessario uma quantidadeigual ou maior
de equacgdes, compondo assim um sistema.

Os sistemas lineares sao conjuntos de equagbes de 1° grau com uma ou mais
variaveis, que, pela interacdo dessas equacgdes, permite em alguns
casosencontrar os valores de tais variaveis.

Classificacdo

Os sistemas podem ser classificados quanto a sua solugéo, sendo dividido em:
¢ Sistema possivel determinado: Uma Unica solugao para cada variavel.

o Sistema possivel indeterminado: Uma ou mais variaveis possuem
infinitas solugdes.

¢ Sistema impossivel: Por contradicdo entre as equagdes, ndo ha
nenhuma solugao.

O sistema pode ser representado como a multiplicacdo de matrizes AX = C da
seguinte forma:

Os valores que multiplicam as variaveis (os coeficientes) constituem a matriz A,
as variaveis constituem a matriz X e as constantes (valores que ndo multiplicam
as variaveis, nesse caso colocados a direita) constituem a matriz C.

Assim, para este sistema teriamos a seguinte representagcao matricial:

1 -2 37.x 0
I, 0 -1 [y] = [2
2 5 0/]"% 1
A partir do célculo do determinante da matriz A, temos a seguinte informagéao
sobre a classificagdo do sistema:

e det(4) = 0 — Sistema possivel indeterminado ou Sistema impossivel.

o det(4) # 0 — Sistema possivel determinado.

Substituicao

Um dos métodos para encontrar a solugdo de um sistema € o método da
substituicdo, em que se isola uma das variaveis das restante em uma equacgao
e entdo se substitui ela em outra equacdo pelo valor encontrado, repetindo o
processo até obter o valor de uma das variaveis e e ntdo fazer o caminho
contrario para encontrar o valor de cada variavel. A seguir a solugao pelo método
da substituicdo de um sistema de duas variaveis:

{2x+y=1
5x —3y =28

Isolando o y da primeira equacéo:



y=1-2x
Substituindo na segunda equacgéo:
5x —3(1—-2x) =8
5 —-3+6x=8
11x =11
x=1
Voltando a equacao com y isolado:
y=1-2(1)=-1
Assim, temos a solugao:
S=(01,-1)

Adicéao

No método da adigéo, multiplicando equacgdes por valores reais e somando uma
equacao a outra de modo a anular o coeficiente de uma das variaveis, é possivel
chegar a equagdes com uma unica variavel que pode ser resolvida sozinha. Para
0 mesmo sistema anterior, a resolucao seria da seguinte forma:

{2x+y=1
5x -3y =28

Para anular o y, € possivel multiplicar a primeira equagao por 3 e soma-la a
segunda equacio:

6x+3y =3
+(5x—-3y=28)

11x =11
x=1

2 +y=1
y=-1

S=(,-1)

Resolugéo de Exercicios

18.Dada as seguintes equagodes defina a classificacédo de cada sistema
com base nas solugdes encontradas:

(M2x—5=5
(2)2x+ =5
(3)>-xV2=5

3y _
(4)3x—25+ ==5



a. Classificacédo do sistema composto por (1) e (2):
b. Classificacdo do sistema composto por (1) e (3):
c. Classificagdo do sistema composto por (2) e (4):
d. Classificagdo do sistema composto por (1), (2) e (4):

e. Solugado do sistema possivel determinado composto poe (3) e

(4):
Exercicios

Lorem ipsum dolor sit amet, consectetuer adipiscing elit. Maecenas porttitor
congue massa. Fusce posuere, magna sed pulvinar ultricies, purus lectus
malesuada libero, sit amet commodo magna eros quis urna.

Nunc viverra imperdiet enim. Fusce est. Vivamus a tellus



Trigonometria

A trigonometria € o ramo da matematica que se ocupa de calcular
medidas relacionadas aos elementos que formam tridngulos — os lados e os
angulos entre eles. A seguir as principais relagdes trigonométricas:

Classificacdo
Os triangulos s&o classificados conforme a dimens&o de seus lados e
angulos internos:
Conforme os lados:
e Equilatero: Todos os lados possuem a mesma dimensao.
e |sOsceles: Dois lados possuem a mesma dimensao.
e Escaleno: Todos os lados possuem dimensdes distintas.

Conforme os angulos internos — vale salientar que uma das caracteristicas
comum aos triangulos é que a soma de seus trés angulos internos é de 180°.

e Retangulo: Seu maior angulo interno é de 90°.

e Acutangulo: Seu maior angulo interno € menor do que 90° - o tridngulo
equilatero € um acutangulo, pois seus angulos internos séo todos de 60°.

o Obtusangulo: Seu maior angulo interno é maior do que 90°.

Teorema de Pitagoras

Em um tridngulo retangulo, os lados em contato com o angulo de 90°
(também chamado de angulo reto), sdo denominados catetos, enquanto o lado
oposto ao angulo — e por isso, também o de maior dimens&o - € denominado
hipotenusa.

b

Representacdo dos catetos a e b, da hipotenusa c e do dngulo de 90°, representado por
um quadrado.

Dado o tridngulo, temos que a soma do quadrado dos catetos € igual ao
quadrado da hipotenusa, ou seja:

a’?+b%?=c?



Semelhancga de triangulos

Dois tridngulos sao considerados semelhantes se possuirem os mesmos
angulos internos, nesse caso, seus lados serao proporcionais. Para concluir que
dois tridngulos sdo semelhantes, basta que se identifique dois angulos internos
iguais, pela relagdo da soma dos angulos internos resultar em 180°, o terceiro
angulo também sera igual.

A seguir um exemplo de tridngulos semelhantes e a relagédo de proporcao

B!

consequente dessa semelhancga:

Os tridngulos compartilham o angulo alfa e lados BC e B’C’ sdo paralelos, garantindo
que os angulos em C e C’ sejam iguais, sendo assim, os triangulos sdo semelhantes.

A partir da semelhanca, temos a seguinte proporcionalidade:
AB AC BC

AR~ AC' ~ BC
Fungbes Trigonométricas

Dado um tridngulo retdngulo como o seguinte:

Ca é o cateto adjacente ao angulo 6, enquanto Co é o cateto oposto ao dngulo 6 e H a
hipotenusa do tridngulo retédngulo.

Assim, se define as fungdes trigonométricas seno (senB), cosseno (cos)
e tangente (tan ou tgob).



H—CO G_Ca rand = _
sen = cos =5 anf = =—

Circulo Trigonométrico

Uma rotagdo completa de um circulo equivale ao dngulo de 360°.

Vale notar que outra representacdo de angulo, além do grau (°) é o
radiano (rad), em que 1 rad equivale a dimensao do raio de uma circunferéncia.
Uma volta completa equivale a 2w rad, assim m = 180° e, para passar uma
medida em radianos para graus, basta utilizar a operacgao:

180 x 8(radianos)
I

0(graus) =

O circulo trigopnométrico € um circulo de raio unitario que representa seno,
cosseno e tangente para diferentes angulos, apresentando sua variacao
periodica conforme o angulo.

Circulo Trigonomeétrico — a rotagdo é em sentido anti-horario

Conforme o angulo varia, o sinal de seno, cosseno e tangente também,
por exemplo, seno é positivo de 0° a 180°, fica negativo de 180° a 360°, entdo
volta a ficar positivo, variando o sinal a cada 180°.

A partir do circulo trigonométrico também se chega a relagao
fundamental:

sen?8 + cos?0 =1

Angulos Notaveis

Para alguns angulos mais comuns, vale se atentar aos seguintes valores
das fungbes trigonométricas:



o(°) O(rad) senb cosHB tan®
0° 0 0 1

30° T 1 V3 V3
6 2 2 3

45° T V2 V2 1
4 2 2

60° | T V3 1 V3
3 ) 2

90° T 1 0 A
2

180° T 0 -1 0

Relacbes
Algumas relagbes dos senos e cossenos sdo bastante uteis para obter valores
para além dos angulos notaveis:
o sen’a+cosla=1
e sen(—a) = —sen(a)
e cos(—a) = cos (@)
o sen(a + B) = sen(a) cos(B) + sen(B) cos(a)
e cos(a + B) = cos(a) cos(B) — sen(a)sen(B)
sen(a)

* tan(a) - cos (a)

e cossec(a) = sendo cossec a fungdo cossecante

sen(a)’
1
cos (@)’

e sec(a) = sendo sec a fungao secante

Outras relagdes podem ser encontradas a partir da unido dessas relacoes.
Resolugao de exercicio

19.Aaaaaaa
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Numeros Complexos

Definigcdo

Operagbes

A
A

Resolugao de Exercicios

22.Aaaaaa

Exercicios

Funcoes

Plano Cartesiano, Dominio e Imagem:

Fungdes sao relagbes em que se chega a um valor (a variavel dependente y) a
partir de um outro (a variavel independente x). A fungéo pode ser representada
no formato f(x), em que f(x) = y e varia conforme x.

O dominio de f(x) é o conjunto dos valores x, geralmente o conjunto dos
numeros reais. Ja a imagem de f(x) é o conjunto dos valores y que podem ser
obtidos pela fungao f(x), variando caso a caso.

Uma das caracteristicas da funcdo é que dois diferentes valores de x podem
resultar no mesmo y, no entanto, um unico valor de x nunca leva a mais de um
.

A representacgao grafica de uma fungao ocorre através do plano cartesiano, um
plano de dois eixos perpendiculares, um horizontal: o eixo x (ou eixo das
abscissas) e um vertical: o eixo y (ou eixo das coordenadas).
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Plano cartesiano com a divisdo dos quadrantes e quatro pontos, um em cada quadrante

Para visualizar melhor o plano cartesiano e as fungdes que serao trabalhadas a
seguir, é interessante utilizar a ferramenta Geogebra, disponivel publicamente
na internet, com o formato 2D, util a essa disciplina, e o formato 3D, Util a
curiosidade e outras disciplinas da graduacgao.

= GeeGebra Calculadora ( A/ Créfica ~ < ENTRAR
© g =2x+1 : = 2 2
&
Aigbra (@) g(x) = 2 sen(x) : 4
& O hfx) =&t H 3
S +  Entrada.. 2
in
T 1
B J
race -5 -4 -2 -1 1 2 3 4 5 5, 7 g
-
-2
-3 G)\
; 4 Q
Print do software Geogebra 2D com algumas das fungbes que serdo trabalhadas
posteriormente
Funcéo Afim

A funcéo afim, ou fungao linear, é dada no formato f(x) = ax + b, sendo a o
coeficiente angular e b o coeficiente linear. Essa fungao resulta numa reta no
plano cartesiano, sendo crescente quando a > 0 e decrescente quando a < 0.
Caso a = 0, trata-se de uma funcao constante.




Considerando a o angulo que a reta e a horizontal, a é dado por:

a = tan ()

Ja o valor de b pode ser obtido como o valor de y quando a reta cruza o eixo y.
5

As fungées f(x)=2x-1 e g(x)=-x+2, que se cruzam quando 2x-1=-x+2

Fungéo Quadratica

A funcgio quadratica é dada no formato f(x) = ax? + bx + ¢, sendo c o valor de
y quando a reta cruza o eixo y. Algumas caracteristicas do grafico gerado pela
funcao quadratica, chamada de parabola, séo:

e Sea > 0, aparabola possui sua concavidade para cima

e Se a <0, aparabola possui sua concavidade para baixo



As fungbes f(x)=2x>-6x+1 e g(x)=-2x*5x+1, as duas passando por (0,1)

O ponto maximo ou minimo da parabola é chamado de vértice, cuja localizagao
pode ser encontrada por:
_—b
v = 2a
Vb2 — 4ac
WS T

Fungbes Trigonométricas

Seno, cosseno e tangente, trabalhados anteriormente, também séo funcgdes,
sendo x 0 dngulo em radianos em que se usa o operador e y o resultado obtido.
E possivel visualizar graficamente a periodicidade dessas fungdes, assim como
os valores dos angulos caracteristicos.

2

-2

Funcéo g(x)=sen(x)



-1 0 1 2 3 4

-2

Funcgéo f(x)=cos(x)

2

-2

Fungéo h(x)=tan(x), vale perceber que em x = - ~ 1,57 a fungdo nao possui valor, como

é esperaZlo.
Fungé&o Exponencial e Logaritmica

A operagao de exponenciagao resulta numa fungao dada por f(x) = b*, que para
0 < b < 1 é decrescente e para b > 1 €& crescente, sempre cruzando o eixo y no

ponto (0,1). b ndo pode ser negativa, pois seria possivel apenas determinar o
sinal do resultado para x inteiro, ndo real.
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1.
2.
3.
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11.

-3 -2 -1 0 1

Fungées g(x) = 0,4* e f(x) = 2*

a) s = (=5}
b) S = {9}

9=
95=5)
?s={)

ns={%2

9) S = {7}

a) Conjunto solugéo esta correto
b) S = {3}
3+5x05+3x+>=105;

S={05}ous = {%}

a)S=R—{I—f}

b) S = [—V3,+oo|
c)S=]—oo,%[, pois1 —+2 <0
"nH=m-I1-1v

5= |-n 2

b) S ={-2,+2}
c) S ={3}
a)S ={-5,1}

5

b)s={-23}

c)Sz{— §+\E}

3

9 s={o}
e) S ={}, pois xAR



