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Em algumas das questoes, se preferir usar softwares algébricos (como o Mathematica),

pode fazé-lo desde que a solugdo seja acompanhada do .pdf do cédigo.

@ Trés pessoas, A, B e C, estdo em circulo jogando bola (B esta a direita de A). Antes
de lancar a bola, cada pessoa joga uma moeda para decidir se joga para a pessoa a sua
direita ou a sua esquerda. Se “cara” sair, a pessoa joga a bola para sua direita. Se “coroa”
sair, a pessoa joga a bola para sua esquerda. A moeda a pessoa A é “justa” (50% caras
e 50% coroas), a moeda da pessoa B tem caras nos dois lados, e a moeda da pessoa C é

enviesada (75% caras e 25% coroas).

(a) Calcule a matriz de transi¢do, seus autovalores e seus autovetores a esquerda e a

direita.

(b) Se a bola for langada em intervalos regulares, aproximadamente qual fragdo do tempo

cada pessoa terd a bola (supondo que a bola seja langada muitas vezes)?

(c) Se a pessoa A comegar com a bola, qual a chance dela ainda estar com a bola apds
dois lancamentos? Qual a chance dela estar com a bola apds s lancamentos? Grafique

a probabilidade como funcao de s.

@ Um rato treinado vive na casa mostrada na Figura 1. Um sino toca em intervalos
regulares (curtos em comparagao com o tempo de vida do rato). Cada vez que o sino toca,
o rato muda de comodo. Quando ele muda de comodo, ele tem a mesma probabilidade de
passar por qualquer uma das portas do comodo onde esta. Considere a variavel estocéstica
Y denotando "rato em um comodo especifico’. Ha trés realizacoes de Y: “rato no comodo
A7) “rato no cdmodo B” e “rato no cdmodo C”, que denotamos como y(1), y(2) e y(3),

respectivamente.

(a) Calcule a matriz de transigao, @, e a matriz de probabilidade condicional, P(sgls).



Figura 1: Ratoeira dos problemas 2 e 3.

(b) Calcule o vetor de probabilidade, P(s), no instante s, dado que o rato comega no co-
modo C. Aproximadamente qual fracao do tempo ele passa em cada comodo? Grafique

as componentes do vetor probabilidade como funcao de s.

(¢) Suponha que a realizagdo, y(n), seja igual a n. Calcule o primeiro momento, (y(s)),

e a fungao de autocorrelagao, (y(0)y(s)), para as mesmas condigoes iniciais da parte

(b).

@ As portas da casa do rato na Figura 1 estao fixadas de modo que periodicamente
elas ficam maiores e menores. Isso faz com que a probabilidade de transicado do rato entre os
comodos se torne periédica no tempo. Considere que a variavel estocastica Y tem o mesmo
significado do problema anterior. As componentes da matriz de transicdo agora sao dadas

por:

Q1,1(s) = Q22(s) = Qs3(s) =0, (1)

Q12(s) = cos®(ms/2), Q13(s) = sin®(ws/2), (2)
11, 11,

Q21(s) = 7 T gsin (rs/2), Qa23(s) = 7 T gcos (rs/2), (3)

Qsa(s) = oo’ (ms/2), Quals) = 5 + 5 sin’(ms/2). (1)

(a) Se inicialmente o rato estd no cdbmodo A, qual é a distribui¢ao de probabilidade de sua

localizagao apds 2s transigoes?

(b) Se inicialmente o rato estd no comodo B, qual é a probabilidade de encontra-lo no

comodo A apds 2s mudancas de comodo? No comodo B?

No instante ¢, uma amostra radioativa contém n nicleos idénticos nao decaidos,

cada um com uma probabilidade por unidade de tempo, A, de decair. A probabilidade de



Figura 2: Malha aleatoria

um decaimento durante o intervalo de tempo t — ¢ + At é AnAt. Suponha que no instante

t = 0 hé ng nicleos nao decaidos presentes.
(a) Escreva e resolva a equagao mestra para esse processo e encontre P (n,t).
(b) Calcule o nimero médio de niicleos nao decaidos e a varidncia em fun¢ao do tempo.

(c¢) Qual é o tempo de meia-vida desse processo de decaimento?

@ Considere uma caminhada aleatéria na malha mostrada na Figura 2. As taxas de
transicao sao
1 1 1
Wi = W13 = 57 Wa1 = W23 = W24 = g; W31 = W32 = W34 = gy (5)

1
Wiz = Wi =35, € Wyr= 0. (6)

(a) Escreva a matriz de transigdo, W, e mostre que esse sistema obedece o equilibrio

detalhado.
(b) Calcule a matriz simétrica, V', e encontre seus autovalores e autovetores.

(c) Escreva Pi(n,t) para o caso Pi(n,0) = 0,1. Qual é P(4,1)?

@ Considere uma caminhada aleatéria na malha mostrada na Figura 3. O ponto
P absorve o caminhante. Essa é a versao discreta do problema continuo de difusao com

absor¢ao considerado em aula. As taxas de transicao sao

1 1
W12 = W13 = 57 Wa,1 = W23 = Wa p = g, (7)
1 1
W31 = W32 = W3 p = §> € Wp1 = Wp2 = 5 (8)



Figura 3: Malha aleatéria.

(a) Escreva a matriz de transi¢do, M, e calcule seus autovalores e autovetores a esquerda

e a direita.

(b) Se o andarilho comegar no ponto n = 1 no instante ¢ = 0, calcule o tempo médio de

primeira passagem.

@ Considere um circuito elétrico RL com resisténcia R e indutancia L, conectados em
série. Embora nao exista uma forga eletromotriz (FEM) média através do resistor, devido
ao carater discreto dos elétrons no circuito e ao seu movimento aleatério, existe uma FEM
flutuante, £(t), cuja intensidade é determinada pela temperatura 7. Isso, por sua vez, induz
uma corrente flutuante, I(¢), no circuito. A equagdo de Langevin para o movimento da
corrente ¢é

di(t)

L— =+ RI(t) =¢&(1), (9)

Se a FEM for delta-correlacionada, a média sobre o ruido é

(€(t2)E(t1))e = go(ta —t1) e (£(t))¢ =0, (10)

calcule g e a funcgao de correlagao da corrente, ((I(t2)I(t1))e)r, onde a média de fora assume
que o sistema atinja o equilibrio térmico. Assuma, entao, que a energia magnética média no
indutor é

1 1
§L<IS>T = ikBT (§ <I()>T = 0, (11)

onde 1(0) = I,.

Considere uma particula Browniana de massa m movendo-se em uma dimensio na

presenga de uma forga constante fy (como uma forga gravitacional ou elétrica) em um fluido
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com constante de forga v e na presenga de uma forga aleatéria delta-correlacionada F'(t) tal

que

(F(t2) F(t1))p = go(ta —t1) e (F(t))pr=0. (12)

Assuma que a velocidade e o deslocamento da particula Browniana no instante t = 0 sao

Vg € X, respectivamente.

(a) Calcule a fungao de correlagao de velocidades (v(t2)v(t1)) .
(b) Calcule a variancia ((z(t) — z0)*)r.
Dica: a conta fica mais simples se identificar u = v — fy/7.

Considere um rotor Browniano com momento de inércia I, restrito a girar através

do angulo 6 em torno do eixo z. As equagoes de movimento de Langevin para o rotor sao

dw

g
dt

onde w é a velocidade angular do rotor, I' é o coeficiente de atrito, e F'(¢) é um torque de

w, (14)

ruido branco Gaussiano. O torque é delta-correlacionado,
(F()F(t)r=Go(t' —1), (15)
onde GG é a intensidade do ruido.

(a) Para o caso de um coeficiente de atrito grande, I', escreva a equagao de Fokker—Planck
para a densidade de probabilidade P(0,t), para encontrar o rotor Browniano no inter-

valo 6 — 6 + df no instante t.

(b) Resolva a equagao de Fokker—Planck assumindo que no instante ¢ = 0 o rotor esta em

9:90.

(c) Calcule a corrente de probabilidade no instante ¢.



@ Uma particula Browniana de massa m move-se em uma dimensao na presenca de

um potencial harmdnico

1
V(z) = imngz, (16)

onde wy ¢é a frequéncia natural de oscilagao do sistema. As equagoes de Langevin sdo dadas

por
do(t) Vv (z)
me— = ~yu(t) o + F(t) (17)
ou, equivalentemente,
dv(t) v(t) 1dV(z)
= — - — A 1
dt T m dx +AQ) (18)
e
dx(t)

= (?), (19)
onde 7 ¢ o coeficiente de atrito, e F'(t) é uma forga de ruido branco Gaussiano. O ruido é

delta-correlacionado,

(A[t)A(t))e = go(t' = 1), (20)

onde g ¢é a intensidade do ruido e A(t) = F(t)/m.

(a) Escreva a equagao de Fokker-Planck para a densidade de probabilidade P(z,t), no

limite de um coeficiente de atrito grande.

(b) Resolva a equagao de Fokker—Planck e escreva a solugao P(x,t) para tempos arbitra-

rios. Assuma que no instante ¢ = 0, a particula Browniana estd em x = z.

(¢) Escreva uma expressiao aproximada para P(x,t) para tempos muito longos.

@ Considere a equagao de Fokker-Planck para a distribuigao P (v,t)

oP 0 kgT 0*P

onde b é a constante de arrasto, m é a massa da particula, T é a temperatura e kg é a

constante de Boltzmann. A meta desse exercicio é encontrar uma solucao dessa equacao.

(a) Procuremos uma solucao da forma

P (v,t) = e"Q (u,t), (22)
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sendo u = veb’. Mostre Q (u, t) satisfaz a equacio

0 0?
actg (u,t) = Ae%taui2 (u,t), (23)

com A constante. Qual a expressao para A em termos das constantes da equagao (21)7

Introduzindo a varidvel 6 = 5 (e%t - 1), mostre que (23) torna-se

0 0?
acg (u,0) = Cf)lg (u,0). (24)

Determine a constante C'. Essa é a equacao da difusao unidimensional explorada em

aula e cuja solugao é

Q (U’Q) =

(u— “0)2] . (25)

1
(arCo) 2 [ 1CH
Dos resultados anteriores e da condigao v (0) = vy, escreva a solugdo P (v,t). Mos-
tre que a tempos longos (¢t > 1/b), P (v,t) independe de ¢, adquirindo uma forma
estaciondria. Escreva a solugdo estacionaria P* (v), onde o super-indice S quer dizer

“stationary”. Qual a dependéncia da solucao estacionaria com a constante de arrasto

b?



