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Ensaio de coastdown



Resisténcia ao rolamento

m Na Mecénica Geral, os modelos mais simplificados de rolamento, consideram que
o contato de um cilindro rigido sobre uma pista plana indeformével se d4 em uma
Unica linha, paralela ao eixo do cilindro e de dimensdes depreziveis.

m Um modelo mais préximo da realidade deve considerar a drea de contato
decorrente da deformacgéo tanto do cilindro quanto da pista. Neste caso, o contato
passa a ser modelado por meio de um carregamento distribuido por esta area, ou
seja, por um campo de pressoes.
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Resisténcia ao rolamento

Idealmente, este campo de pressdes poderia ser reduzido a uma tnica forca com duas
componentes:

m N (normal): ortogonal a superficie de contato.
m A (atrito): paralela a superficie de contato.

No entanto, devido a assimetria deste campo (ver figura), a linha de acdo da
componente normal ndo passa pelo “ponto” de contato, mas a direita dele, a uma
distancia k. Assim, Vg e N produzem um bindrio de intensidade Nk contrario ao
momento M imposto pelo sistema de tracdo.
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Forca de arrasto aerodinamico (drag)

Carrosserie semi-fastback

Fonte: Aerodindmica automotiva (Wikipedia)

Componente da resultante do sistema de forcas aerodinamicas sobre o veiculo, na
direcdo oposta a velocidade relativa v do escoamento incidente.

F]:)O(Vz
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https://pt.wikipedia.org/wiki/Aerodinâmica_automotiva

Forca de arrasto aerodinamico (drag)

Shape and flow
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A forca de arrasto média pode ser estimada

pela expressdo:

1
Fp= =

com:

2

pVv:CpA

m p denotando a densidade do fluido;

m v sendo a velocidade relativa do
escoamento incidente sobre o sélido;

m A sendo a drea projetada (frontal);

m Cp ou Cyx denotando um adimensional
denominado coeficiente de arrasto
que ¢é funcéo da forma do sélido e das
propriedades de sua superficie.
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Ensaio de coastdown

Objetivo — encontrar os coeficientes fy e fo da equacdo da forga de resisténcia ao
movimento do veiculo:

R = fo + fov?

Procedimento (norma ABNT NBR10312)

m Acelerar o veiculo a uma velocidade inicial igual ou superior a 105 km/h e iniciar
a desaceleracdo livre do veiculo. Quando o veiculo atingir a velocidade igual ou
superior a 100 km/h, iniciar as medicoes de tempo em intervalos iguais de
velocidade de 10 km/h no maximo, até que o veiculo atinja uma velocidade igual
ou inferior a 30 km/h.

m Deve-se efetuar pelo menos cinco ensaios em cada sentido da pista de rolamento.

m Deve-se registrar os tempos de desaceleracdo a cada intervalo de velocidade
fixado, e a temperatura ambiente e pressdo barométrica em cada desaceleracéo.
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Ensaio de coastdown

Aplicando a segunda lei de Newton, conclui-se que, neste ensaio, a aceleracdo pode ser
modelada por meio da expressao:

a(v) = —co — cov?, com cp = f—o e Cy = f—z
m m
Notand dv ds N ds dv s vd .
otandoquea = —, — =V a— =v— = —dv emos:
d de’ de dt dt a ’

4

Vv Voovdv 1 9
s—0=[| —dv=— ] ——— =— —In|co+ 27|
Vv a(v) vo €O+ C2v? 2¢

0 0 Yo

1

. Cco + czv%
262

1 1
v)= —In]|c V3| — —In|c V| = |s(v
s(v) n|co + cavg| nlco + cav?| s(v) e+ o2

262 2C2

Os valores de ¢ e c; podem entdo ser ajustados para que o gréfico da fungéo s(v) se
aproxime da melhor forma possivel a curva obtida pelos dados experimentais.
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Meétodo dos minimos quadrados



Definicao do problema

Dado uma série de dados (x(i),y(i)),i =1,2,...,n, comy® € R, ou seja, com y{)
escalar e x() € R4, ou seja, x() sendo um vetor ou escalar, obter o vetor de parametros
0 € R™ de um modelo matemético hq tal que o erro ao estimar as safdas y{)) como

7@ = hg(x() seja minimo sob uma métrica bem definida.

e® — 0 _ 50 — 40 _ by (x()

Hipétese: os erros e()) sdo realizacdes de distribuicbes normais independentes de média
nula e variancia o2, i.e. e ~ N(0, 0;):

py_ 1 AN ) — he(x0)? et
0y — - _ — (O [x;
Pe™) \/mexp< 202 | " V2mo, TP\ 202 PUTI:0)
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Maximizacao da verossimilhanca

Deseja-se maximizar a verossimilhanca L(0) dos pardmetros, ou seja, maximizar a
probabilidade conjunta de que os valores de saida observados y() sejam os valores
estimados pelo modelo 7() = hg(x()) acrescidos de erros distribuidos conforme
hipotese acima:

RN " ) — hg(x)]?
1) = [[p0 " 0) = ] exp <_
P LT V21O 202

Teorema: Se g é uma fun¢do monotonicamente crescente, o valor de © que maxi-
miza uma funcéo f(0) é o mesmo que maximiza g(f(0)).

Dado o carater crescente da funcéo log (logaritmo natural), o valor de 6 que maximiza
logL(0) é o mesmo que maximiza L(0).
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Maximizacao da verossimilhanca
n () — By (x
logL(0) = Iogil—I \/;Taiexp ( i 2‘71'2( ) )
n () _ hg (xD)]2
S e ()

=1
g 1 1

N SN 0 e (x2
;og[ Twl} ;20?[)' o (x)]

Dado que o primeiro termo da dltima expressdo acima é positivo e independe de 0,
pode-se concluir que o méaximo valor de 0 é obtido quando a forma quadratica J(0) do
segundo termo, também positiva, € minima:

n

1(0) = 3" 51 — ho(x )2

i=1 i
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Identificacdo da funcao objetivo
Supondo que todos os e() sdo realizacdes de distribuicdes normais de mesma variancia,
i.e. todos os 02 = 02, pode-se fatorar a expressdo de J(8) = S(0)/c?, e o valor de 6

que maximiza L(0) pode ser obtido minimizando:

5(8) = be ) — he(x)]?

Esta é a versdo original do problema de minimos quadrados (Gauss, Legendre).
Também se pode considerar que os erros de estimativa associados a diferentes pontos
de dados venham de distribui¢des com variancias distintas. Neste caso, temos uma
matriz diagonal R € R™*" de covariancia de erros de medidas dada por:

2
On

Renato M. M. Orsino Uso de dados no ajuste de modelos matemaéticos PME3573 * 2025 11 /38



Identificacdo da funcao objetivo

Neste caso, podemos reescrever a funcio objetivo J(6) na forma:

J8)= 3y~ )Ry - 9)

com (-)* denotando a transposta de (-) e:

yM 1) he (x(1)
e s\’ — . — .

y= : :
y(n) he(x(”))

M)

Note que tal forma de expressar a funcéo objetivo J(0) também permite estender a
formulacdo do problema para casos em que seja razoavel supor que as distribuicoes
dos erros nao sejam independentes entre si. Neste tltimo caso, no entanto, a matriz de
covariancia R deixaria de ser diagonal.
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Regressao linear e nao-linear

Em problemas de regressao nao-linear, ou seja, em que a expressdo de hg dependa de
forma néo-linear de 0, pode nio haver solucdo tnica para o problema de minimo.

Nestes casos, € possivel que seja conhecida uma estimativa inicial 0y para os
parametros buscados (que tenha, por exemplo, ordem de grandeza préxima aos
valores que se deseja encontrar). Neste caso, podemos considerar uma versao
aumentada da funcdo objetivo que penaliza solu¢des que se afastem demasiadamente
de 09, adotando para tal, uma matriz de pesos definida positiva Py € R™*™:

1

J(8) = 2(6 —00)'P; (0 — 80) + 2 (y — §)'R(y )
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Método do gradiente descendente



Método do gradiente descendente

Faca uma estimativa inicial para 0, obtenha o valor de VgJ = [ para cada

o]

um dos pontos de dados:

oJ
61 00,
0= e VeJ =
O oJ
06,

Em seguida, aplique correcdes ao valor inicial dando pequenos passos no sentido
oposto aos dos valores de VgJ, adotando uma taxa de aprendizado a pequena:

9<—9—aV9J
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Método do gradiente descendente
Em particular, se tomarmos:

n

50) =3 5500 —hoP = Vol = =37 1) — he(x)](Voho)

i=1 i i=1 i

x=x(0)

Em suma, seria possivel repetir, até a convergéncia, o seguinte procedimento:

"1, )
B+ 0+a) g[y(l) — he(x)](Vehe)
i=1

1

@
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Método do gradiente descendente estocastico

Uma variacdo deste algoritmo que, em geral, tende a uma convergéncia mais rapida
(porém menos precisa) é o método incremental (ou estocastico) de gradiente
descendente que consiste em atualizar o valor de 0 para cada novo dado que chega.
Neste caso, repete-se (até que as oscilacdes de valor dos elementos de 0 fique abaixo
de uma dada margem):

00+ a0 ho(xV)](Vho)

1

x=x(1)

Ou ainda, se usarmos S(0) em vez de J(8) como funcio objetivo:

0 < 0+ a [y — he(x)](Vehe)

x=x()
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Regressao Linear Multivariada
(RLM)



Definicao do problema

Um problema de regressao linear pode ser classificado como uma RLM se existir uma
funcio ¢ que converte cada vetor de atributos x() € R? em um vetor de caracteristicas
¢ (x()) € R™, tal que o modelo matemético em questio possa ser escrito como:

he(xV) = 8" (x")

Nestes casos, o algoritmo de gradiente descendente, baseado na funcéo objetivo S(0),
se torna simplesmente:

0—0+a Z D — 0" ¢ (x)] ¢ (x1)

i=1
Ja o algoritmo incremental de gradiente descendente se torna:

8«0 +aly) -0 "))
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Exemplo

Se x € R? e 0 modelo for um polinémio de segundo grau da forma:

ho(x) = 01 + O2x1 + O3x2 + 043 + Osx1x2 + O3

temos 0 € R® e:
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Hipdtese

O vetor de parametros pode ser descrito como uma combinacio linear dos ¢ (x()):

6=> gidpx")
i=1

Dessa forma, o algoritmo de gradiente descendente pode ser reescrito como:

0« Z /31¢(X(l)) +a Z |:y(i) _ Z /5]¢(X(]))*¢(X(l))] ¢(X(l))
_Z {ﬂl—l—a (_y l)_ch x(l X(J))ﬁ)] (X(i))
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Matriz nucleo e funcao nucleo

Em outras palavras, o algoritmo de gradiente descendente equivale a:
. n . .
Bi Pi+a [y =D o) ox)p
j=1

ou, ainda, em formato matricial:
B PB+aly—KB)
com K = [Kjj] sendo a matriz nticleo cujas entradas sdo definidas como:
Kj = o(x7)" ¢ (x)) = K(x), x0)

Pode-se definir também a funcao nticleo K(u, v) cujo valor corresponde ao produto
interno de ¢ (u) por ¢(v).

K(u,v) = ¢(u)"¢(v)
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Matriz nucleo e funcao nucleo

Deseja-se, no entanto, que seja possivel calcular K(u, v) sem a necessidade de se
calcular explicitamente ¢ (u) ou ¢(v), uma vez que, tipicamente, m > d. Para diversos
casos isto é possivel:
m Ncleo polinomial de grau k: suponha que ¢ (u) seja constituido por todos os
mondmios da forma uil1 uizz...uif de grau igual ou inferior a k, ou seja, com
d+k\ (d+k)!
k ) ~ dlk!
K(u,v) = ¢(u)*¢(v) pode ser calculado simplesmente como:

0<iy+iy+...+1ig <k. Neste caso,m = . No entanto,
K(u,v) = (u*v+c)

m Ntcleo Gaussiano: considera um espaco de caracteristicas de dimensao infinita,
medindo a similaridade entre u e v por meio da expresséo:

K(u,v) = exp <_Hu—sz>

202
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Teorema de Mercer

Para que uma dada fungdo K(u, v) defina de forma consistente um nticleo (ou seja,
represente um produto interno entre dois vetores de caracteristicas), € necessario e
suficiente que para qualquer conjunto de dados {x(1), ..., x(M} (n < o), a matriz
ntcleo correspondente K = [K;;] seja simétrica e definida positiva.

Uma vez ajustados os valores dos f3;, pode-se expressar o modelo hg(x) = 0*¢(x) em
termos da funcdo nticleo escolhida:

he (x) = En: BiK(x",x)
i=1
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Pseudo-inversa de Moore-Penrose

Definicio: dado A € R™* a pseudo-inversa A# € RS*" ¢ a tinica matriz que satisfaz
as quatro seguintes propriedades:

AAFA =A

AT AAT = A7
(AAT)* = AAY
(A7A)* = AT7A
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Uso da pseudo-inversa de Moore-Penrose

Caso I: se nio houver solucio & para o sistema linear AE =y, £ «+ A%y é a solucio
que minimiza o erro quadrético ||[AE — y||?. Neste caso, A% = (A*A)~'A*.

Este é o caso de um problema de minimos quadrados linear em que se adota

o? =o02Vi:

In 202 Z —074( x(l ))
0 valor de ® = 8™ que minimiza o valor de J, é dado por:

0Jn

- _— ) (O — ¢ (xD) 0 =
aeeeo;» Z(bx) o (x)e™) =0

1 * n n mxn
= —8(y-20")=0 com &=[p(xY) ... ¢(x")] R
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Uso da pseudo-inversa de Moore-Penrose
De fato, identificando: A = &* e £ = (:

o) [Z ¢(x°’>)¢(x<f>)*] [Z S0

— (@0°) 1By = By

Caso II: se houver infinitas solucdes € para o sistema linear AE =y, entdo £ < A%y
fornece a solucfio que minimiza ||§||?.

Este é o caso, por exemplo, de um problema de minimos quadrados linear em que se
adota crl-z = o2, Vi, 8(% = 0 e ¢ necessério considerar 1 > 0 para que ndo haja
singularidade na inversido de matrizes, ou seja:

1 =0 axar i 1 1 . 1
(@) =55 > 0~ 0 ¢(xD)" + Cnl0]* = oy~ £"8|* + Jnl[6]
i=1
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Uso da pseudo-inversa de Moore-Penrose

Neste caso, 8" = &*#y corresponde ao valor de @ que no apenas tornay — $*0 = 0
como também torna ||0 || minimo, de forma a garantir que J,(0) também seja minimo.

Também recai no caso II formulacgdes de regressdo linear multivariada via uso de
matrizes nticleo. Nestes casos, p < K7y é a solucdo procurada.

Caso III: havendo solucdo tinica € para o sistema linear A =y, £ « A%y =A"ly
é o valor desta solucéio. Neste caso, A% = A1

Quando o usudrio baseia seu algoritmo de solucdo numérica no uso de matrizes
pseudo-inversas ndo é necessario que ele faca qualquer distin¢do a priori entre os
problemas que recaiam nos casos I, I ou III. Uma solucdo de minimos quadrados de
um problema de regressdo linear generalizada em que se adota oiz =02 Vie 80 =0
sera sempre dada por:

o — Pty
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Método Recursivo de Minimos
Quadrados (RLS)



Definicao do problema

Dado uma série de dados (x(i), y(i)),i =1,2,...,n, comy® € R (escalar) e uma
funcio ¢ que converte cada vetor de atributos x() € R? em um vetor de caracteristicas
¢ (x()) € R™, obter o vetor de pardmetros @ € R™ do modelo matematico

hg(x) = 0*¢(x) tal que ao estimar as safdas y(!) como 7 = 8*¢ (x()) seja minimo o
valor da funcéo objetivo:

1 e 1 Ay A
In(8) = (8 —80)"P5 (6 —89) + S (y—9)'R™'(y—9)

com:

y) 1) 0 ¢(X(1))

y=|:i| e¥y=|:|= :

y() ) 0" (xM)
A funcéo objetivo J, penaliza ndo somente os erros de estimativa (y — §) como
também vetores de pardmetros que se afastem demasiadamente de 0, adotando para

tal, uma matriz de pesos definida positiva Py € R™*™,
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Definicao do problema

Admitamos que as varidncias dos erros de estimativa dos diferentes pontos de dados
possam ser admitidas independentes, de tal forma que a matriz de covaridnca de erros
R € R™ " seja diagonal:

R=

Dessa forma, a expressédo para a funcéo objetivo J,,(6) pode ser reescrita na forma:

Jn(0) = (e 80)"P, (6 — eo+z 5 (10 — 07 (x0))?

i=1 l
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Deducao do algoritmo
Note que, para todo k > 0:

k
O = py(8 - 0) - Zl "¢ (x0))p(x)

M1 _ Ok L kt1) @t (k1) (k+1)
90 00 oi+1(y T

O valor de ® = 0} que minimiza o valor de J; é dado por:

OJy
89

~ 1 . .
0, = Py [P, 100 + Z ;y(lhb(x(l))
i=1 1
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Deducao do algoritmo

Py é definida como:

k
_ — 1 i 1)\*
Pl =Py} o )e(x) 5)
i=1 i
Definam-se também:
Skr1 = d(xFD) P (xH) 4 02, (6)
1
Kii1 = o Pep(x*HD) @)
Sk+1
Notando que:
1
Pk_Jil _ Pk—l + O_T(I)(X(kJrl))q)(x(kJrl))* 8)
k41
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Deducao do algoritmo

Utilizando o lema de inversdo de matrizes:

1 % *
P = |I— o—Pp () (x D) | P = (I = K (<*T))Pe - (9

Ok+1
Kz:l
Notando ainda que:
Kjs1Sk41 = P (x<TD) (10)
Kkﬂgiﬂ — pk¢(x(k+1)) _ Kk+1¢(x(k“))*Pkd)(x(k“)) (11)
Kk+101%+1 = (I _Kk+1¢(X(k+1))*)Pk¢(X(k+1)) = Pk+1¢(x(k+1)) (12)
1
Kit1 = — Py (xT) (13)
Olet+1
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Deducao do algoritmo

Assim, o valor de © = 0, ; que minimiza Ji; € dado por:

k+1
011 =Pir1 [Pg'B0+ ) ;y(l o(x") (14)
i=1 i
_ (I —Kk+1¢(x(k+1))*)6k + Pk+1¢(x(k+l))y(k+1) (15)
k+1
Ky 1
Finalmente:
0ir1 = 0 +Kipq (}’(kJrl ¢(X(k+1))*9k)
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Método recursivo de minimos quadrados (RLS)

Em outras palavras, o algoritmo recursivo para a solucdo de um problema de regressao
linear multivariada consiste em iterar, parak = 0,1,...,n — 1, iniciando com um valor
arbitrario para 89 € R™ e com uma matriz definida positiva Py € R™*™:

(k+1) ¢(x(k+1 )*ek
(k+1)
Ori1 < O+ < (xk D) P (x(FD) + 0£+1>Pk¢(x ) (16)
1
(k+1) (k+1)
Pt = P = o ) prog D Nt ol P (x“ D)o (x" V)P (17)
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Método recursivo de minimos quadrados (RLS)

Alternativamente, a fim de reduzir o nimero de operagdes, pode-se reescrever o

algoritmo anterior na forma (k =0,1,...,n— 1):
Zipq — P (xHY) (18)
1
- (19)
Yk+1 ¢(X(k+1))*zk+1 + ‘71%+1
Orr1 < O + 1 (y(k“) - ¢(X(k+1))*9k)zk+1 (20)
Pii1 < Px — Yi1Zkr1Zk 41 (21)
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RLS para problemas nao-lineares

Dado uma série de dados (x(,y()),i =1,2,...,n, comy®) € R (escalar) e x() ¢ R?
(vetor de atributos), obter o vetor de pardmetros 0 € R™ do modelo matemaético
h(x; 0) tal que ao estimar as saidas y() como 7() = h(x(); 8) seja minimo o valor da
funcéo objetivo:

1
Jn(0) = 5(e 0©)"p 1 (6 — 0 4+ E(y—gz)*R—l(y—?) (22)
1 .
_ (0) ©)) i) _ ()2
= 5(0-0)P;'(6 -0 +Z y( —31) (23)
com:
y(1) $(1) h(x(l); 0)
y=|:i| e¥y=|1|= :
() $(n) h(x(™; 6)
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Algoritmo recursivo para estimativa de parametros

e — y®) — p(x®); k1)) (24)
g®) + Voh(x =x®); 0 = k1) (25)
sk — op + g0 p_g® (26)
0% g1 1 %kp_ gk 27)
Sk
1 )
R ipkflg(")g(k) P4 (28)

m g € R™: valor do gradiente, calculado em x(*), do modelo com respeito aos seus
pardmetros, considerando ajuste recursivo até o (k — 1)-ésimo dado.

m s; € R: soma da variancia o2 admitida a priori com a incerteza que o novo dado de
entrada x(*) traz ao modelo ajustado até o (k — 1)-ésimo dado.

m P, € R™*™: matriz de covariancia do erro de estimacdo dos parametros, tendo como base
os k primeiros dados da série.
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Algoritmo recursivo para estimativa de parametros

Para um modelo linear generalizado, h(x; 0) = 8¢ (x) e, dessa forma, temos
g = o(x).

O algoritmo de gradiente descendente estocdstico pode ser entendido como uma
aproximacdo do método recursivo em que ndo se faz a atualizacdo recursiva da
matriz P ou da incerteza s;. Em vez disso, adota-se uma taxa de aprendizado fixa
e pequena a (0 < a < 1) e substitui-se Py por al e s; apenas por 0,%:

e + y¥ — p(x®); k1)) (29)

g(k) + Vph(x = xK). 9 = e(k—l)) (30)

00 okl 4 a%g(k) (31)
k
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Algoritmo recursivo para estimativa de parametros
Na auséncia de qualquer informacdo para uma estimativa inicial de 9(0), é tipico
arbitrar o valor inicial das componentes do vetor de parametros e adotar Py = —I com
1 > 0 (quanto menor 71, menor a confianca na estimativa inicial). Assim:

k -1
1 i (=
i=1 1

Neste caso, o valor de 1) atua como um pardmetro de regularizacdo, garantindo a

existéncia da inversa e, portanto, tornando possivel a defini¢do da matriz Py ainda que
k

1 o
Z — gWg™ nao tenha posto completo.

g
i=1 1
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