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Introducao



Problemas de minimos quadrados

Para sistemas de interesse em que de um dado conjunto de entradas x € RY produz um
dado conjunto de saidas y € R de tal forma que se possa admitir que tal relacdo é
deterministica (ou seja, repetidas as entradas, repetem-se as saidas a menos de
diferencas ruidosas ou devidas a efeitos de segunda ordem), € possivel propor o ajuste
de um modelo matematico parametrizado y = h(x; 0) que fornece uma estimativa para
y dadas novas entradas x.

h(x;0) Lo

O ajuste do modelo baseia-se na determinagio de um vetor de pardmetros @ € R™ que
minimiza de uma funcéo objetivo, baseada em uma métrica do erro de aproximacéo e
descrita por uma forma quadratica. Formulac¢des deste tipo sdo genericamente
denominados problemas de minimos quadrados (LS).
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Sistemas com maultiplas saidas

Caso o sistema possua multiplas saidas, é sempre possivel ajustar um modelo
matematico para a previsdo de cada saida (nestes casos, entretanto, todos os modelos
terdo as mesmas entradas). Assim, via de regra, o problema serd formulado de forma a
obter, via minimos quadrados, o vetor de pardmetros 8 € R™ dado uma série de dados
(x(i), y(i)),i =1,2,...,n, comy® e R (escalar) e x() € R?. Tais formulacoes sio
tipicamente conhecidas como MISO (do Inglés, multiple input, single output).

hy (x5 G)L

o ol x (s o) e
X4 I :

Lok, (x; 0)- L

Renato M. M. Orsino Modelos de ordem reduzida obtidos a partir de dados PME3573 * 2025 3/30



Problemas de regressao linear e nao-linear

A menos que haja uma razéo especifica para admitir uma dependéncia néao-linear nos
parametros', adota-se uma estrutura linear generalizada para o modelo, ou seja:

J=h(x8) =08"¢(x)

Neste contexto, ¢ sendo uma funciio que mapeia o vetor de atributos /entradas x € R,
em um vetor de caracteristicas ¢ (x) € R™ que pode ser formado por fungdes
ndo-lineares em Xx.

Utilizando modelos de regresséo linear (ou seja, lineares nos parametros), é possivel
admitir um modelo nédo-linear tdo complexo quanto se possa imaginar em X.

'Por exemplo, no ensaio de coastdown, o objetivo em si é a determinacio dos pardmetros Co e Co € a
relacdo admitida entre as varidveis medidas s e v € um modelo néo-linear nestes parametros.
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LIntrodu(;e”lo
L Problemas de regressao linear e ndo-linear
LProblemas de regressao linear e ndo-linear

* Se a complexidade da fung¢do ¢ for demasiada e a dimenséo m for elevada, pode ser

vantajoso admitir: 0 = Z Bid (x19) e utilizar a técnica da funcéio nticleo (kernel function)
i=1
para o ajuste de um novo vetor de pardmetros f € R".
* Todo problema de regressdo linear recai, em ultima instancia, em um problema de
solucdo de um sistema linear no respectivo vetor de parametros. Sempre € possivel
encontrar uma solucédo para este sistema utilizando matrizes pseudo-inversas.

* Uma abordagem alternativa, particularmente vantajosa do ponto de vista computacional
quando o ntimero de pontos de dados envolvidos for muito maior que o de parametros a
estimar (n > m), e valida tanto para regressdo linear quanto para regressdo ndo-linear
(ainda que neste ultimo caso costume haver grande sensibilidade de convergéncia com
respeito aos parametros de inicializacao do algoritmo), é o uso do algoritmo recursivo de
minimos quadrados (RLS) ou de versdes aproximadas, ndo necessariamente convergentes,
como o algoritmo do gradiente descendente estocastico (SGD).



Modelos de ordem reduzida

Ainda, é comum que haja redundéncia na informacéo descrita nas entradas e saidas de
um sistema, sendo possivel a proposicdo de modelos de ordem reduzida. A seguir,
veremos duas estratégias para tal:

m A regressdo por componentes principais (PCR), que se baseia em reduzir a
regressio apenas as componentes de entrada que se encontram melhor
representadas na série de dados utilizada para o ajuste.

m A regressao parcial de minimos quadrados (PLSR), que se baseia em reduzir a
regressdo as componentes de entrada e saida com maior covariancia cruzada (ou
seja, componentes de entrada que tém maior influéncia nas saida e componentes
de saida mais fortemente influenciadas pelas entradas). Dentre todas as técnicas
estudadas, esta € a tinica que exige que se considere o sistema como um modelo
MIMO (multiple inputs, multiple outputs).
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Regressao por Componentes
Principais (PCR)



Contexto

Por vezes, quando desejamos ajustar um modelo linear generalizado h(x; 0) = 0" ¢ (x),
o ntimero m de caracteristicas contidas nos vetores @) = ¢(x()) € R™ e,
consequentemente, o numero de pardmetros de modelo, pode ser muito grande ante a
“quantidade de informacao relevante” efetivamente contida na série de dados. Isto
pode ser particularmente critico quando:

m o numero n de dados disponivel na série de dados é comparavel ao nimero m de
caracteristicas, por vezes, até mesmo inferior.

m o numero d de atributos distintos levantados durante a coleta de cada dado de
entrada x() € R4 é excessivo, havendo uma redundéncia intrinseca (e talvez nao
trivialmente identificavel).

Estes casos por vezes, podem recair até mesmo em um sistema linear com infinitas
solugoes.
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Modelos de ordem reduzida obtidos a partir de dados
LRegresse“lo por Componentes Principais (PCR)

LContexto

Assim como na formulacdo do problema de minimos quadrados via pseudo-inversa, a metodo-
logia da Analise de Componentes Principais (PCA) funciona igualmente para problemas que
recaiam em qualquer um dos casos (I, II ou III) de solucdo de sistemas lineares, ndo exigindo
que o usuario faca qualquer distin¢o a priori entre os casos para a aplicacdo dos algoritmos.



Andlise de Componentes Principais (PCA)

O objetivo desta secdo é apresentar uma metodologia, denominada Analise de
Componentes Principais (Principal Component Analysis — PCA), utilizada para
identificar componentes significativas de sinal em dados brutos de entrada, obtendo um
vetor de varidveis latentes z € R*, u < m, que encapsule “a maior parte da informacao
relevante” originalmente disponivel nos vetores de caracteristicas @) = ¢(x()) ¢ R™.

Luz

X1 —9»
x z
2 — 1,
z
e
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z
e

X4 —
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Renato M. M. Orsino Modelos de ordem reduzida obtidos a partir de dados PME3573 * 2025 7 /30


https://en.wikipedia.org/wiki/Principal_component_analysis

Centralizacdo e normalizacao dos dados

A fim de eliminar efeitos de escala causados pelas diferentes magnitudes e ordens de grandeza
das diferentes varidveis medidas disponiveis em cada uma das componentes (pj(l) do vetor de

caracteristicas, definimos um novo vetor u® € R™ cujas componentes correspondem a uma
versdo centralizada, normalizada e adimensional dos (pj(l):
@ _ 5.
O_% —9
u =
Qj
- 4 ) . 1 ’ e
®; é um valor central caracteristico para a série de dados (cpj( ), cey j(n) ), tipicamente
selecionado como sendo igual 8 média y; desta série; a; é uma amplitude caracteristica para a

série de dados centralizada ((pj(l) — @y goj(”) — @;), tipicamente selecionada como:

. . T I RN 2 IR

m desvio padrdo da série o; = - 21: (cpj — Mj) , com U; = - 21: ®i’s
= =

B @ = MmaXi=1,..n |<pj(i) — @j|; esta dltima escolha, garante que u}i) € [-1,1],Vi,j, o que

pode ser vantajoso do ponto de vista numérico.
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LRegresse“lo por Componentes Principais (PCR)
I—Anailise de Componentes Principais (PCA)
I—Centralizac;a”lo e normalizacdo dos dados

Para fins de regressdo, também convém obter uma versao centralizada (e, eventualmente, nor-
malizada) das saidas dada por:
s — -y
w
com y sendo um valor central caracteristico e w sendo uma amplitude caracteristica, definidos
de forma analoga ao que foi feito para cada componente do vetor de caracteristicas.



Reducao da dimensao do espaco de caracteristicas

Objetivo: encontrar as dire¢des do espaco de caracteristicas, definidas por meio dos
vetores unitarios v € R™ (ou seja, com v*v = 1), que estejam melhor representadas
pelos dados de entrada centralizados e normalizados u(®). Para tal, busquemos os
pontos criticos da funcio objetivo:

1 . 1
L(v,A) = 5 Z ‘v*u(l)‘z - El(v*v -1)
i=1
O uso do multiplicador de Lagrange A na func¢éo objetivo visa garantir a satisfacdo da

condigdo v'v — 1 = 0, necessaria para que a busca por pontos criticos fique restrita a
vetores unitdrios v. Note que:

n

L(v,A) = %V* [Z u(i)u(i)*] v — %A(V*V -1)

i=1

Renato M. M. Orsino Modelos de ordem reduzida obtidos a partir de dados PME3573 * 2025 9 /30



Reducao da dimensao do espaco de caracteristicas

Definindo:
U= [u(l) u(”)] e Rmxn

obtemos: 1 1
L(v,A) = EV*UU*V — E}L(v*v -1)

Os valores extremos de L(v, A) ocorrem para:

%:0 = UUV-Av=0 = |(UU"-A)v=0|
oL 1, B e
87_0 = —i(vv—l)_O = vv=1
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Reducao da dimensao do espaco de caracteristicas

Temos assim que resolver o problema de autovalor da matriz UU* que é uma matriz
simétrica e semi-definida positiva (de fato, v*UU*v = (U*v)*(U*Vv) = |[U*v||? > 0, ¥v).

Em outras palavras, UU* ndo apenas é diagonalizdvel, como também todos os seus
autovalores sdo reais ndo-negativos (Al >A > > A > 0) e todos os autovetores
unitarios a eles associados constituem uma base ortonormal.

O posto de UU* correspondera essencialmente ao niumero de autovalores ndo-nulos
(UU* tera posto completo se, e somente se, seu menor autovalor for positivo,
i.e. A, > 0). Assim, pode-se reescrever UU* na forma:

11 VT
- Az V3 s
UU* =VAV* = [v; vy ... V] J = Z?Ljvjv;‘
: s
Am| | V5
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Reducao da dimensao do espaco de caracteristicas

Como os autovalores estdo ordenados de forma descrescente, é possivel truncar a soma
acima apos as u primeiras parcelas, obtendo-se assim:

u
U™ ~ E ),]VJVJ-
j=1

A precisdo desta aproximacao pode ser avaliada a partir da medida de residuo:

M+ Ay K m
A T N A TR R Py A

Renato M. M. Orsino Modelos de ordem reduzida obtidos a partir de dados PME3573 * 2025 12 /30



Modelo de regressao de ordem reduzida

Comegamos definindo o vetor de varidveis latentes z € R* tal que z; = vj‘u, i=1,....u,
para todo vetor de caracteristicas centralizado e normalizado u € R™, ou seja:

z=V"u com V:[vl A VM]GR’“X“

ideia é r ao li Zi imativ.
A ideia é obter um modelo de regressdo linear de ordem reduzida em que a estimativa
para s possa ser obtida por meio de uma expressio da forma:

50) — prgld

com b € R* sendo o vetor de pardmetros que se deseja ajustar. Para tal, defina:
Z=V'U
com:

U= [u(l) u(")] e R™ o Z= [z(l) z(”)] € R¥X1
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Modelo de regressao de ordem reduzida

Recaimos assim na necessidade de encontrar uma solugéo para o problema definido
pela funcéo objetivo:
1o 2 1 1 1
_ = (1) _ w*,(0) - *ho_ e 7¥RI(12 - 2
In(6) = 5 35 (6 =2’ + Gnbb = gl 25l + gl
Dessa forma, o vetor de parametros b do modelo de regressdo linear de ordem
reduzida é dado por:

b = Z*#s

Tipicamente, apds a reduc¢éo de ordem, o problema recai no caso I, em que ndo hd
solucdo b para o sistema linear Z*b = s. Neste caso, b = Z*#s, com Z*# = (zz*)7 'z, é
a solugfio que minimiza o erro quadrdtico ||s — Z*b||? e, uma vez que (ZZ*) é invertivel,
pode-se tomar o pardmetro de regularizagdo n = 0.
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Modelo de regressao de ordem reduzida

Todos os algoritmos discutidos até o momento, baseiam-se em obter modelos
matematicos para série de dados (x(i)7 y(i)),i =1,2,...,n em que as safdas y(!) possam
ser consideradas escalares. Neste caso, para um sistema com miiltiplas entradas e
multiplas saidas, criam-se modelos matematicos individualizados para cada uma das
saidas cada um deles tendo as mesmas multiplas entradas admitidas para o sistema.
Para todos os algoritmos considerados até o presente momento, tal estratégia ¢é valida.

U1y

pd [ ] A
X1 —P»
X2 —P»

® v .

hy (2 ).

Xd —p»
\ Um
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Regressao Parcial de Minimos
Quadrados (PLSR)



Contexto

A Regressao Parcial de Minimos Quadrados (Partial Least Squares Regression — PLSR)
constitui uma estratégia alternativa para a obten¢do de modelos matematicos de
ordem reduzida, aplicdvel a modelos MIMO, e que se baseia em identificar
componentes de sinal de entrada que estejam mais fortemente correlacionadas com
componentes de sinal observadas na saida do sistema.

Neste sentido, difere da estratégia da Regressdo
por Componentes Principais (PCR) tanto por atuar
reduzindo a ordem do modelo simultaneamente
nas entradas e nas saidas, quanto por priorizar as
componentes de sinal entrada que terdo maior
influéncia na regressdo, em vez de destacar as
componentes principais que sdo as que se
encontram melhor representadas na série de
dados de entrada.
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Objetivo

Dada uma série de dados (x(i), y(i)),i =1,2,...,n, em que x) € R? é o vetor de
entradas ou vetor de atributos, () = ¢ (x()) € R™ é o vetor de caracteristicas e

vy € Rl é o vetor de saidas, obter um modelo matemdtico de ordem reduzida que seja
capaz de estimar as saidas a partir do conhecimento das entradas, garantindo que o

erro de estimativa seja minimo sob uma métrica bem definida.

141 )

Ly )
X1 —>» U1 >
X2 —>» Y2 >

o | h(z; 0)
L
X4 —»
\u—’">
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Centralizacdo e normalizacao dos dados

De forma andloga ao apresentado para o algoritmo de PCR, deve-se centralizar e normalizar
cada uma das componentes ij(l) do vetor de caracteristicas e cada uma das componentes y,((l) do
vetor de saidas, de tal forma a se definir novos vetores de carateristicas u) € R™ e de safdas
s € R! tais que:
® ,
W _ % — % @ _ Ve — Yk

w == e s =
J a; k Wi

E recomenddvel adotar:
m §; = E[p;]: média dos (p(i);

m q;: amplitude carateristica dos cpj(i) (p. ex., desvio padrio dos cpj(i): a; = /E[(¢; — ¢)D;

® yi = E[yx]: média dos y(i);

m wy: amplitude carateristica dos y,((i) (p. ex., desvio padréo dos y,(:): wi = +/E [(yk — yk)z] ).
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Centralizagdo e normalizagdo dos dados
e orma o deve

Modelos de ordem reduzida obtidos a partir de dados

LRegresséo Parcial de Minimos Quadrados (PLSR)

I—Centralizagéo e normalizacdo dos dados

Nesta secdo, frequentemente usaremos a notacéo E[-|, que indica o valor esperado de uma va-
ridvel aleatéria. Do ponto de vista computacional, no entanto, se estamos baseando nossas esti-
mativas em uma série de n dados, devemos recorrer a interpretacéo estatistica:

Bl = - > 40
i=1




Direcoes de maxima correlacao

Identificar os vetores unitdrios v € R™, no espaco das caracteristicas, e w € R!, no
espaco das saidas, tais que seja maximo o valor esperado para a correlagdo entre as
projecoes r € R e z € R (também denominadas scores), com:

() — y*u® e 0 — wrs()
Notando que:
E[zr] = E[v'us*w| = V'E[us™|w
Uma vez que u e s tém, por definicdo, média nula, entéo:
E[ulsl] e E[ulsl]

C =E[us*] = : : = cov(u,s) € R™!
E[ums1] ... E[ums]

€ a matriz de covariancia cruzada entre u e s.
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Direcoes de maxima correlacao

Dessa forma, para encontrar os vetores unitarios v e w que maximizam a correlacdo
entre as projecoes r e z, pode-se formular o problema a partir da seguinte funcio
objetivo munida de multiplicadores de Lagrange A, e A,,:

L(v,w, A,, A,,) = V'CwW — %AV(V*V -1)— %AW(W*W —1)

Os valores extremos de L(v, w, A,, A,,) ocorrem para:

gi_o = Cw—-A4v=0 = V—;VCW 1)
g‘fv—o = Cv-2A4w=0 = w—llwc*v (2
;}ivzo = —%(w*w—l):O = ww=1 )
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Direcoes de maxima correlacao
Das duas primeiras equacdes, recorrendo ao fato de que, para um escalar real qualquer,

A* = A, conclui-se que:

1
V= )TCW = A, =VCw 5

1
w= TC*V = Ay =WCv=(WVCw) =4 =1, = (6)
w
Ainda, destas mesmas equacdes:

CC*v = LA,V = A%V 7
C*Cw = L, A,w = A°w (8)

Em outras palavras:
m v deve ser um autovetor de CC* € R™*™;

m w deve ser um autovetor de C*C € R!™!,
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Decomposicdao em valores singulares (SVD)

A decomposicio em valores singulares (Singular Value Decomposition — SVD) permite
descrever uma matriz C € R™*! na forma:

Cc =vDw*

com:

m D € R™*!: matriz diagonal formada pelos valores singulares de C, ou seja, pelas
rafzes quadradas A nio-negativas dos autovalores de CC* € R™ ™ ou C*C € R,

BV =[v; ...V, €R™™ matriz quadrada formada pelos vetores singulares a
esquerda de C (ou seja, autovetores de CC*)

m W=[w; ... w] € RXl: matriz quadrada formada pelos vetores singulares
direita de C (ou seja, autovetores de C*C).

Teorema: admitindo que os valores singulares de C estejam ordenados de forma
decrescente, entdo L(v,w, A,, A,,) serd maxima para v =vj; € W = Wj.
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Predicao a partir de uma variavel latente

Baseado no escalar z() = V{u(i), obter uma estimativa §() = z(0q = qvfu(i) para s de
forma a minimizar E[||s — zq||?]. Notanto que:

E[||s — 2q||*] = E[(s — 2q)*(s — 2q)] = E[s*s] — 2q*E[sz]| + q"qE|[2z]
= E[s*s] — 2q*E[su*]v; + q*qviE[uu*]v,
Assim:
éilE[Hs —2q|* =0 = —2E[su*]v; +2qviE[uu*]v; =0
Notando que:
E[su*] = cov(s,u) = C* e R*™ e E[uu’] = cov(u,u) =K € R™"

obtém-se entdo a expressdo para o vetor q € R, denominado carga de safda (output
loading):

1 >k A 1 k k
vi = S§=2q=—-—Cwviviu
viKvq

1= viKvy
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Reducao dos dados

O par de vetores singulares (v2, Wy) ndo corresponde a segunda variavel latente do
sistema (ou seja, ndo fornecem as segundas componentes de sinais de entrada/saida
com maior correlacdo cruzada).

Assim, o procedimento de decomposicdo em valores singulares deve ser repetido para
um novo conjunto de dados, obtido a partir do original por meio da remocgéo das
componentes de carga associadas a varidvel latente j4 obtida, tanto nos dados de
entrada como nos de saida. Tal procedimento é denominado reducdo dos dados
(deflation).

Para a obtencéo do vetor p € R™, denominado carga de entrada (input loading),
deve-se minimizar:

E[|lu - zp|*] = E[(u — zp)"(u — zp)]

=E
= E[u*u] — 2p*E[uu*]v; + p*pviE[uu*|vy
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Reducao dos dados

Tomando a derivada desta ultima expressdo com respeito a p e igualando a zero,
obtém-se:

1

= ——Kv
2 viKv; !

Dessa forma, o procedimento de reducéo se torna:

u<+ u-—2zp
S+ Ss—z2q

Pode-se demonstrar que, para as matrizes de auto-covaridncia K e covaridncia cruzada
C, tal procedimento implica na seguinte iteragao:

K+ (I-pviK
C«+ (I-pvi)C
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Modelos de ordem reduzida obtidos a partir de dados

LRegresse“lo Parcial de Minimos Quadrados (PLSR)

LReduc;zio dos dados (deflation)
LReduc;ilo dos dados

A nova expressdo para K apds a reducao é dada por:
E[(u—zp)(u — zp)*] = E[uu*]| — pE[zu”] — E[uz|p* + pE[zz|p*
= E[uu*] — pv{E[uu*| — E[uu*]v,;p* + pv{E[uu*]vip
=K — pviK — Kvip* + pviKv; p* = (I — pv])K
Kv
1

*

Analogamente, a nova expressdo para C apds a reducéo é:
E[(u—2zp)(s —2q)*] = E[us*] — pE[zs*] — E[uz]q* + pE|zz]q"
=E[us*] — pviE[us*] — E[uu*]v1q* + pv;E[uu*]v,q*
=C —pviC— Kv1q" + pvijKv; q* = (I — pvj)C
~——
KV1



Avaliacao do residuo e iteracao

E possivel avaliar os residuos a cada iteracao a partir dos valores dos tracos da matriz
de auto-covariancia K das entradas, uma vez que:

R = E[||ul’] = E[u*u] = tr(E[uu*]) = tr(K)

Em particular, a métrica para o residuo consiste em medir a razdo entre o valor de R
apos k iteragbes e o valor no inicio do problema Ry:

R

K= —
Ro

O monitoramento da variacdo de k em funcdo do niimero de passos de iteragdo k nos
permite concluir se hd ou néo necessidade de iterar. Se houver, voltamos ao primeiro
passo, encontrando as novas direcOes de maxima correlacdo, porém desta vez trocando
tanto os dados como as respectivas matrizes de covariancia pelas suas versoes
reduzidas, obtidas no procedimento de reducao.
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Avaliacao do residuo e iteracao

Em geral, conclui-se que ndo é mais viavel proceder com iteracoes se k atingir um
valor estaciondrio apds um dado nimero u de iteracdes. O nimero u serd entdo a
ordem do modelo reduzido e os respectivos residuos em u e s apds u iteracoes:

u u
WO 0 =Y sOKpK e sOfu] e 50— 3" 20[Kalk
k=1 k=1
podem ser interpretados como ruidos nos dados, de tal forma que o modelo de ordem
reduzida para o sistema se torna:

p p
ul® = Zz(i) [klp[k] +e® e sO = Zz(i) [k]q[k] + £
k=1 k=1

com z0[k] = (v1[k])*ul) e com e(® e f)) representando os respectivos erros de
aproximacao.
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Representacao matricial

Defina-se:
U= [u(l) u(")] € Rmxn S = [s(l) s(")} € Rixn
E= [e(l) e(”)] € Rmxn F= [f(l) f(”)] e RIxn
P=[p[1] ... plu]] e R™*¥ Q=[q[1] ... qu]] € RIxm
W] ... 20[1)
Z=| | eRMT
2Mu] .. 2]yl

o modelo pode ser reescrito em forma matricial como:

U=PZ+E
S=QZ~+F
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Algoritmo da PLSR

Inicializacgéo:
U+ [u® ... u®]
S+ [sM ... s]
1
K + ~UU*
n
1 *
C <+ -US
n
Rg + tI'(K)

Inicializar com zeros matrizes P € R™*#, Q € R*#, V; € R™** e um vetor k € R*.
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Algoritmo da PLSR
Repetir (loop) parak =1,...,u:
Vi[, k] < svd(C)$u[, 1]
g < 1/((va[, k])"Kv1[, k])
P[, k] < gKV1[, k]
Q[ k] < gC"V1[, ]
K « (I—P[k](V1[,K])")K
C « (I-P[K|(Va[.K])")C
K[k] + tr(K)/Ro
e, caso desejemos fazer a reducdo dos dados, devemos inicializar com zeros uma
matriz Z € R**", e em seguida, repetir (loop) parak =1,..., u:
Z[k,] < (Vi[,k])*U
U+ U — P[,k]Z[k,]
S« S —Ql,k|Z[k,]
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