
INTRODUÇÃO A CRISTALOGRAFIA 

APLICADA À DIFRAÇÃO DE ELÉTRONS 

PARA MATERIAIS SÓLIDOS

Aula 8 – “Difração_Parte 2”
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Equações de Laue
• Relação entre Equação de Laue e lei de Bragg.

𝑺

𝝀
= 𝒈𝒉𝒌𝒍

• Veja que o vetor S é paralelo ao vetor da rede

recíproca ghkl e portanto é perpendicular ao plano

hkl.

𝒅𝒉𝒌𝒍 =
𝟏

𝒈
=

𝝀

𝑺
(*)

• Pela figura podemos ver que:

𝑺 = 𝟐𝒔𝒆𝒏𝜽

• Então a equação * pode ser reescrita:

𝟐𝒅𝒉𝒌𝒍𝒔𝒆𝒏𝜽 = 𝝀
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Lei de Bragg!!



Esfera de Ewald

• A esfera de Ewald é uma construção geométrica
que ilustra como a equação de Laue funciona. A 
construção é feita da seguinte maneira:

1) A partir da origem “O” da rede recíproca, desenhe um 
vetor paralelo a ෞ𝒔𝟎 com comprimento 1/λ, terminando 
em “O”.

2) Construa a esfera de raio 1/λ centrada (A) no início do 
vetor anterior.

Se a esfera intercepta um ponto B da rede recíproca, 

então 𝐴𝐵 =
Ƹ𝑠

λ
 está na direção onde a difração ocorre. 
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Rede recíproca

g



Esfera de Ewald
Como 𝐴𝑂 =

ෞ𝑠0

λ
e 𝐴𝐵 =

Ƹ𝑠

λ
:

𝑺

𝝀
=

ො𝒔 − ෞ𝒔𝟎

𝝀
= 𝑶𝑩 = 𝒈

• Em outras palavras, 𝑶𝑩 é um vetor da rede
recíproca e satisfaz a equação de Laue (e por
consequencia a de Bragg).

• Ou seja, os pontos da rede recíproca que a esfera 
de Ewald intercepta, geram feixes difratados.

• Podemos chegar nessa mesma construção da 
esfera de Ewald, a partir da lei de Bragg.
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Rede recíproca
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Esfera de Ewald

• Diferenças entre DRX e Difração de elétrons
• 𝑑ℎ𝑘𝑙 ≈ 0.5 𝑛𝑚 → 𝑑ℎ𝑘𝑙

−1 ≈ 2𝑛𝑚−1

• 𝐾𝛼𝐶𝑢 → λ = 0.15418 𝑛𝑚 →
1

λ
= 6.4𝑛𝑚−1

• 𝐸𝑙𝑒𝑡𝑟𝑜𝑛𝑠 100 𝑘𝑉 → λ = 0.0037 𝑛𝑚 𝑎𝑛𝑑
1

λ
= 270 𝑛𝑚−1

             200 𝑘𝑉 → λ = 0.0025 𝑛𝑚 𝑎𝑛𝑑
1

λ
= 400 𝑛𝑚−1
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No MET, a superfície 

da esfera de Ewald é 

praticamente plana em 

comparação aos 

pontos da rede 

recíproca.



Esfera de Ewald

• Veja que a esfera de Ewald, quando se usa Raios-X, intercepta poucos pontos da rede 

recíproca. Isso significa que poucos planos irão difratar no experimento. Por isso, em um 

experimento difração de raios-X, geralmente giramos a amostra. Quando isso acontece, a 

rede recíproca abaixo também gira e outros pontos interceptam a esfera, levando a mais 

planos difratados.
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Esfera de Ewald

• Já para a difração de elétrons, a esfera de Ewald pode interceptar vários pontos da rede 

recíproca de uma só vez e por isso, vários spots de difração podem ser observados em uma 

única imagem de difração de elétrons.
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Esfera de Ewald

• O padrão de difração de elétrons é considerado como a seção de pontos da rede recíproca 

que são cortados pela esfera de Ewald.
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Esfera de Ewald

• Qualquer tipo de padrão de difração de elétrons é um corte da rede recíproca, com origem  

“000” no ponto central (feite transmitido ou não difratado ෞ𝒔𝟎 )
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Esfera de Ewald

• Qualquer tipo de padrão de difração de elétrons é um corte da rede recíproca, com origem  

“000” no ponto central (feite transmitido ou não difratado ෞ𝒔𝟎 )
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Eixo de zona



Esfera de Ewald

• Quando estamos no microscópio podemos girar a amostra. Com isso a nossa rede recíproca 

também gira e a esfera de Ewald vai interceptar outros pontos.
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Eixo de zona

[-210]



Esfera de Ewald

• Padrões de difração de CaF2 obtidos em diferentes eixos de zona, girando o cristal em 

diferentes orientações.
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Direções do feixe difratado

• Relações gerais para prever ângulo de difração para um conjunto de planos (hkl) podem ser 

obtidas combinando a lei de Bragg e os parâmetros de rede de um cristal.

𝜆 = 2𝑑ℎ𝑘𝑙𝑠𝑒𝑛𝜃

Para cristais cúbicos:

1

𝑑ℎ𝑘𝑙
=

(ℎ2 + 𝑘2 + 𝑙2)

𝑎2

• Combinando as equações:

𝒔𝒆𝒏𝟐𝜽 =
𝝀𝟐

𝟒𝒂𝟐
(𝒉𝟐 + 𝒌𝟐 + 𝒍𝟐)
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Direções do feixe difratado

• Para outros sistemas
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Para triclínico



Laue Zones

• Laue Zones são definidas como os pontos 

da rede recíproca (normais de planos da 

rede real) que estão perpendiculares a 

direção do feixe de elétrons incidente e 

são cortados pela esfera de Ewald.

• A Laue zone que contém o feixe 

transmitido (CO) é chamada “Zero order 

Laue Zone” (ZOLZ)

• Outros pontos da rede recíproca paralelos 

e acima da ZOLZ, mas que não contém o 

feixe transmitido são chamados “Higher-

order Laue Zones” (HOLZ).
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A figura acima mostra os ângulos entre

CO e CG de forma exagerada.



Laue Zones
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Relrods

• A rede recíproca no caso de difração de elétrons consistem de “relrods” ao invés de pontos. 

• Assim, mesmo que estejamos um pouco fora da condição de Bragg (isto é, a esfera de Ewald 

não toca exatamente em um ponto da rede recíproca), pode haver difração.
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Intensidade de difração

• Os átomos de uma célula unitária afetam
as intensidades dos feixes difratados.

• Considere duas células ortorrômbicas com 
átomos do mesmo tipo, mas uma tem 
base centrada e a outra corpo centrado.

• Suponha que a lei de Bragg seja satisfeita
para valores particulares de λ e θ para 
planos (001) de ambas células.

• Podemos ver que mesmo satisfazendo a 
lei de Bragg, não haverá reflexão (001) 
para a célula de corpo centrado.
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Base centrada Corpo centrado

𝐴𝐵𝐶 = 1λ = 2𝑐𝑠𝑒𝑛𝜃 𝐴𝐵𝐶 = 1λ = 2𝑐𝑠𝑒𝑛𝜃

𝐷𝐸𝐹 = 𝑐𝑠𝑒𝑛𝜃 =
1

2
λ

Completamente fora

de fase!!! Interferência

destrutiva.



Intensidade de difração
• Assim, não basta apenas 

dois planos obedecerem a lei 

de Bragg para haver 

difração.

• Outras regras precisam ser 

satisfeitas.
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Base centrada Corpo centrado

𝐴𝐵𝐶 = 1λ = 2𝑐𝑠𝑒𝑛𝜃 𝐴𝐵𝐶 = 1λ = 2𝑐𝑠𝑒𝑛𝜃

𝐷𝐸𝐹 = 𝑐𝑠𝑒𝑛𝜃 =
1

2
λ

Completamente fora

de fase!!! Interferência

destrutiva.



Intensidade de difração

• Fator de espalhamento atômico 𝒇(𝜽): medida da amplitude da onda de 

elétrons espalhada por um átomo isolado.

• 𝒇(𝜽) 2 é proporcional à intensidade do feixe difratado.
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Intensidade de difração

• 𝒇 depende de λ,θ e Z.

• 𝒇 diminui com aumento de θ 
(θ=0° para feixe incidente).

• 𝒇 diminui com redução de λ.

• 𝒇 aumenta com Z.

• Logo, é característico de cada
tipo de átomo.
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Intensidade de difração

• Podemos descrever o feixe incidente como uma onda de 
amplitude 𝝍𝟎 e de fase 𝟐𝝅𝒔𝒓

𝝍 =  𝝍𝟎𝒆𝟐𝝅𝒊𝒔𝒓

Onde s é a magnitude do vetor de onda e r é a distância propagada 
pela onda.

o  Quando a onda é espalhada por um ponto de carga 
(átomo) uma onda esférica com uma amplitude diferente 
𝝍𝒆𝒔 é formada.

𝝍𝒆𝒔 =  𝝍𝟎𝒇(𝜽)
𝒆𝟐𝝅𝒊𝒔𝒓

𝒓
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Intensidade de difração

o Um cristal consiste de vários átomos arranjados de 

forma periódica. A intensidade do feixe difratado por uma 

célula unitária é descrito pela contribuição das ondas 

espalhadas por todos os “i” átomos da célula:

𝑨𝒄𝒆𝒍𝒍 =
𝒆𝟐𝝅𝒊𝒔𝒓

𝒓
෍

𝒊

𝒇𝒊(𝜽)𝒆𝟐π𝒊𝑺.𝒓𝒊

• Como estamos somando todos os átomos da célula 

unitária, podemos renomear essa soma como 𝑭(𝜽), 

chamado de fator de estrutura da célula unitária.

𝑨𝒄𝒆𝒍𝒍 =
𝒆𝟐𝝅𝒊𝒔𝒓

𝒓
𝑭(θ)
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Intensidade de difração

𝑨𝒄𝒆𝒍𝒍 =
𝒆𝟐𝝅𝒊𝒔𝒓

𝒓
෍

𝒊

𝒇𝒊(𝜽)𝒆𝟐π𝒊𝑺.𝒓𝒊

• Essa equação nos diz que átomos dentro de uma célula unitária vão todos espalhar com uma diferença 

de fase dada por 2π𝑖𝑆 ∙ 𝑟𝑖

onde, 𝑟𝑖 = 𝑥𝑖𝑎 +  𝑦𝑖𝑏 +  𝑧𝑖𝑐    define a o vetor de localização de cada átomo na célula unitária.

𝑆 = 𝑔 = ℎ𝑎∗ + 𝑘𝑏∗ + 𝑙𝑐∗      é o vetor de mudança de propagação de onda.

• Podemos reescrever o fator de estrutura como:

𝑭𝒉𝒌𝒍 = ෍

𝒊

𝒇𝒊𝒆
𝟐π𝒊(𝒉𝒙𝒊+𝒌𝒚𝒊+𝒍𝒛𝒊)
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Intensidade de difração

o 𝑭 é definido como a soma dos termos 𝒇 a partir 

de todos os átomos 𝒊 na célula unitária 

multiplicado pelo fator de fase.

o  Os átomos tem coordenadas atômicas 

𝒙𝒊, 𝒚𝒊 𝒆 𝒛𝒊.

o  O fator de fase leva em consideração a 

diferença de fase entre a onda espalhada 

(difratada) a partir de átomos em planos 

diferentes, mas paralelos, isto é, com mesmo 

índices de Miller (hkl).
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𝑭𝒉𝒌𝒍 = ෍

𝒊

𝒇𝒊𝒆
𝟐π𝒊(𝒉𝒙𝒊+𝒌𝒚𝒊+𝒍𝒛𝒊)



Intensidade de difração

𝑭𝒉𝒌𝒍 = ෍

𝒊

𝒇𝒊𝒆
𝟐π𝒊(𝒉𝒙𝒊+𝒌𝒚𝒊+𝒍𝒛𝒊)

• 𝑭 é um número complexo e expressa a amplitude e a fase da onda resultante.

• A intensidade do feixe difratado por todos os átomos da célula unitária (em alguma condição

de Bragg) é porporcional a 𝑭 𝟐

Lembrando que:
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𝒆𝝅𝒊= 𝒆𝟑𝝅𝒊 = 𝒆𝟓𝝅𝒊 =  ... = -1

𝒆𝟐𝝅𝒊= 𝒆𝟒𝝅𝒊 = 𝒆𝟔𝝅𝒊 =  ... = +1



Intensidade de difração

𝑭𝒉𝒌𝒍 = ෍

𝒊

𝒇𝒊𝒆
𝟐π𝒊(𝒉𝒙𝒊+𝒌𝒚𝒊+𝒍𝒛𝒊)

• Quando F=0, mesmo que a lei de Bragg seja obedecida, a difração é proibida. Isso é muito

útil para identificar estruturas.

• Vamos ver como o fator de estrutura controla planos que podem difratar em algumas

estruturas cristalinas particulares. 
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Fator de estrutura - Cristal BCC
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o Átomos iguais (𝒇𝒊 = 𝒇)em todos os pontos de rede: 

o Átomos em 𝟎, 𝟎, 𝟎  𝒆 (
𝟏

𝟐
,

𝟏

𝟐
,

𝟏

𝟐
 ). 

o  Substituindo os valores de 𝒙𝒊, 𝒚𝒊 𝒆 𝒛𝒊 na equação do 

Fator de estrutura obtemos:

o Então:

𝑭 = 𝒇𝒆𝟐𝝅𝒊(𝒉𝟎+𝟎𝒌+𝟎𝒍) + 𝒇𝒆𝟐𝝅𝒊(
𝟏
𝟐

𝒉+
𝟏
𝟐

𝒌+
𝟏
𝟐

𝒍)

𝑭 = 𝒇 + 𝒇𝒆𝝅𝒊(𝒉+𝒌+𝒍) = 𝒇 𝟏 + 𝒆𝝅𝒊(𝒉+𝒌+𝒍)

𝑭 = 𝟐𝒇 se 𝐡 + 𝐤 + 𝐥 é par.

𝑭 = 𝟎 se 𝐡 + 𝐤 + 𝐥 é impar. Reflexões proibidas



Fator de estrutura - Cristal BCC
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o Exemplo: Fe-α (Grupo espacial 𝐼𝑚ത3𝑚 (229)) 𝑭 = 𝟐𝒇 se 𝐡 + 𝐤 + 𝐥 é par.

𝑭 = 𝟎 se 𝐡 + 𝐤 + 𝐥 é impar.
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Fator de estrutura - Cristal BCC
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Fator de estrutura - Cristal FCC
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o Átomos iguais (𝒇𝒊 = 𝒇)em todos os pontos de rede: 

o Átomos em  𝟎, 𝟎, 𝟎 ,
𝟏

𝟐
,

𝟏

𝟐
, 𝟎 , (

𝟏

𝟐
, 𝟎,

𝟏

𝟐
), (𝟎,

𝟏

𝟐
,

𝟏

𝟐
). 

o  Substituindo os valores de 𝒙𝒊, 𝒚𝒊 𝒆 𝒛𝒊 na equação do Fator 

de estrutura obtemos:

o Então:

𝑭 = 𝒇𝒆𝟐𝝅𝒊(𝒉𝟎+𝟎𝒌+𝟎𝒍) + 𝒇𝒆𝟐𝝅𝒊(
𝟏
𝟐𝒉+

𝟏
𝟐𝒌+𝟎𝒍)

+𝒇𝒆𝟐𝝅𝒊(
𝟏
𝟐𝒉+𝟎𝒌+

𝟏
𝟐𝒍) + 𝒇𝒆𝟐𝝅𝒊(𝟎𝒉+

𝟏
𝟐𝒌+

𝟏
𝟐𝒍)

𝑭 = 𝒇 𝟏 + 𝒆𝝅𝒊(𝒉+𝒌) + 𝒆𝝅𝒊(𝒉+𝒍) + 𝒆𝝅𝒊(𝒌+𝒍)

𝑭 = 𝟒𝒇 se 𝐡, 𝐤, 𝐥 todos pares ou todos ímpares.

𝑭 = 𝟎 se 𝐡, 𝐤, 𝐥 misturados entre pares e ímpares. Reflexões proibidas



Fator de estrutura - Cristal FCC
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o Exemplo: Fe-γ (Grupo espacial F𝑚ത3𝑚 (225)) 𝑭 = 𝟒𝒇 se 𝐡, 𝐤, 𝐥 todos pares ou todos ímpares.

𝑭 = 𝟎 se 𝐡, 𝐤, 𝐥 misturados entre pares e ímpares. 
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Fator de estrutura - Cristal CS
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o Exemplo: AlNi→cúbico simples

o Ni nos pontos de rede: 𝟎, 𝟎, 𝟎

o  Al nas posições
𝟏

𝟐
,

𝟏

𝟐
,

𝟏

𝟐
. 

o  Substituindo os valores de  𝒇𝒊 𝒆 𝒙𝒊, 𝒚𝒊 𝒆 𝒛𝒊 na equação do 

Fator de estrutura obtemos:

o Então:

𝑭 = 𝒇𝑵𝒊𝒆𝟐𝝅𝒊(𝒉𝟎+𝟎𝒌+𝟎𝒍) + 𝒇𝑨𝒍𝒆𝟐𝝅𝒊(
𝟏
𝟐

𝒉+
𝟏
𝟐

𝒌+
𝟏
𝟐

𝒍)

𝑭 = 𝒇𝑵𝒊 + 𝒇𝑨𝒍𝒆
𝝅𝒊(𝒉+𝒌+𝒍)

𝑭 = 𝒇𝑵𝒊 + 𝒇𝑨𝒍 se 𝐡 + 𝐤 + 𝐥 é par.

𝑭 = 𝒇𝑵𝒊 −  𝒇𝑨𝒍 se 𝐡 + 𝐤 + 𝐥 é impar.



Fator de estrutura - Cristal CS
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o Exemplo: AlNi→cúbico simples (Space group P𝑚ത3𝑚 

(221))

𝑭 = 𝒇𝑵𝒊 + 𝒇𝑨𝒍 se 𝐡 + 𝐤 + 𝐥 é par.

𝑭 = 𝒇𝑵𝒊 −  𝒇𝑨𝒍 se 𝐡 + 𝐤 + 𝐥 é impar.

Não tem reflexões proibidas !!!!!
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Fator de estrutura - Cristal CS
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o Exemplo: AlNi3→cúbico simples

o Al nos pontos de rede: 𝟎, 𝟎, 𝟎

o  Ni nas posições
𝟏

𝟐
,

𝟏

𝟐
, 𝟎 , (

𝟏

𝟐
, 𝟎,

𝟏

𝟐
), (𝟎,

𝟏

𝟐
,

𝟏

𝟐
). 

o  Substituindo os valores de  𝒇𝒊 𝒆 𝒙𝒊, 𝒚𝒊 𝒆 𝒛𝒊 

na equação do Fator de estrutura obtemos:

o Então:

𝑭 = 𝒇𝑨𝒍𝒆
𝟐𝝅𝒊(𝒉𝟎+𝟎𝒌+𝟎𝒍) + 𝒇𝑵𝒊𝒆

𝟐𝝅𝒊(
𝟏
𝟐𝒉+

𝟏
𝟐𝒌+𝟎𝒍)

+𝒇𝑵𝒊𝒆
𝟐𝝅𝒊(

𝟏
𝟐𝒉+𝟎𝒌+

𝟏
𝟐𝒍) + 𝒇𝑵𝒊𝒆

𝟐𝝅𝒊(𝟎𝒉+
𝟏
𝟐𝒌+

𝟏
𝟐𝒍)

𝑭 = 𝒇𝑨𝒍 + 𝒇𝑵𝒊 𝒆𝝅𝒊(𝒉+𝒌) + 𝒆𝝅𝒊(𝒉+𝒍) + 𝒆𝝅𝒊(𝒌+𝒍)
𝑭 = 𝒇𝑨𝒍 + 𝟑𝒇𝑵𝒊 se 𝐡, 𝐤, 𝐥 são todos pares ou todos ímpares.

𝑭 = 𝒇𝑨𝒍  − 𝒇𝑵𝒊 se 𝐡, 𝐤, 𝐥 são misturados 

entre pares e ímpares. 
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o Exemplo: AlNi3→cúbico simples 

(Space group P𝑚ത3𝑚 (221))

𝑭 = 𝒇𝑨𝒍 + 𝟑𝒇𝑵𝒊 se 𝐡, 𝐤, 𝐥 são todos pares ou todos ímpares.

𝑭 = 𝒇𝑨𝒍  − 𝒇𝑵𝒊 se 𝐡, 𝐤, 𝐥 são misturados entre 

pares e ímpares. 

Não tem reflexões proibidas !!!!!
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Fe-α Fe-γ

NiAl Ni3Al
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