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Prefacio

Primeiramente, Fora Temer!

Em 2011, iniciamos nossa empreitada de apresentar a mecanica quantica co-
mecando por seus exemplos mais simples com o livio Mecdnica Quédntica para
Matemdticos em Formacdo, escrito em parceria com o Professor Alexandre Ba-
raviera. O livro foi destinado a um curso ministrado no 28° Coldéquio Brasileiro
de Matemética realizado naquele mesmo ano e repetido algumas vezes em outras
situacdes. Como mencionamos 14, aquele texto foi o resultado de uma pequena
aventura ou uma grande ambic¢do: falar de mecéanica quantica para matematicos
em formagdo. Da experiéncia bem sucedida, concluimos que, se tomado o devido
cuidado, é possivel apresentar os principais aspectos da teoria sem assumir pré-
requisitos matematicos muito avancados. O texto que vocé estd lendo agora € fruto
de uma grande aventura e uma ambicao ainda maior: falar de mecénica quantica
para alunos do Ensino Médio.

De maneira geral, os primeiros sistemas estudados em cursos introdutérios de
Fisica Quantica s@o escolhidos do ponto de vista histérico, o que ndo necessaria-
mente os torna mais adequados do ponto de vista diddtico. Para fazer uma apresen-
tacdo matematicamente consistente, sio necessarios varios conceitos de Algebra
Linear avancada e Andlise Funcional, que trata do estudo de espacos de fungdes.
Essa € uma area belissima da matemadtica, mas sua complexidade faz com que tais
textos sejam muito duros para estudantes nos primeiros anos da graduacio e inaces-
siveis para alunos do Ensino Médio. As dltimas décadas, no entanto, permitiram o
crescimento da chamada teoria qudntica da informacdo, ou, como é mais comum,
informagdo qudntica. Um dos maiores méritos desta foi levar a uma revisdo dos
conceitos fundamentais da mecénica quantica e, em especial, permitir uma maior
valorizacdo dos espacgos de estado de dimensdo finita. Dessa forma, sai a andlise
funcional (como pré-requisito ou ponto de partida) e entra a dlgebra linear. Esse
é o espirito do texto: discutir a matemadtica da mecénica quintica através do seu
exemplo mais simples, 0 que nos leva naturalmente aos R? e C2. Assim, sdo sufi-
cientes conceitos basicos de Algebra Linear, o que torna o contetido acessivel para
alunos ainda no ensino médio.

Essa grande aventura comegou com o Programa Mentores da Olimpiada Bra-
sileira de Matematica das Escolas Publicas, para o qual foi preparado o curso a dis-
tancia Fundamentos Matemdticos da Fisica Quédntica, dividido em dois médulos.
Nesse curso, é apresentado o conteddo contido nesse texto e algumas generaliza-
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¢oes. Desse modo, toda a organizacio do programa e principalmente os alunos que
vieram se aventurar conosco durantes os tré€s semestres em que o curso foi ofere-
cido merecem nosso agradecimento especial. Agradecemos também ao Professor
Mirio Jorge Dias Carneiro por se lembrar de nés em sua busca por atividades inte-
ressantes para a VIII Bienal da Matematica. E uma grande honra. Seus exemplos
seguem nos norteando!

Por fim, € hora e lugar de agradecermos e nos desculparmos, mais uma vez,
com aqueles entes préximos e queridos, que concordaram com tantas rendncias
em nome de mais um projeto que, finalmente, ganhou forma.

Barbara Amaral &  Marcelo Terra Cunha



Capitulo 1

Numeros Complexos

O conjunto dos niimeros complexos tem um universo infinito de aplicagdes.
Em muitos casos eles podem facilitar os cdlculos e abreviar a notacdo e permitir
célculos que seriam impossiveis utilizando apenas ndmeros reais. A Mecanica
Quantica faz uso dos nimeros complexos, mas aqui eles ndo sdo s6 um atalho para
simplificar a teoria. A importancia deles é tamanha que alguns fisicos afirmam que
& impossivel formula-la utilizando apenas os nimeros reais. Faremos aqui apenas
um resumo das principais propriedades que serdo necessarias ao longo do texto e
para mais detalhes o leitor pode consultar [1, 2, 3].

1.1 Soma e Multiplicaciao

Defini¢ao 1. Um corpo é um conjunto C' em que podemos definir duas operagdes

+:CxC—C

(a,b) —s a+ b (1.1)
- OCxC—C
(a,b) —>a-b=ab (1.2)

chamadas,respectivamente, de soma e multiplicacdo, tais que para todos a, b, c €
C valem

1) (Associatividade) a + (b+c¢) = (a+b)+cea-(b-c)=(a-b)- ¢
2) (Comutatividade) a +b=b-+aea-b=0>-a;

3) (Existéncia de elemento neutro) existem elementos distintos 0 € C'e 1 € C
taisquea+0=aea-1=a;

4) (Existéncia de inversos) Paratodo a € C existe —a € C'tal que a+(—a) =0
esea#Oexistea ! € Ctalquea-a~ ! =1,

5) (Distributividade) a- (b+c¢)=a-b+a-c.

3



4 CAPITULO 1. NUMEROS COMPLEXOS

Exercicio 1. O conjunto dos niimeros racionais Q e o conjunto dos nimeros reais
R sdo corpos com as operacdes usuais de soma e multiplicacio.

Os corpos que vao aparecer com mais frequéncia ao longo do texto sdo o corpo
dos nimeros reais e o corpo dos nimeros complexos. Vamos assumir que o leitor j&
esta familiarizado com as operagdes definidas em R. Para os ntimeros complexos
faremos aqui uma breve introducio de suas principais propriedades.

Definicao 2. Um niimero complexo € uma expressao do tipo:
z=x+ 1y,

em que x e y sdo nimeros reais e ¢, chamado unidade imagindria, satisfaz a pro-
priedade i> = —1. O nimero z = Re (z) é a parte real de z e y = Im (z) é a parte
imagindria de z.

O conjunto formado por todos os nimeros complexos sera denotado por C.
Para definir a soma e a multiplicacdo de niimeros complexos vamos usar as opera-
coes de soma e multiplicacdo de nimeros reais e considerar cada nimero complexo
como um polindmio em ¢.

Definicido 3. A soma de dois nimeros complexos z; = x1 + 1y; € 22 = Ta + Y2
é dada por
21+ 22 = (71 + 22) +i(y1 + y2). (1.3)

Definicao 4. O produto de z; e zo é dado por

2120 = 21T +iT1Y2 +iT2y1 + 17 Y1y2 = (2172 — Y1y2) +i(v1y2 +T2y1). (1.4)

Exercicio 2. Mostre que as operagdes definidas acima s3o comutativas e que a
multiplicag@o se distribui sobre a adi¢gdo. Mostre também que o elemento neutro
para a adi¢do € 0 = 0 4+ 70, que o elemento neutro para a multiplica¢do, também
chamado de identidade, é 1 = 1 4 70 e que o inverso de z para a soma é —z =
—x —1y.

Para mostrar que C é um corpo, resta mostrar que existem os inversos multi-
plicativos.

Definicao 5. O conjugado de um nimero complexo z = = + iy € o nimero com-
plexo
Z=u1x—1y. (1.5)

O médulo de z é definido por

|2 = Vz -z = /22 + 92 (1.6)

Um niimero complexo z é chamado unitdrio se |z| = 1.

Exercicio 3. Mostre que a médulo um nimero complexo € sempre um nimero real
ndo negativo e temos que |z| = 0 se, e somente se, z = 0.



1.2. REPRESENTACAO GEOMETRICA 5

Exercicio 4. Mostre que
(1.7)

é o inverso multiplicativo de z e que se z é unitario, 2~ = Z.
Teorema 1. O conjunto C é um corpo com a soma e a multiplicacdo definidas,
respectivamente, pelas equacoes (1.3) e (1.4). O elemento neutro para a adig¢do

é 0 = 0+ 10, o elemento neutro para a multiplicacdo, é 1 = 1 + i0, o inverso

de z para a soma é —z = —x — 1y e o inverso de z # 0 para a multiplicacdo é
e
R

1.2 Representacao Geométrica

Podemos representar os niimeros complexos geometricamente usando o plano
cartesiano. O nidmero complexo z = x + iy é representado pelo ponto (x,y) no
plano cartesiano e |z| representa a distancia euclidiana entre o ponto (0,0) e (x, y).

*"”’”””””””””::’, z = (x7y)

A partir da representagio geométrica podemos ver que se r = |z| e ¢ € 0 Angulo
formado entre a reta que liga os pontos (z,y) e (0,0) e o eixo x entdo

z =1 (cos(¢) + isen(9)) . (1.8)

Essa € a chamada forma geométrica do nimero complexo z. Desse modo, se z é
um complexo unitdrio entdo

z = cos(¢) + isen(o) (1.9)

para algum ¢ € R.

1.3 A Exponencial Complexa

Algumas funcdes definidas para nimeros reais podem ser facilmente generali-
zadas para C. Entre elas estd a fun¢do exponencial.
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Definicido 6. A exponencial de um nimero complexo z = x + iy € definida por
e” = e = ¢ (cos(y) + isen(y)). (1.10)

Exercicio 5. Os nimeros complexos da forma z = iy, que possuem parte real
igual a zero, sdo chamados imagindrios puros. Mostre que a exponencial e’ de
um imaginério puro é um nimero complexo unitdrio.

E possivel mostrar que valem as seguintes propriedades

1. e*T% = ¢* . ¥, para todos z, w € C;

4. (e*)" =e"*, paratodo z € Cen € Z.
5. e*#0.

Utilizando a exponencial complexa, é possivel reescrever a representacao ge-
ométrica de um nimero complexo, o que nos leva a chamada representagdo polar
de um niimero complexo:

z =1 (cos(¢) + isen(p)) = re'®. (1.11)

1.4 Exercicios

Exercicio 6. Coloque os niimeros complexos abaixo na forma x + iy.

1. (3—50)(2+14);
2. (1—14)% - 63;
3 (1-24)2

2427

Exercicio 7. Esboce no plano cartesiano os subconjuntos de C que satisfazem as
seguines propriedades

1. |z| =2;

2. |z2|=|z+1

3. Re(z) =Im(z+1).
Exercicio 8. Calcule

1 el+37ri.

3—mi

2. e 2




Capitulo 2
O espaco R?

Em vérios conjuntos podemos definir uma operacido envolvendo os elementos
do préprio conjunto, que chamaremos genericamente de soma, e uma operagao
envolvendo elementos do conjunto e nimeros reais, que chamaremos de multipli-
cagdo por escalar.

Em vaérios desses conjuntos essas operagdes satisfazem certas propriedades que
as tornam relevantes tanto do ponto de vista puramente matematico quando do
ponto de vista pratico. Quando isso acontece o conjunto em questdo é chamado
de espago vetorial sobre R. Estudar esse tipo de conjunto e suas propriedades é
importante para vdrias areas da ciéncia. Apresentaremos nesse capitulo um dos
exemplos mais simples de espago vetorial: o espaco vetorial R%. O leitor interes-
sado pode também consultar as referéncias [4, 5, 6, 7].

2.1 Definicao e Propriedades

Definicdo 7. Representamos por R? o conjunto de todas as duplas de nimeros
reais, que denotaremos por
lu) = (z,9) . 2.1)

Essas duplas de nimeros reais podem ser representadas por pontos no plano
cartesiano, como mostra a figura 2.1, mas podem também ser representadas por
setas que ligam a origem 0 = (0, 0) ao ponto de coordenadas (z,y), como mostra
a figura 2.2. Os elementos de R? serdio chamados vetores.

Definicdo 8. Dados |u) = (z1,y1) e [v) = (72, y2) em R? definimos a soma
[u) + [v) = (21, 91) + (22, 92) = (21 + 22,91 + y2) (2.2)
e 0 produto de |u) por um escalar A\ € R
AMuy = A(z1,y1) = (A\x1, Ayr) - (2.3)

Teorema 2. Para todos |u), |[v),|w) € R% e \,v € R as operagées de soma e
produto por escalar satisfazem as propriedades:

7
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3
D e , ”U,> - (472)
| i
-2 -1 ‘o 1 2 3 4 5 6

Figura 2.1: Representacdo geométrica do espaco R? no plano cartesiano, em que
¢ marcado o ponto P = (4,2), correspondente ao vetor |u) = (4, 2).

\

Figura 2.2: O elemento (4,2) € R? também pode ser representado pela seta que
liga a origem do plano cartesiano (0, 0) ao ponto de coordenadas P = (4, 2) .

1. (Associatividade) |u) + ([v) + |w)) = (Ju) + |v)) + |w);
(Comutatividade) |u) + |v) = |v) + |u);

(Existéncia de zero) O elemento 0 = (0,0) € R? ¢ tal que |u) + 0 = |u);

N owbd

(Existéncia de inverso aditivo) Dado |u) = (z,y) € R% o vetor —|u) =
(—z,—y) € R? étal que |u) + (— |u)) = 0;

5. (Associatividade) \ (v |u)) = (A\v) |u);

6. (Distributividade) \ (Ju) + |v)) = X |u) + X |v);
7. (Distributividade) (A + v) |u) = X |u) + v |u);
8 1|u) = |u).

Exercicio 9. Mostre que as opera¢des de soma e produto escalar definidas em R?
pelas Equacdes (2.2) e (2.3), respectivamente, de fato satisfazem todas as proprie-
dades enumeradas no Teorema 2.
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2.2 A geometria de R

As operagdes de soma e multiplicacio por escalar em R? podem ser representa-
das geometricamente, o que possibilita que as defini¢des e resultados que veremos
ao longo das préximas se¢des possam ser vizualisados através da geometria.

Em R2, cada vetor |u) = (z,y) pode ser representado por um segmeto orien-
tado que liga a origem do plano cartesiano ao ponto com coordenadas (z,y). A
figura 2.3 mostra a representagdo geométrica do vetor |u) = (3,4) € R2.

A
u) = (3,4)

¥

Figura 2.3: Representagiio geométrica do vetor @ = (3,4) € R2.

A soma de dois vetores também pode ser representada geometricamente. Da-
dos dois vetores |u) e |v), sua soma é igual ao vetor obtido da seguinte forma:
tomamos o segmento orientado que representa |u); em seguida, tomamos o seg-
mento orientado que representa |v) com origem na extremidade de |u); o vetor
|u) + |v) é representado pelo segmento oriendado que vai da origem até a extremi-
dade de |v). A soma dos vetores |u) = (3,4) e [v) = (6,2) é ilustrada na figura
2.4.

A multiplicagdo de um vetor por um escalar também pode ser representada
geometricamente. Dado um vetor [v) € R? e A € R, o vetor A |v) é encontrado da
seguinte forma: se A = 0 entdo A |[v) = 0; caso contrdrio, A [v) tem comprimento
|A| vezes o comprimento de |v) e mesma direcdo de |v) (dizemos que eles sdo
paralelos); A |v) tem o mesmo sentido de |v) se A > 0 e sentido oposto se A < 0.
A figura 2.5 ilustra os vetores |v) = (3,4), 2|v), %, —|v),=2]v), —@.
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Figura 2.4: Representagdo geométrica dos vetores |u) = (3,4) e |v) = (6,2) e de
sua soma |u) + |v) = (9, 6).

2.3 Combinacoes Lineares

Em RR?, os elementos podem ser combinados liviemente através da soma e da
multiplicagio por escalar, gerando outros vetores de R?.

Defini¢do 9. Dizemos que |v) é uma combinagdo linear de |u1) , ..., |ug) se exis-
tem constantes a1, ..., a; € R tais que

|v) = aq |ur) + ...+ ag |ug) .

Exemplo 1. O vetor (7,2) € R? ¢ uma combinagdo linear dos vetores (2,1) e
(1,0) porque

(7,2) =2 x (2,1) + 3 x (1,0).
Exemplo 2. O vetor nulo 0 é sempre combinacdo linear de qualquer conjunto de
vetores |v1), ..., |vg). De fato, temos que

OZOX"U1>+...+0X|U]€>.

Exemplo 3. Considere os vetores |e;) = (1,0), |e2) = (0,1). Qualquer vetor em
R? ¢ combinagio linear desses dois vetores. De fato, dado |v) = (a1, as) podemos
escrever

((Ll, az) = (al,O) + (0, ag)
=ai X (1,0)—|—a2 X (0,1)

=ai |€1> + a» |€2> .
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Figura 2.5: Representagdo geométrica do produto por escalar para o vetor |v) =
(3,4). A figura mostra os vetores |v) (preto), 2|v) (vermelho), @ (azul), — |v)
(verde), —2 |v) (rosa), —% (amarelo).



12 CAPITULO 2. O ESPACO R?

Exemplo 4. Se um vetor |v) é combinagdo linear de um vetor |u) entdo
[v) = Alw)
ou seja, |v) é miltiplo de |u) .

Exemplo 5. Considere os vetores |u1) = (1,0) e |uz) = (1,1). O vetor |[v) =
(4,2) é combinagéo linear de |u1) e |ug). Para provar esse fato, suponhamos inici-
almente que |v) possa ser escrito como combinagdo de |u1) e |ug). Isso quer dizer
que existem a1, az € R tais que

[v) = aq |ur) + ag |ug) 2.4)

(4, 2) =a (1,0) ) (1, 1)
(4,2) = (a1 + a2, a2).

Isso nos leva ao sistema de equagdes envolvendo a; € as

a1 +ax =4
a2:2

cuja solucdo é a; = 2 e ag = 2. De fato,
(4,2) =2x (1,0) +2 x (1,1).

Exemplo 6. Considere os vetores |u1) = (1,1) e |u2) = (2,2). O vetor |[v) =
(1,2) ndo é combinagdo linear de |u1) e |ug). Para provar esse fato, suponhamos
inicialmente que |v) possa ser escrito como combinacdo de |u1) e |ug). Isso quer
dizer que existem aj, a2 € R tais que

[v) = a1 [u1) + az |uz)

(172) =ax (]-7 1) + a3 (272)
(1,2) = (a1 + 2a92, a1 + 2a2),

0 que nos leva ao sistema de equacgdes

a1+ 2a9 =1
ai + 2a9 = 2

que claramente ndo podem ser satisfeitas simultaneamente. Logo esse sistema ndo
possui solucdo, e portanto as constantes a; € az com as propriedades desejadas nao
existem.

De fato, qualquer combinacio linear desses vetores € da forma

a1 X (1, 1) —+ ag X (2,2) = (a1 + 2a9, a1 + 2@2)

sempre possui as duas coordenadas iguais, e portanto nunca pode ser igual ao vetor
(1,2).
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De maneira geral, dados vetores |u1) , ..., |um,) € R™, um vetor |v) serd com-
binagdo linear de |u1) , ..., |u,) se existirem constantes aq, . . ., a,, tais que

[v) = a1 |u1) + ... + am |um) -

Para descobrir se essas constantes de fato existem e, se existem, quanto elas valem,
devemos resolver um sistema de equacdes que envolvem essas constantes. Por
enquanto, vamos trabalhar com poucos vetores de maneira que os sistemas que
teremos que resolver serdo simples e em geral podemos resolvé-los isolando uma
das varidveis em uma das equacdes e substituindo nas outras. De maneira geral,
no entanto, é necessdrio resolver sistemas mais complicados, o que pode ser feito
através de ferramentas mais sofisticadas que néo serdo abordadas nesse curso. O
leitor interessado pode encontrar uma apresentacdo detalhada de tais ferramentas
nas referéncias [4, 5, 6, 7].

Exercicio 10. Verifique se o vetor |v) é combinag@o linear dos vetores |uq) , . . ., [tuy,)
dados abaixo. Em caso afirmativo, encontre a combinaco linear desses vetores que
gera |v).

2.4 Independéncia Linear

Queremos encontrar condi¢des que informem se dentre um conjunto de veto-
res, algum deles pode ser escrito como combinagdo linear dos outros. Para isso
definimos a no¢do de dependéncia linear.

Defini¢do 10. Dizemos que um conjunto de vetores {|u1) , ..., |ux)} C R? é line-
armente independente (LI) se a equagdo

apluy) + -+ ag|ug) =0

s6 admite a solucdo trivial a; = ... = ag = 0, ou seja, se a Ginica combinagdo
linear dos vetores que gera o vetor nulo é aquela em que todas as constantes sao
nulas. Caso contrdrio, dizemos que os vetores sdo linearmente dependentes (LD).

Um conjunto de vetores € LD se existe uma combinacao linear deles que gera
o vetor nulo em que pelo menos uma das constantes é ndo-nula.
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Exemplo 7. Um conjunto de vetores que contém o vetor nulo é sempre LD. De
fato, tomando o conjunto {|uy),...,|ux),0} podemos escrever a combinagao li-
near

0 x ‘U1>—|—"'+0X |uk>—|-1><O:0.

Temos entdo uma combinacio linear dos vetores que gera o vetor nulo em que a
dltima constante utilizada é diferente de zero. Isso implica que esses vetores sdo
LD.

Exemplo 8. Um conjunto formado por um tnico vetor ndo nulo |u) é sempre LI.
Nesse caso, as unicas combinacdes lineares possiveis sdo miltiplos de |u) e para
que um desses multiplos seja o vetor nulo temos que

Alu)y =0
o que implica que A = 0, uma vez que |u) # 0.

Exemplo 9. Os vetores (1,0), (1,1) e (3,2) sdo LD. De fato, fazendo a cobinagio
linear
al (1,0) + ag (1, 1) +as (3,2) =0

temos que
a1+ as +3a3 =0
as +2a3 =0
Da segunda equagdo temos que as = —Z2a3z e da primeira equagdo temos que
a1 — 2a3 + 3az = 0, o que implica que a; = —a3. Assim, esse sistema de

equacdes possui uma infinidade de solucdes e concluimos que
—a3 (1,0) —2a3(1,1) —a3(3,2) =0
para qualquer valor de a3. Fazendo, por exemplo, a3 = 1 obtemos
—(1,0) —2(1,1) - (3,2) =0,

ou seja, temos uma combinago linear dos vetores (1,0),(1,1) e (3,2) que gera o
vetor nulo sem que todas as constantes sejam nulas. Isso implica que esses vetores
sdo LD.

Exemplo 10. Os vetores (1,1), (1,0) sdo LI De fato, supondo que
ay (1, 1) + ag (1,0) =0
obtemos o sistema de equagdes

a1 +ax=0
a1 =0

que possui somente a solucdo a; = ag = 0.
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Trés ou mais vetores em R? sdo sempre LD. Isso acontece porque o problema
de identificar se esses vetores sdo ou nao LI leva a um sistema que sempre possui
solugdo nao trivial.

Teorema 3. O niimero mdximo de vetores LI em R? ¢é igual a 2.

Demonstragdo. Considere o conjunto de vetores |uy) ,. .., |ug) com k > 2. Para
saber se esses vetores sdo LD, devemos encontrar constantes ay, . . . a; que tornem
a equagao

al ]u1)+-~-+akluk> =0
verdadeira. Essa equacgdo nos leva a um sistema com duas equagdes e k incégnitas,
que sempre possui solucdo ndo trivial. A demonstracio desse resultado estd fora

do escopo desse texto e o leitor interessado pode encontrar a demonstracdo nas
referéncias [4, 5, 6, 7]. ]

A definicdo de depedéncia linear é importante porque ela permite identificar
se dentro de um conjunto de vetores, um deles pode ser escrito como combinacao
linear dos outros ou nio. De fato, as duas propriedades sdo equivalentes.

Teorema 4. Um conjunto de vetores é LD se, e somente, se podemos expressar ao
menos um dos vetores como combinacdo linear dos outros.

Demonstragdo. Suponhamos que {|v1),...,|vg)} seja um conjunto LI. Entdo
existe uma combinacdo linear desses vetores que resulta no vetor nulo

arlvi) +---+ag|vg) =0

com pelo menos uma das constantes a; # 0. Suponhamos que a; # 0. Podemos
entdo escrever

0 que mostra que |v1) é combinagdo linear de |ve) , .. ., |vk).
Por outro lado, se um dos vetores, digamos |v1), € combinagéo linear dos ou-
tros, entdo existem constantes bo, . . . , by tais que

|v1) = ba |va) + - + by |v)

o que implica que

[v1) = ba fv2) — -+ = bg |u) = 0,
0 que mostra que os vetores {|v1),...,|vk)} sdo LD. O
Exemplo 11. Um conjunto com dois vetores é LD se, e somente se, um deles é

multiplo do outro. De fato, se dois vetores sao LD, um deles pode ser escrito como
combinacdo linear do outro.

Exercicio 11. Verifique se os conjuntos de vetores abaixo sdo LI ou LD.



16 CAPITULO 2. O ESPACO R?

1. (1,1);
2. (1,2),(3,6);
1,2),(3,1);

)

1)

1,1
5. (1,1),(1,0), (4,6).

[O8]
e N e T

Exercicio 12. Em cada item do exercicio anterior em que os vetores sdo LD, es-
creva uma combinagdo linear dos vetores que resulta o vetor nulo em que pelo
menos uma das constantes usadas seja diferente de zero. Escreva um dos vetores
como combinaco linear dos outros.

Exercicio 13. Se os vetores |u) , |v), |w) s@o linearmente dependentes entdo |w) é
uma combinagdo linear de |u) e |v)?

2.5 Subespacos Vetoriais

Definicdo 11. Um subespago vetorial S de R? é um subconjunto nio vazio de R?
para o qual as seguintes propriedades sao satisfeitas:

1. |u) + |v) € S para todo par |u) e |[v) € S;
2. Mu) € S paratodo A € Retodo |u) € S.

Quando S é um subespaco, ele é preservado pelas operagdes de soma e mul-
tiplicagdo por escalar, isto €, essas operacdes, ao serem aplicadas a elementos de
S, produzem como resultado vetores que também sdo elementos de S. Essa é uma
restricio muito forte: apenas uma classe especial de subconjuntos de R? possui
essa propriedade.

Exemplo 12. Considere em R? o conjunto de vetores cujas extremidades perten-
cem ao conjunto S ilustrado na figura 2.6. Observe que ao somar dois vetores de S
o resultado pode estar fora de S. Isso quer dizer que S ndo é um subespaco de R2.

Exemplo 13. Considere em R? o conjunto de vetores cujas extremidades perten-
cem a reta S ilustrada na figura 2.7. Observe que ao somar dois vetores de .S o
resultado pode estar fora de S. Isso quer dizer que S ndio é um subespaco de R2.

Exemplo 14. Considere em R? o conjunto de vetores cujas extremidades perten-
cem a reta S ilustrada na figura 2.8. Observe que ao somar dois vetores de S o
resultado estd sempre em .S. O mesmo acontece com a multiplicacdo por escalar.
Isso quer dizer que S é um subespaco de R?.
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Figura 2.6: Um subconjunto S C R? que ndo é um subespaco vetorial de R2.

\\A

Figura 2.7: Um subconjunto S C R? que ndo é um subespaco vetorial de R2.

Exemplo 15. O subconjunto
S ={(t,0) € R%;t € R}

& um subespaco vetorial de R".

Solugdo. Nos exemplos anteriores, utilizamos a geometria de R? para entender se
o subconjunto S € ou ndo um subespaco vetorial. Agora vamos utilizar a dlgebra
para fazer essa verificagdo.

A solucdo de um problema como esse passa sempre por trés passos. O primeiro
deles € verificar qual é a propriedade que define o subconjunto .S. Nesse exemplo,
o subconjunto S é o conjunto de todos os vetores de R? que possuem a segunda
coordenada igual a zero.
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\

Figura 2.8: Um subconjunto S C R? que é um subespaco vetorial de R?.

O segundo passo € verificar se a soma de quaisquer elementos de .S permanece
em S. Suponhamos entdo que |u) e [v) € S. Isso quer dizer que |u) = (1,0) e
|v) = (t2,0) com t1 e to € R. Assim

|u) + |v) = (t1 + t2,0)

também pertence a S.
O terceiro passo € verificar se a multiplicagdo de elementos de S por constante
permanece em S. Tomando |u) = (¢1,0) € S qualquer e A € R temos

Alu) = (At1,0)

que também pertence a S. Como as propriedades 1 e 2 sdo satisfeitas, S é um
subespaco de R?.
Observe que esse subespaco corresponde aos vetores sobre o eixo x e portanto
S € uma reta passando pela origem.
O

Exemplo 16. Considere o subconjunto

S ={(1,t) € R%;t € R}.
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O subconjunto S ndo é um subespago vetorial de R?. De fato, temos que (1,1)
pertence a S, mas 2 x (1,1) = (2,2) ndo pertence a S. Observe que S é uma reta
que ndo passa pela origem.

Exemplo 17. Os subespagos de R? correspondem a S = {0}, retas passando pela
origem ou S = R?. Veremos mais adiante como podemos provar esse fato.

Exercicio 14. Verifique quais sdo, dentre os subconjuntos de R? abaixo, subespa-
¢os vetoriais.

1. O subconjunto de vetores que possuem primeira coordenada igual a zero;
2. O subconjunto de vetores que possuem primeira coordenada igual a 1;

3. O subconjunto de vetores (z, y) tais que zy = 0;

4. O subconjunto de vetores (x,y) tais que y + 3z = 0;

5. O subconjunto de vetores (z,y) tais que y + 3z = 1.

Exercicio 15. Se S| e Sy sdo subespacos vetoriais de R?, mostre que S1 () S2
também é um subespaco vetorial de R?. O mesmo acontece com S |J S2?

2.5.1 Subespacos gerados

Definicdo 12. Dado um conjunto de vetores |u1),...,|ux) em R2, o subespaco
gerado por esses vetores é o conjunto de todas as suas combinagdes lineares:

(lur) .oy lug)) = {ar Jur) + ...+ ag Jug) ;a; € R}.

Exercicio 16. Prove que (|uy) , ..., |ug)) é de fato um subespago de R2,

Exercicio 17. O vetor (7,2) € R? é uma combinagdo linear dos vetores (2,1) e
(1,0) porque
(7,2) =2 x(2,1) +3 x (1,0).

Portanto (7,2) € ((2,1),(1,0)).

Exercicio 18. O subespago gerado por um vetor ndo nulo |[v) € R? é uma reta
passando pela origem. De fato

(lv)) ={t|v);t € R}

que corresponde justamente a reta passando pela origem na dire¢do do vetor |v).
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2.5.2 Base e Dimensao

Podemos nos perguntar se existe um conjunto de vetores LI de forma que todo
elemento de R? possa ser escrito como combinacio linear dos elementos desse
conjunto. E possivel mostrar que R? possui infinitos conjuntos LI com essa pro-
priedade.

Definicdo 13. Uma base para R? é um conjunto LI

B={lu1),...,|ug)}

tal que todo vetor de R? é combinagdo linear de |u1) , ..., |ug), ou seja

(Jui), ..., |uk)) = R2

De maneira intuitiva, uma base para R? é um conjunto com o niimero minimo
de vetores que precisamos para gerar todos 0s outros vetores a partir de combina-
coes lineares.

Exercicio 19. Os vetores |u;) = (1,0) e |uz) = (0,1) formam uma base para
R?. De fato, esses vetores sido LI e qualquer vetor de R? pode ser escrito como
combinagdo linear de |u;) e |ug).

O Teorema 3 implica que nio pode haver uma base para R? com mais de dois
elementos, j4 que tal conjunto seria LD. Por outro lado, um conjunto com apenas
um vetor ndo pode gerar todo o R2, pois o Exemplo 18 nos mostra que o subespaco
gerado por um vetor € uma reta passando pela origem. Isso implica que todas as ba-
ses de R? possuem dois elementos. Podemos entender esse fato intuitivamente: se
temos apenas um vetor, podemos andar em uma dire¢2o apenas € vamos conseguir
chegar apenas aos vetores cujas extremidades estdo sobre uma reta que passa pela
origem. Para chegar a todos os outros vetores do plano, precisamos nos locomo-
ver em pelo menos duas dire¢des independentes. Por outro lado, se tivermos trés
vetores, um deles pode ser obtido a partir de combinac¢ao linear dos outros dois.
Isso quer dizer que esse vetor é “desnecessario”, ou seja, poderiamos chegar aos
mesmos vetores utilizando apenas os outros dois vetores. Logo o niimero minimo
de vetores que precisamos para gerar todo o R? fazendo combinacdes lineares é 2.

Definiciio 14. A dimensdo de R? é o nimero de vetores em uma base de R2. Logo
R? tem dimensio 2.

Todas as bases de R? possuem dois elementos, mas nem todo conjunto com
dois elementos é uma base, jd que esses vetores podem ser LD. No entanto, se um
conjunto com dois vetores € LI, ele é automaticamente uma base.

Teorema 5. Em R?, qualquer conjunto LI com dois elementos é uma base.

Demonstragdo. Suponhamos que |v1) e |vz) sejam LI. Para mostrar que eles for-
mam uma base, devemos mostrar que eles geram R2. Dado |u) um vetor qualquer
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de R?, sabemos que o conjunto {|u), |v1), |ve)} é LD, jé que possui trés vetores.
Logo, existe uma combinagao linear

a><|’LL>+b1><|U1>—|—b2><|’L)2>:O

em que pelo menos uma das constantes a, b1, bs é diferente de zero. Nao pode ser
a = 0, pois isso implicaria que

b1 x |’U1> + by X |U2> =0

com by ou by diferente de zero, o que ndo é possivel porque |v;) e |vg) sdo LI Logo
a#0e

by
lu) = T X |vg) — o X |vg)

e |u) é combinagio linear de |v;) e |v2). Assim mostramos que todo vetor de R?
pode ser escrito como combinagdo linear de |v1) e |v2), 0 que prova que esses
vetores geram R? e sdo portanto uma base. 0

Assim, para verificar se um conjunto de vetores é ou nio uma base para R?,
basta verificarmos se ele possui o nimero correto de vetores e se esses vetores sao
LI O teorema acima garante que nessas condigdes, o conjunto gera R? e portanto
€ uma base. Podemos resumir esse resultado da seguinte forma:

Uma base para R? é um conjunto LI com exatamente 2 vetores.

Exercicio 20. Verifique se os vetores abaixo formam uma base para R?.

1,2),(1,0),(0,1);
1,—-1),(0,1);

W
~—~  ~  ~

1,1),(0,1),(0,1).

2.6 Produto Interno

Definicdo 15. O produto interno entre os vetores |u) = (x1,y1) € [v) = (x2,y2) é
o ntimero real
(u|v) = z122 + Y172 (2.5)

Teorema 6. O produto interno em R? satisfaz as seguintes propriedades:

I (AN u|+p(]) Jw) = A((u|w)) + w((v]|w)), isto é o produto interno
entre o vetor (A |u) + p|v)) e |w) éigual a X ({(u | w)) + p ({(v | w))
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2. (u|v) = (v]|u);
3. {u|u)>0;
4. Se (u | u) = 0 entdo |u) = 0.

Exercicio 21. Prove que o produto interno em R? satisfaz as propriedades listadas
no Teorema 6.

O produto interno entre |u) = (z1,y1) € |[v) = (z2,y2) também pode ser
denotado por

(w]v) = (z1,91) - (22,92) .

Exemplo 18. O produto interno entre os vetores (1,3) e (4, —2) em R? ¢ igual a
(1,3)-(4,-2)=(1)(4)+ () (-2) =4-6= -2
Definiciao 16. A partir do produto interno podemos definir a aplicagéo

|-]: R2 =R

[o]] = /(v [ ).

Essa funcdo é chamada norma em R2.

escrevendo

Defini¢do 17. Dizemos que dois vetores |u) e |v) sdo ortogonais se (u | v) = 0.
Dizemos que um conjunto E = {|v1),...,|vk)} é ortogonal se seus elementos
sdo dois a dois ortogonais. Dizemos que um conjunto F = {|v1),...,|vg)} é
ortonormal se é ortogonal e (v; | v;) = 1 para todo i.

Dois vetores ortogonais em R? sio representados geometricamente por setas
perpendiculares.

Exercicio 22. Mostre que o nimero maximo de vetores ortogonais em R? é 2.

Exercicio 23. Mostre que se u ¢ v sdo ortogonais, entao

lu +ol* = [[ull® + ol

Teorema 7. Se {|v1),...,|vg)} € um conjunto ortogonal, entdo valem as seguin-
tes propriedades:
1. O conjunto {|v1),...,|vg)} éLL

2. Se|v) = ay |vi) + ...+ ay |vg), entdo

_ (vl
= U1
vl

7
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Demonstragdo.

1. Suponhamos que
ay [v1) + az |ve) + ...+ ag |vg) = 0. (2.6)

Para provar que o conjunto {|v1),...,|vk)} é LI, devemos mostrar que a
Unica possibilidade para as constantes «; na equacio acima € que todas elas
sejam nulas.

Fazendo o produto interno por |v;) em ambos os lados da equagdo acima,
temos que

(a1 |v1) +ag|va) + ...+ ak|vg)) - |vi) =0+ |vg)
a1 ((v1 | vg)) +az ((v2 | v3)) + ...+ ak ((v | v:)) =0
a; ((vi | vi)) =0
(J,Z‘”’UZ‘H2 = 0.
Como ||v;|]| # 0, a equagdo acima implica que a; = 0. Logo a equagio

(7.29) s6 pode ser verdadeira se todas as constantes a; sdo nulas e portanto o
conjunto {|v1),...,|vk)} é LL

2. Suponhamos que

[v) = aq |v1) + a2 |v2) + ... + ag |vk) (2.7)

Fazendo o produto interno por |v;) em ambos os lados da equag@o acima,

temos que
(a1]v1) +azfve) + ... +ag|vg)) - |vi) = [v) - |vy)
a1 ((v1 | vi)) + a2 ((v2 [ vi)) + ..+ ag ((vg | vi) = (v | vi)
a; ((vi | vi)) = (v | i)
aillvil* = (v [ vi) .
20 acima imoli (ol )
A equagao acima implica que a; = 7, como querfamos provar.

O]

Definico 18. Dizemos que uma base B = {|v1),|v2)} para R? é uma base or-
togonal se seus elementos sdo ortogonais. Dizemos uma base B = {|v1) , |v2) } é
uma base ortonormal se é ortogonal e (v; | v;) = 1 para todo i.

Exercicio 24. A base canonica B = {|e;) = (1,0), |e2) = (0,1)} de R? é uma
base ortonormal. De fato, é facil mostrar que o produto interno (e; | e;) € igual a
zerosei # jeigualalsei = j.
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Exercicio 25. Mostre que o conjunto

3={m =(775) = (7))

¢é uma base ortonormal de R2.

Solucdo. Calculando os produtos internos temos
(v |v2) =0, (v1[v1)=(va|ve)=1

0 que mostra que B é um conjunto ortonormal. Pelo Teorema 31, B € um conjunto
LI e portanto € uma base, ja que possui dois vetores. O

Outra consequéncia do Teorema 31 é que dado um vetor qualquer |v) e uma
base ortogonal B = {|v1), |va)} de R, é facil encontrar as constantes que deve-
mos usar para escrever |v) como cominagdo linear de |vy) , |v2).

Exercicio 26. Escreva |v) = (2, —1) como combinagao linear dos vetores
1) ( 1 1 ) l03) < 1 1 >
v)=(—7=,—7=],lve)=(—=,—%= .

Y\ Ve e

Solugdo. Pelo teorema 31, sabemos que se

[v) = aq [v1) + a2 |v2)

entdo cada constante «; é dada por

Observe que a expressdo se simplifica ainda mais, ja que os vetores tem norma
igual a 1. Calculando os produtos internos, temos

ar=(v|v) =

ag = (v | ve) =

Temos entdo que

1 3
lv) = ﬁ lv1) + \ﬁ [v2) .
O

Exercicio 27. Verifique se os conjuntos de vetores abaixo sdo ortogonais. Verifi-
que quais deles sdo ortonormais. Verifique quais deles constituem bases de R2.
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L{(1,2),(1,0)};
2 () ()
3. {(1,2),(2,-1)}.

Exercicio 28. Considere os conjuntos acima que sio bases de R?. Escreva o vetor
(1,1) como combinagio linear dos elementos dessas bases.

Exercicio 29. Sejam |v) = (1,1) e |u) = (a, —1). Para quais valores da constante
a os vetores |v) e |u) sdo ortogonais?

Exercicio 30. Mostre que se |u) é ortogonal a |v) entdo A |u) é ortogonal a |v)
para todo valor de \ € R.

Exercicio 31. Mostre que se |v) é ortogonal a |vy) , ..., |vg) entdo |v) € ortogonal
a qualquer combinagéo linear de |v1) , ..., |vg).
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Capitulo 3

O espaco C?

As definicdes feitas no capitulo anterior para o conjunto R? podem ser gene-
ralizadas para o conjunto C2. Muitas definig¢des e resultados sio andlogos ao caso
real e por isso nio repetiremos todas as demonstracdes aqui. O leitor interessado
pode também consultar as referéncias [4, 7].

3.1 Definicao e Propriedades

Definicdo 19. Representamos por C? o conjunto de todas as duplas de niimeros
complexos, que denotaremos por

lu) = (z,w), z,w € C.

Os elementos de C? também serdo chamados vetores. Diferentemente de R2,
o conjunto C2 nio pode ser representado geometricamente, pois pra isso precisa-
riamos de 4 eixos reais.

Definicdo 20. Dados |u) = (z1,w1) e [v) = (22, w2) em C2, podemos a soma
lu) + [v) = (21 + 22, w1 + w3) 3.1
e o produto de |u) por um escalar \ € C2
Alu) = (Az1, Awn) (3.2)

Teorema 8. Para todos |u), |v),|w) € C? e \,v € C as operagdes de soma e
produto por esacalar satisfazem as propriedades:

1. (Associatividade) |u) + (Jv) + |w)) = (Ju) + |v)) + |w);
2. (Comutatividade) |u) + |v) = |v) + |u);

3. (Existéncia de zero) O elemento 0 = (0,0) € C? é tal que |u) + 0 = |u);
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28 CAPITULO 3. O ESPACO C?
4. (Existéncia de inverso aditivo) Dado |u) = (z,y) € C2 o vetor —|u) =
(—x, —y) € C? é tal que |u) + (— |u)) = 0;
(Associatividade) \ (v |u)) = (A\v) |u);
(Distributividade) X (|u) + |v)) = A|u) + A |v);

(Distributividade) (A + v) |u) = X |u) + v |u);

Lo N S O

Lu) = |u).

Exercicio 32. Mostre que as operagdes de soma e produto por escalar definidas
em C? de fato satisfazem todas as propriedades acima.

3.2 Subespacos Vetoriais

Definicdo 21. Um subespagco vetorial S de C2 é um subconjunto nio vazio de C?
que para o qual as seguintes propriedades sdo satisfeitas:

1. |z) + |y) € S para todo par |z) e |y) € S;
2. A|z) € S paratodo A € Cetodo |x) € S.
Quando S é um subespago, ele € preservado pelas operacdes de soma e multi-

plicacdo por escalar, isto é, essas operagdes, ao serem aplicadas a elementos de S,
produzem como resultado vetores que também sdo elementos de S.

Exemplo 19. O subconjunto
S ={(t,0) € C*t e C}

é um subespaco vetorial de C2.

Solugdo. A solucido de um problema como esse passa sempre por trés passos. O
primeiro deles € verificar qual € a propriedade que define o subconjunto S. Nesse
exemplo, o subconjunto S é o conjunto de todos os vetores de C? que possuem a
segunda coordenada igual a zero.

O segundo passo € verificar se a soma de quaisquer elementos de .S permanece
em S. Suponhamos entdo que |u) e [v) € S. Isso quer dizer que |u) = (1,0) e
|v) = (t2,0) com t1 e to € C. Assim

lu) + |v) = (t1 + t2,0)

também pertence a .S.
O terceiro passo é verificar se a multiplicacio de elementos de .S por constante
permanece em S. Tomando |v) = (¢1,0) € S qualquer e A € C temos

Alv) = (M1, 0)
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que também pertence a .S. Como as propriedades 1 e 2 sdo satisfeitas, S é um
subespaco de C2.
O

Exemplo 20. Considere o subconjunto
S ={(i,t) € C*t c C}.

O subconjunto S ndo é um subespago vetorial de C2. De fato, temos que (i, 1)
pertence a S, mas 2 x (i, 1) = (21, 2) néo pertence a S.

Exercicio 33. Verifique quais sdo, dentre os subconjuntos de C? abaixo, subespa-
¢os vetoriais.

1. O subconjunto de vetores que possuem primeira coordenada igual a zero;
2. O subconjunto de vetores que possuem primeira coordenada igual a 1 + ;
3. O subconjunto de vetores (z, w) tais que zw = 0;

4. O subconjunto de vetores (z,w) tais que iz 4+ 3w = 0;

5. O subconjunto de vetores (z,w) tais que z — 3iw = 1.

3.3 Combinacoes Lineares

Em C?, os elementos podem ser combinados liviemente através da soma e da
multiplicag@o por escalar.

Defini¢do 22. Dizemos que |v) é uma combinacdo linear de |uy), ..., |ug) se
existem constantes ag, ..., a; € C tais que
‘U> =al |U1> —|—...+ak\uk). (3.3)

Exemplo 21. O vetor (2 + i,7) € C? é uma combinagio linear dos vetores (2,i) e
(1,0) porque

(2+1,4) = (2,i) +14(1,0).
Exercicio 34. Mostre que o vetor nulo 0 é sempre combinagéo linear de qualquer
conjunto de vetores |v1) , ..., |vg).

Exemplo 22. Considere os vetores |e1) = (1,0), |e2) = (0, 1). Qualquer vetor em
C? é combinagio linear desses dois vetores. De fato, dado |v) = (a1, az) podemos
escrever

(al, a2) = (al, 0) + (0, az)
= ai (1,0) + as (0, 1)

=ajle1) +azlea).
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De maneira geral, dados vetores |u1) ;. .., |u,) € C2, um vetor |v) serd com-
binacdo linear de |uq),...,|u,) se existirem constantes complexas aj, ..., an
tais que

vy = a1 |ur) + ...+ am |um,) -

Para descobrir se essas constantes de fato existem e, se existem, quanto elas valem,
devemos resolver um sistema de equagdes que envolvem essas constantes. Nesse
curso vamos trabalhar com poucos vetores de maneira que os sistemas que teremos
que resolver serdo simples e em geral podemos resolvé-los intuitivamente.

Exercicio 35. Verifique se o vetor |v) é combinagdo linear dos vetores |u1) , ..., |uy,)
dados abaixo. Em caso afirmativo, encontre a combinacao linear desses vetores que
gera |v).

[\S)
=
Il
\.l\D
[N}
~—
=
_
~
|
—~
\'S’
~
~—

3.4 Independéncia Linear

Queremos encontrar condi¢des que informem se dentre um conjunto de veto-
res, algum deles pode ser escrito como combinacao linear dos outros. Para isso,
estendemos a defini¢io de dependéncia linear também para C2.

Definicdo 23. Dizemos que um conjunto de vetores {|u1), ..., |uz)} C C? é line-
armente independente (LI) se a equacao

a1|u1>+~--+ak\uk):0

s6 admite a solucgdo trivial a3 = ... = a; = 0, ou seja, se a Unica combinagdo
linear dos vetores que gera o vetor nulo é aquela em que todas as constantes sdo
nulas.

Caso contrério, dizemos que os vetores sdo linearmente dependentes (LD).

Um conjunto de vetores é LD se existe uma combinacio linear deles que gera
o vetor nulo em que pelo menos uma das constantes é ndo-nula.

Trés ou mais vetores em C? sdo sempre LD. Isso acontece porque o problema
de identificar se esses vetores sao ou ndo LI leva a um sistema que sempre possui
solugdo nao trivial.



3.4. INDEPENDENCIA LINEAR 31

Teorema 9. O niimero mdximo de vetores LI em C? é igual a 2.

A defini¢do de depedéncia linear é importante porque ela permite identificar
se dentro de um conjunto de vetores, um deles pode ser escrito como combinagao
linear dos outros ou nio. De fato, as duas propriedades sdo equivalentes.

Teorema 10. Um conjunto de vetores é LD se, e somente se, podemos expressar
ao menos um dos vetores como combinacdo linear dos outros.

As provas sio idénticas ao caso de R? e ndo iremos repeti-las aqui.
Exercicio 36. Verifique se os conjuntos de vetores abaixo sdo LI ou LD.
(L)

. (1,24),(31,6);

—_—

2
3. (1,2i),(3,1);

4. (1,2i),(3,1),(1,1);
5. (1,1+14),(,0),(4,6) .

Exercicio 37. Em cada item do exercicio anterior em que os vetores sdo LD, es-
creva uma combinacio linear dos vetores que resulta no vetor nulo em que pelo
menos uma das constantes usadas seja diferente de zero. Escreva um dos vetores
como combinacdo linear dos outros.

3.4.1 Subespacos gerados

Definicdio 24. Dado um e conjunto de vetores |u1) , ..., |uy) em C2, o subespago
gerado por esses vetores é o conjunto de todas as suas combinagdes lineares:

(lur) .oy Jug)) = {aq Jur) + ...+ ag |ug) ;a; € C}.

Exercicio 38. Prove que (|u1), ..., |uz)) é de fato um subespaco de C2.

3.4.2 Base e Dimensao

Podemos nos perguntar se existe um conjunto de vetores LI de forma que todo
elemento de C? possa ser escrito como combinacio linear dos elementos desse
conjunto. E possivel mostrar que C? também possui infinitos conjuntos LI com
essa propriedade.

Definicdo 25. Uma base para C? é um conjunto LI
B=A{lu),...,|ux}

tal que todo vetor de C2 ¢ combinagdo linear de |u1), .. ., |ux), ou seja

(lur), .o Jug)) = V.
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De maneira intuitiva, uma base para C? é um conjunto com o niimero minimo
de vetores que precisamos para gerar todos 0s outros vetores a partir de combina-
coes lineares.

Exemplo 23. Os vetores |u;) = (1,0) e |uz) = (0,1) formam uma base para
C2. De fato, esses vetores sio LI e qualquer vetor de C? pode ser escrito como
combinagdo linear de |uq) e |ug).

O Teorema 9 implica que niio pode haver uma base para C2 com mais de dois
elementos, ja que tal conjunto seria LD. Por outro lado, um conjunto com apenas
um vetor nio pode gerar todo o C2. Isso implica que todas as bases de C? possuem
exatamente dois elementos.

Defini¢ciio 26. A dimensdo de C? é o nimero de vetores em uma base de C2. Logo
C? tem dimensao 2.

Um resultado muito util é o seguinte:
Teorema 11. Em C2, qualquer conjunto LI com dois elementos é uma base.

Assim, para verificar se um conjunto de vetores é ou nio uma base para C?,
basta verificarmos se ele possui o ndmero correto de vetores e se esses vetores sao
LI O teorema acima garante que nessas condicdes, o conjunto gera C? e portanto
¢ uma base. Podemos resumir esse resultado da seguinte forma:

Uma base para C? é um conjunto LI com exatamente 2 vetores.

Exercicio 39. Verifique se os vetores abaixo formam uma base para C2.
1. (1,1);
2. (i,2),(1,0);
3. (1,2),(2,0),(0,7);
4. (1,—1),(0,1);

5. (1,4),(0,1),(0,7).

3.5 Produto Interno

A tnica defini¢do que ndio é exatamente a mesma para C2 é a definicio de pro-
duto interno. Quando utilizamos ndimeros complexos, para manter as propriedades
importantes do caso real devemos utilizar o complexo conjungado das coordenadas
do primeiro vetor.
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Defini¢do 27. O produto interno entre os vetores |u) = (z1,w1) e |v) = (22, w2)
¢ definido por
(u| v) =Z129 + WLwa.

Teorema 12. O produto interno em C? satisfaz as seguintes propriedades:
1 (4 ) - = A (| w)) + p (o | w));
2. (u|v)y=(v]|u)y;
3. (u|u)>0;

4. Se (u | u) = 0 entdo |u) = 0.

O produto interno entre |u) = (z1,w;) e [v) = (z2,w2) também pode ser
denotado por

(u]v) = (21,w1) - (22,w2) .

Exemplo 24. O produto interno entre os vetores (i,3) e (4 +1i,2 +i) em C2? é
igual a

(4,3)-(4+i,240)=(—i)4)+4—-9)(2+1i) =—-4+9+2i=9—2i.
Definicao 28. A partir do produto interno podemos definir a aplicagao

|-]]: C* = C

[oll = /(v [ ).

Essa funcdo é chamada norma em C2.

escrevendo

Defini¢do 29. Dizemos que dois vetores |u) e |v) sdo ortogonais se (u | v) = 0.
Dizemos que um conjunto £ = {|v1),...,|vg)} é ortogonal se seus elementos
sdo dois a dois ortogonais. Dizemos que um conjunto £ = {|v1),...,|vg)} é
ortonormal se é ortogonal e (v; | v;) = 1 para todo i.

Exercicio 40. Mostre que o nimero maximo de vetores ortogonais em C? é 2.

Teorema 13. Se {|v1),...,|vk)} € um conjunto ortogonal, entdo valem as seguin-
tes propriedades:
1. O conjunto {|v1),...,|vg)} é LI;

2. SeV =ay|v1) + ...+ ag |vg), entdo
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A demosntracio desse resultado é idéntica a feita para R? e portanto nio serd
repetida.

Defini¢do 30. Dizemos que uma base B = {|v1), |v2)} para C? é uma base or-
tfogonal se seus elementos sdo ortogonais. Dizemos uma base B = {|v1) , |va)} é
uma base ortonormal se é ortogonal e (v; | v;) = 1 para todo i.

Exemplo 25. A base candnica B = {|e;) = (1,0),|e2) = (0,1)} de C™ é uma
base ortonormal. De fato, é ficil mostrar que o produto interno (e; | e;) € igual a
zerosei # jeigualalsei = j.

Exemplo 26. Mostre que o conjunto

7 ) 1 1
B: = —_— f— -
te) (ﬁﬂ) e (ﬂ ﬁ)}
é uma base ortonormal de C2.

Solugdo. Calculando os produtos internos temos

(vi [v2) =0, (u1]v)=(v2|vz) =1

0 que mostra que B € um conjunto ortonormal. Pelo teorema 31, B é um conjunto
LI e portanto € uma base, ja que possui dois vetores. O

Exercicio 41. Verifique se os conjuntos de vetores abaixo sdo ortogonais. Verifi-
que quais deles sdo ortonormais. Verifique quais deles constituem bases de C?.

1. {(¢,27),(1,0)};
2 (% %) (55 %)}
3. {(1,2), (2, —i)}.

Exercicio 42. Considere os conjuntos acima que sio bases de C2. Escreva o vetor
(,47) como combinagdo linear dos elementos dessas bases.



Capitulo 4

Um Bit de Mecanica Quantica

Nesse texto, nosso objetivo € apresentar os principais elementos da mecénica
quantica através de seu exemplo mais simples: sistemas de dois niveis, também
chamados bits quanticos, ou simplesmente gbits. Deliberadamente, vamos fugir da
estratégia de apresentar uma definicdo geral e depois descrever exemplos especiais.
Assim, as definicdes apresentadas neste texto sdo precisas apenas quando restritas
a ele. Ainda que pareca inconsistente, acreditamos ser didaticamente acertado. O
leitor interessado na generalizacdo dos resultados aqui apresentados para sistemas
mais complexos pode consultar as referéncias [9, 11, 13, 14].

O termo bit vem da abreviacdo do termo digito bindrio, que é a unidade ba-
sica de informacao utilizada em Computacio e Teoria de Informacdo. Dispositivos
como nossos celulares e computadores funcionam armazenando e manipulando
informacdes codificadas como cargas elétricas em capacitores dentro de um dispo-
sitivo de memoria. Associamos a presenca de uma carga ao valor 1 e a auséncia de
carga ao valor 0.

De maneira geral, chamaremos de bit a qualquer experimento em que ha ape-
nas duas respostas possiveis, e pode, portanto, ser fisicamente implementado por
dispositivos que possam estar em dois estados distintos, que chamaremos generi-
camente de 0 e 1. Os valores possiveis para um bit também podem ser associados
a valores 16gicos (verdadeiro / falso, sim / ndo), sinais algébricos (+/—), estados
de ativagao (ligado / desligado), ou qualquer outro atributo que possa assumir dois
valores distintos. O resultado do langcamento de uma moeda é um bom exemplo de
um bit: os resultados possiveis para esse experimento sdo dois, cara ou coroa.

Outras grandezas, como a polarizacdo da luz e o spin do elétron, ndo podem
ser descritas por um modelo matematico tdo simples como o bit. Nesses casos,
podemos gerar estados permitidos a partir de superposicdes de outros estados. Para
descrever esses sistemas vamos precisar utilizar a Algebra Linear, que é a drea
da matematica que nos permite tratar adequadamente tais superposicdes, como
veremos adiante.

Assim, para um bit quantico, declaramos os estados extremais 0 e 1 uma base
ortogonal para o espago de estados do sistema. Essa frase simples inclui vdrias
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36 CAPITULO 4. UM BIT DE MECANICA QUANTICA

afirmacdes nas entrelinhas. Vamos detalha-las.

4.1 Estados e Medicoes

Em nossa descri¢do de um bit qudntico, o primeiro passo serd encontrar um
objeto matemético que represente adequadamente o estado do sistema. Esse objeto
nos dard todas informagdes que podemos obter a respeito do comportamento desse
sistema. O conjunto ao qual pertencem tais objetos € o que chamamos de espagco
de estados do sistema. Assim, todo sistema quantico possui um espaco de estados
E.

Para o bit quintico, temos que ' = C2. O estado de um bit quantico é definido
por um vetor unitdrio em seu espacgo de estados. Toda e qualquer predi¢do sobre o
sistema pode ser feita a partir do conhecimento de seu estado. Para uso nesse texto,
vamos adotar:

Postulado 1. O estado de um bit qudntico é um vetor unitdrio em seu espaco de
estados E = C2.

Uma base para o espagco de estados serd dada por dois vetores linearmente
independentes, {|e1),|e2)}. Como as alternativas cldssicas de um bit costumam
ser denotadas 0 e 1, é comum utilizarmos a base {|0) , |1)}. O leitor deve ter muito
cuidado para nio confundir |0) com o vetor nulo do espago C?. Claramente este
ndo € o caso, pois |0) e |1) sdo linearmente independentes. O vetor nulo sempre
serd denotado pelo simbolo O para evitar que ele seja confundido com o vetor |0),
que é um vetor ndo-nulo. Em geral, vamos utilizar a base formada pelos vetores
|0) = (1,0) e |1) = (0,1). Assim, um estado para o bit quintico pode ser escrito
na forma

[¥) = a|0) + B[1) 4.1)

em que |a|? + |B|? = 1 para que |+)) seja um vetor unitdrio.

O segundo objeto matemdtico que precisamos em nossa descri¢do estd rela-
cionado as medicdes que podemos realizar sobre o sistema. O fato de que bits
quanticos podem estar em superposicdes da forma (4.1) faz com que os testes que
podemos fazer sobre eles tenham também uma estrutura muito mais rica. Em bits
clédssicos s6 podemos fazer um teste: o teste que discrimina entre as possibilidades
0 e 1. Em bits quanticos podemos fazer uma infinidade de testes.

Para um gbit, as medicdes que consideraremos nesse texto possuem sempre
duas respostas possiveis. Tais respostas correspondem a alternativas distintas, que
vamos associar a uma base ortonormal. Chegamos assim a importante nog¢do de
teste para gbits:

Postulado 2. Um teste com alternativas a € b é associado a uma base ortonormal,
denotada {|a) ,|b)}. Aplicar um teste pode ser visto como decompor o vetor com
relacdo a esta base, para em seguida selecionar apenas uma das alternativas.
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Definida uma base', todo vetor do espaco de estados pode ser escrito como
combinacdo linear destes elementos. Para um gbit, entdo, seu estado serd descrito
por

) = al0) +511), (4.2)
onde « e 3 sdo nimeros complexos, e a normalizagio exige |a|2 + |B|2 =1.

Exercicio 43. Lembrando que [||¢))||* = (1 | ), obtenha a condi¢do de norma-
lizacdo |oz|2 + 18 ]2 = 1 apresentada acima. Discuta a importancia da base ser
ortonormal nesse exercicio.

De maneira geral, dada uma base ortonormal {|a) , |b) }, podemos escrever

[¥) = dla) +1b), (4.3)

e para que |¢)) tenha norma 1, exigimos que |6]® + |y|> = 1.
Uma das grandes novidades da mecanica quintica aparece na sua regra sobre
como relacionar o estado ) a medigéo das alternativas.

Postulado 3. Se um sistema quantico no estado ) da eq. (4.2) é sujeitado a um
teste com alternativas O e 1, a probabilidade de obter o resultado correspondente
a 0 é dada por |o|?, enquanto a de obter 1 é dada por |3)?.

Os coeficientes « e 3 da expansdo do estado [1)) com respeito a base {|0) , |1)}
sd0 ndmeros complexos que permitem calcular probabilidades. Feynman batizou
tais coeficientes amplitudes de probabilidades, ou simplesmente amplitudes.

Mesmo sem querer desviar para discussdes sobre fundamentos de mecanica
quantica, é necessario dizer que esta foi a primeira vez que uma teoria cientifica se
assumiu probabilistica a priori. Mesmo que conhegamos o estado |¢) de uma par-
ticula, o resultado de observagdes serd, em geral, probabilistico. Em geral, o con-
ceito de probabilidades € introduzido com a justificativa que, na prdtica, nao pode-
mos dar uma descri¢do precisa para um sistema macroscopico. De certa forma, é
uma concessao que mentes deterministicas fizeram a dificuldade de trabalhar com
10%? coordenadas, ou mais. Mas mantinha-se a convic¢do que em principio pode-
ria se descrever microscopicamente um gas, por exemplo. Na mecanica quantica
ndo; exceto se o ou [ for zero, a mais completa descricdo microscépica € incapaz
de prever, sendo probabilisticamente, o resultado do teste 0 ou 1.

Esta descrigcao probabilistica da mecanica quantica tem uma conseqiiéncia fun-
damental: embora gostemos muito de tratar de um sistema quantico especifico, as
previsdes desta teoria s6 podem ser testadas quando preparamos igualmente um
grande ndmero de cépias do sistema, e agimos igualmente sobre todas elas e assim
poderemos comparar as freqiiéncias obtidas com as probabilidades previstas.

De maneira geral, ao realizar um teste qualquer sobre um gbit, temos

'Salvo mengdo contréria, daqui por diante todas as bases consideradas serdio bases ortonormais.
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Postulado 4. Se um sistema qudntico no estado 1)) da eq. (4.3) é sujeitado a um
teste com alternativas a e b, a probabilidade de obter o resultado correspondente
a a é dada por |0|%, enquanto a de obter b é dada por ||*.

Exercicio 44. Considere os vetores

) = = (0) + 1)) @4
1
)= 5 (0 = ).

S

1. Mostre que {|+),|—)} é uma base ortonormal para C2.

2. Considere o teste que discrimina entre as alternativas 4+ e — associado a base
{|4+),]|—)}. Calcule a probabilidade de obter cada uma das alternativas ao
aplicar esse teste a um sistema no estado

VR,
|¢>—ﬁ\+>+%l—>~

3. Calcule a probabilidade de obter cada uma das alternativas ao aplicar esse
teste a um sistema no estado |0) = (1,0).

4. Calcule a probabilidade de obter cada uma das alternativas ao aplicar esse
teste a um sistema no estado

P
’¢>—%|0>+%’1>-

4.2 Depois das Medicoes

Como relacionamos as alternativas classicas 0 € 1 com a base ortonormal
{]0), |1)}, é natural introduzir o seguinte:

Postulado 5. Apos a realizacdo de um teste para discriminar entre as alternativas
cldssicas 0 e 1, se o resultado obtido foi O, o sistema passa a ser descrito pelo
estado |0); se o resultado obtido foi 1, o sistema passa a ser descrito pelo estado

).

Este postulado estd naturalmente associado a nocdo de repetibilidade de testes.
Ou seja, se um teste € realizado e se obtém um resultado, repeticdes deste mesmo
teste no mesmo sistema corroborardo o resultado obtido. E importante distinguir
aqui entre “agir novamente no mesmo sistema” e “realizar o teste em outro ele-
mento diferente, mas que esteja no mesmo estado”. Agir novamente no mesmo
sistema € repetir o mesmo teste duas vezes, no mesmo sistema fisico.
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Exercicio 45. 1. Suponha que vocé realizou um teste que discrimina as alter-
nativas 0 e 1 em um sistema S que estd no estado
0) +11)
V2

Quais sdo as probabilidades de cada resposta? Qual é o estado do sistema S
ap6s a medicao?

+) =

2. Suponha que vocé aplicou novamente 0 mesmo teste no sistema .S;. Quais
sdo as probabilidades de cada resposta?

3. Suponha que dois sistemas S e S estdo no estado

0) + 1)
VoA

Se vocé aplicar um teste que discrimina as alternativas 0 e 1 em cada um
deles, quais s@o as probabilidades de cada resposta?

+) =

De maneira geral, temos:

Postulado 6. Apds a realizacdo de um teste para discriminar entre as alternativas
cldssicas a e b, se o resultado obtido foi a, o sistema passa a ser descrito pelo
estado |a); se o resultado obtido foi b, o sistema passa a ser descrito pelo estado

1b).

Vale notar que submeter um sistema a um certo teste e selecionar apenas os
resultados “favordveis” pode ser entendido como uma preparagdo: se queremos
preparar o estado |0), submetemos o sistema a um teste que discrimina 0 e 1 e
descartamos todos os sistemas em que o resultado 1 for obtido.

Exercicio 46. Utilize o que vocé aprendeu até aqui para encontrar um método de
preparar um bit quintico que esteja no estado |0).

4.3 O que os bits classicos nao tém

A nocio de feste ndo € exclusiva da mecénica quantica. A ideia de repetibili-
dade também nao. O que realmente distingue a mecanica quantica da sua contra-
partida cléssica € a existéncia de testes incompativeis.

Definicao 31. Um teste B € dito compativel com um teste A se a realizacdo de B
entre duas repeticdes de A nao afeta a repetibilidade do teste A.

Classicamente, o Unico teste (ndo-trivial) que podemos fazer com um bit € ve-
rificar se ele vale 0 ou 1. Lembremos que sua versdo quantica estd associada a
uma base ortonormal {|0),|1)} do espaco de estados E. Mas podemos escolher
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livremente outra base para F, gerando testes diferentes do teste que distingue en-
tre as alternativas 0 e 1. A exigéncia de serem alternativas distinguiveis impde
ortonormalidade.

Como um exemplo, podemos considerar os vetores:

1

) = 25 (10) + 1); @3)

1

=) \/5(!0> - 1)

S

Exercicio 47. Mostre que {|+) ,|—)} é uma base ortonormal.

Podemos aplicar o teste + ou —, que corresponde a esta base. Devemos aplicar
a este teste as mesmas regras que antes usdvamos para () e 1, com sua correspon-
dente base. Chamemos o teste 0 ou 1 de Z e o teste + ou — de X, devido a uma
convengio que pode ser justificada’.

Exercicio 48. Relacio entre os testes X e Z.

1. Considere o estado inicial |0). Quais as probabilidades de cada alternativa
para o teste Z? E para o teste X ?

2. Suponha que foi realizado o teste X e obtido o resultado +. Qual a probabi-
lidade de obter 0 em uma realizag¢do subsequente do teste Z?

O que o exercicio acima mostra € que os testes X e Z nao sdo compativeis! Se
fizermos sequencialmente os testes Z, X e Z, é possivel obter, respectivamente, as
respostas 0, + e 1. Se ndo fosse realizado o teste X entre as duas realizagdes de Z,
jamais poderiamos obter 0 e 1 como respostas, devido a repetibilidade dos testes.

Vamos discutir essa situagdo em mais detalhe. Feito o primeiro teste Z, se foi
obtido o resultado 0, sabemos que devemos passar a descrever o sistema pelo estado
|0). Neste estado, o teste X terd o resultado + ou — de maneira equiprovdvel. Com
isso, a melhor descri¢@o do sistema serd dada por |+) no primeiro caso e |—) no
segundo. Em ambas as alternativas, o novo teste Z também terd os resultados 0 ou
1 de maneira equiprovéavel.

Exercicio 49. Considere um sistem no estado inicial

R
|¢>—%|O>+%

1. Calcule as probilidades de obter cada resposta ao aplicar o teste Z a um
sistema no estado acima.

).

2. Calcule as probilidades de obter cada resposta ao aplicar o teste X a um
sistema no estado acima.

2Veja, por exemplo, a sec. X.Y do livro [?].
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Exercicio 50. Bases mutuamente neutras.

1. Descreva um teste com resultados a e b, onde o estado |0) dd probabilidades
pel —p.

2. Seja |a) o estado correspondente a alternativa a do teste anterior. Qual a
probabilidade de obter 0 se um teste Z for aplicado a este estado?

3. Duas bases B = {|bo), |b1)} e C = {|co) ,|c1)} s@o ditas mutuamente neu-
tras se |(b; | ¢;)| é independente de i e j. Mostre que as bases Z = {|0),[1)}
e X = {|+),|—)} sdo bases ortonormais mutuamente neutras.

4. E possivel obter mais uma base, ), mutuamente neutra tanto com Z quanto
com X'?

4.4 Quando perder é ganhar

Algumas tarefas muito simples do ponto de vista abstrato podem ser muito difi-
ceis na prética’. Por exemplo, gerar niimeros aleatérios. Um pensamento inocente
diz que lancar uma moeda para cada bit (cara ou coroa) seria o suficiente. Mas néo!
Como garantir que a moeda € realmente honesta? Ou ainda, que seu langamento é
honesto?

Novamente atingimos o paradigma tedrico onde aleatoriedade nao surge a pri-
ori, mas da dificuldade de definir as condi¢des iniciais com precisdo, € de uma
dindmica muito sensivel a tais condi¢des. Os geradores de nimeros “aleatérios”
mais utilizados sdo sofisticacdes deste lancamento da moeda. Computadores cal-
culam fun¢des deterministicas mas extremamente sensiveis as condicdes iniciais,
e estas condicdes iniciais envolvem dados razoavelmente aleatdrios, como os tl-
timos digitos do reldgio interno do computador, ou bits escolhidos dentro de um
arquivo do qual nada se sabe... O que se obtém dai sdo nimeros “suficientemente
aleatdrios” para a imensa maioria das aplicagdes: jogos de computador, simulagdes
de Monte Carlo, gera¢do de niimeros primos muito grandes...

Mas a nocdo de “suficientemente aleatdrios” € sutil. O que € suficientemente
aleatdrio para quem s6 quer gerar nimeros primos para criar uma chave RSA [?, ?
e usar na sua correspondéncia eletronica privada pode néo ser suficientemente ale-
atério para um banco que opera pela internet. O que € suficientemente aleatdrio
para quem sé quer se divertir com um jogo pode ndo ser suficientemente aleatd-
rio para uma empresa de jogos de azar on line! Pode parecer estranho, mas uma
interessante aplicacio da mecinica quantica’ é aproveitar a existéncia de testes
incompativeis para produzir nimeros “suficientemente aleatérios”.

3E vice-versa.
4J4 com algum sucesso comercial[10].
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Exercicio 51. Usando o que vocé ja aprendeu até o presente momento, proponha

uma maquina quéntica de gerar bits aleatérios’.

De fato, ja ha trabalhos na linha de considerar aleatoriedade como um valioso
recurso.

>Mais precisamente, gerar bits independentes, identicamente distribuidos, com distribui¢io equi-
provéavel.



Capitulo 5

Um pouquinho de Fisica

5.1 Ondas eletromagnéticas

Em 1864, o fisico escocés James Clerk Maxwell unificou todos os fendmenos
elétricos e magnéticos observdveis, mostrando que eles podem ser descritos atra-
vés de quatro equagdes, chamadas equacdes de Maxwell, as equagdes basicas do
Eletromagnetismo.

A partir das equacdes de Maxwell é possivel prever que um campo magnético
B serd produzido em um ponto do espaco se nas proximidades desse ponto houver
um campo elétrico varidvel E. Um campo magnético varidvel, por sua vez, pode
produzir um campo elétrico varidvel.

Em algumas situagdes, esses campos varidveis interagem de tal forma a gerar
uma onda de campos elétricos € magnéticos que se propaga até mesmo no vicuo
(vejaafigura 5.1). Essas ondas foram chamadas ondas eletromagnéticas. Sao tipos
de ondas eletromagnéticas varios tipos de radiacdo, algumas das quais conhecemos
muito bem: ondas de rddio, microondas, radiacdo infra-vermelha, a luz visivel, ra-
diacdo ultravioleta, raios X e raios gama. Varios fendmenos exibidos pela radiagao
eletromagnética s6 podem ser explicados através de seu cardter ondulatério: refle-
xao0, refracdo, difracdo, interferéncia (figura 5.2), entre varios outros.

5.1.1 A dualidade onda-particula

Apesar da formulacdo ondulatéria da radiacio eletromagnética descrever ade-
quadamente varios fendmenos fisicos como a interferéncia, ela ndo é capaz de
explicar alguns fendmenos como o efeito fotoelétrico. O efeito fotoelétrico é a
emissdo de elétrons por um material, geralmente metalico, quando exposto a radi-
acdo eletromagnética de frequéncia suficientemente alta. Ele pode ser observado
quando a luz incide numa placa de metal, literalmente arrancando elétrons da placa.

A explicagdo correta para esse fenomeno foi dada em 1905 por Einstein e lhe
rendeu o prémio Nobel de Fisica em 1921. Einstein admitiu que a luz e as demais
radiagdes eletromagnéticas consistem de um feixe de particulas, denominadas fo-
tons, cada uma carregando uma quantidade de energia ¥ = h X f, em que h é uma

43
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Figura 5.1: Uma onda eletromagnética composta por campos Elétrico e Magnético
varidveis que se propagam pelo espaco. Os campos Elétrico E' e Magnético B sdo
perpendiculares entre si e ambos sdo perpendiculares a direcdo de propagacgdo da
onda, que nesse caso € 0 eixo z.

Figura 5.2: Fendmeno de interferéncia: superposicdo de duas ou mais ondas num
mesmo ponto que pode ter um cardter de aniquilacdo (pontos escuros), quando as
fases ndo sdo as mesmas (interferéncia destrutiva) ou pode ter um cardter de reforco
(pontos claros) quando as fases combinam (interferéncia construtiva).
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constante chamada constante de Plank e f é a frequéncia da radiacio eletromag-
nética. Mas afinal de contas, o que € a luz? Uma onda ou uma particula?

PR Radiagao Eletromagnética
4
4 , P4

»
L,
K

s, ’
, '
’ 4
’

4

Corrente elétrica

Figura 5.3: Efeito fotoelétrico: elétrons absorvem fétons da luz incidente e sdo eje-
tados do material, gerando uma corrente elétrica que pode ser experimentalmente
registrada.

Se por um lado, somente o modelo de fétons explica adequadamente o efeito
fotoelétrico, por outro, somente o modelo ondulatério explica fendmenos a difra-
¢do e a interferéncia. A luz tem uma natureza dual, se comportando hora como
uma onda, hora como um feixe de fotons, dependendo da maneira como interagi-
mos com ela. Nenhum dos modelos deve ser utilizado isoladamente para descrever
as propriedades da luz. Uma descricao completa do seu comportamento sé € védlida
quando ambos os modelos sdo combinados de maneira complementar. '

5.1.2 Polarizacao da Luz

Uma onda eletromagnética é formada por campos elétricos e magnéticos que
variam no tempo e no espago, perpendicularmente um ao outro, como vimos na

'Na verdade, niio s6 a luz se comporta ora como onda, ora como particula. A matéria também
exibe esse comportamento! Particulas muito pequenas, como atémos, moléculas, elétrons, prétons
exibem comportamentos que s6 podem ser explicados através de um modelo ondulatério. Incrivel,
nao € mesmo?
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figura 5.1. A direcdo de polarizacdo de uma onda eletromagnética é definida como
a dire¢do do campo elétrico dessa mesma onda. Assim, a onda mostrada na figura
5.1 é linearmente polarizada ao longo da direcdo y.

Como mencionamos anteriormente, a luz possui também caracteristicas cor-
pusculares que podem ser adequadamente descritas através dos fétons, as particu-
las elementares mediadoras da forga eletromagnética. A polarizag¢do da luz pode
ser vista como uma caracteristica intrinseca dos f6tons.

Existem varios dispositivos que permitem a passagem da luz polarizada em
apenas uma dire¢cdo. Chamaremos esses dispositivos de polarizadores. Um tipo
comum de polarizador consiste em uma placa feita com um material que sé deixa
passar as componentes de campo elétrico da luz que estdo em uma determinada
direcdo. Um desses materiais, o polardide, é constituido de longas cadeias de mo-
léculas orientadas em uma direcdo. Essas cadeias sdo boas condutoras elétricas e
absorvem luz incidente cujo campo elétrico € paralelo a elas e transmite luz cujo
campo elétrico é perpendicular.

Figura 5.4: Um polarizador permite somente a passagem da luz polarizada em uma
direcdo.

Utilizando fétons polarizados em duas direcdes perpendiculares, x e y, por
exemplo, podemos criar uma representagdo fisica para um bit. Atribuiremos o va-
lor 0 a situag@o em que o féton estd polarizado na dire¢do x e o valor 1 a situacao
em que o féton estd polarizado na direcdo y. Utilizando um polarizador orientado
na dire¢do y podemos testar qual € o valor do bit: se o valor for 1 o féton serd trans-
mitido e se o valor for 0 o féton serd absorvido. Quando o f6ton estiver polarizado
na direc@o z, seu estado serd representado pelo simbolo |H). Quando ele estiver
polarizado na dire¢do y, utilizaremos o simbolo |V).

Apesar de podermos utilizar a polarizagdo de um féton para realizar um bit,
a descricdo completa da polarizacdo € bem mais sofisticada e sé pode ser feita
adequadamente se utilizarmos os elementos de Fisica Quantica vistos no capitulo
4.

Acontece que os foétons podem estar polarizados em outras dire¢des além das
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NN

Figura 5.5: Um bit criado a partir da polarizacdo de um féton: se o féton estiver
polarizado na direcdo y, ele passard pelo polarizador. Se ele estiver polarizado na
direcdo x ele ndo passara pelo polarizador.

dire¢bes x e y. Matematicamente, um féton polarizado em outras direcdes pode
ser representado por uma combinagdo dos simbolos |H) e |V):

¢) = a[H) + B|V). (5.1)

Assim, os estados de polarizacdo podem ser adequadamente descritos se utili-
zarmos C? como o espago de estados associado. A polarizacio de um féton é um
exemplo de um bit quantico! Por convencdo, associamos os estados de polarizacio
|H) e |V) a base ortonormal

|H> = (170)7 ‘V> = (07 1)‘ (5.2)

Os ndmeros « e 3 que aparecem na Equagdo (5.1) sdo nimeros complexos
que nos permitem descrever o comportamento da luz polarizada. Se o = 1 e
B = 0, o féton esta polarizado na dire¢@o = e ndo serd transmitido ao passar por
um polarizador orientado na dire¢do y. Se a = 0 e 8 = 1, o f6ton estd polarizado
na direcdo y e serd transmitido ao passar por esse mesmo polarizador. No entanto,
se o e  forem ndo nulos, o f6ton podera ser transmitido ou néo, sendo impossivel
prever de antemao qual das duas possibilidades ird ocorrer. Podemos apenas prever
as probabilidades de cada alternativa: ao passar por um polarizador orientado na
diregdo y, a probabilidade do f6ton no estado de polarizagdo |¢) ser absorvido é
igual a |a|? e a probabilidade do f6ton ser transmitido é |3|2. A probabilidade dele
ser absorvido mais a probabilidade dele ser transmitido devem somar 1 e portanto

la> + |8 = 1.

Se a e B forem nimeros reais, dizemos que a luz esta linearmente polarizada,
como mostrado na figura 5.6. Nesse caso, a direcdo do campo elétrico é constante
no tempo e é determinada pelos valores de a e 3.
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E

Figura 5.6: Luz linearmente polarizada.

A figura mostra a direcdo do campo elétrico para um féton polarizado linear-
mente descrito pelo estado

v

Figura 5.7: Dire¢@o do campo elétrico para um féton cuja polarizagdo € a superpo-
sicdo |+).
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Figura 5.8: Luz polarizada circularmente.

Quando « ou 3 possuem parte imagindria diferente de zero, as componentes do
campo elétrico nas direcdes x e y oscilam fora de fase e a direcdo do campo elétrico
varia com o tempo. Nesse caso temos estados de polarizacdo bem interessantes,
chamados de polarizacdo circular ou eliptica, como mostrado nas Figuras 5.8 e
5.9.

No Capitulo 4 vimos que o fato de os bits quanticos poderem estar em superpo-
sicdes da forma (4.1) faz com que os testes que podemos fazer sobre eles tenham
também uma estrutura muito mais rica. Vejamos o que acontece no exemplo da
polarizacao.

Se utilizarmos o polarizador orientado em outra dire¢do, por exemplo a dire¢do
d mostrada na figura 5.7, criamos um novo teste para a polarizagdo de um f6ton
que discirmina entre dois estados diferentes de |H) e |V'). Nesse caso, o féton serd
sempre transmitido se estiver no estado

+) )+

1 1
=—\|H) +—=|V),

T+ 5 I)
que corresponde a polarizacdo paralela a direcdo d, e serd sempre absorvido se
estiver no estado

1 1
- =—|H)——|V),
)= 515 = 5 )
que corresponde a polarizagdo perpendicular a direcdo d. Chamaremos a alterna-

tiva em que o f6ton € transmitido de resposta + e a alternativa em que o féton é
absorvido de resposta —.
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Figura 5.9: Luz elipticamente polarizada.

L el

Figura 5.10: Ao posicionarmos o polarizador na dire¢do d, criamos um teste que
discrimina entre os estados de polarizagdo |+) e |—). Se a polarizacdo do féton
for paralela a d (estado |+)), o féton sempre serd transmitido. Se a polarizagdo do
féton for perpendicular a d (estado |—)), o féton sempre serd absorvido. Para ou-
tros estados de polarizacdo, as duas alternativas podem ocorrer, sendo impossivel
determinar de antemao qual serd o resultado. Para determinar quais sdo as probabi-
lidades de cada resposta, devemos escrever o estado de polarizacido do féton como
uma superposicdo dos estados |+) e |—).

Se o féton estiver em qualquer outro estado de polarizagio |¢), ele poderd
tanto ser transmitido quanto absorvido, sendo impossivel prever qual das duas al-
ternativas ird ocorrer de fato. Para calcular a probabilidade de cada alternativa,
escrevemos o estado do féton como uma superposicéo dos estados |+) e |—) :

9) =~[+) +d]-).
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A probabilidade de obter a resposta + ¢ igual a |y|? e a probabilidade de obter a
resposta — & |d]2.

Por exemplo, o estado de polarizagdo |H) pode ser escrito na forma
= 4+ =)
V2 V2

e o estado de polarizagdo |V') pode ser escrito na forma

|H) )+

1 1
Vi=—4I4+)——4=|-).
V)= 75 = 75 )
Para ambos, a probabilidade de obter a resposta + em um teste que discrimina os

estados |+) e |—) € 1, assim como a probabilidade de obter a resposta —.

AN N

Figura 5.11: Um f6ton no estado de polarizagdo |V') passa por um polarizador
orientado na direcdo d. O féton pode tanto ser transmitido quanto ser absorvido,
cada alternativa ocorrendo com probabilidade %

Podemos também utilizar os polarizadores para realizar testes mais gerais.
Quaisquer dois estados |a) e |b) que formem uma base ortonormal para C? nos
ddo um teste que pode ser realizado sobre esse bit quintico, com duas respostas
possiveis, que chamaremos a e b. De forma geral, podemos escrever

la) = pw|H) +v[V)
b) = v[H) = u|V). (5.3)

Para descobrir qual é a probabilidade de cada resposta para o teste que discri-
mina entre as alternativas a e b, precisamos escrever o estado do féton como uma
combinagdo linear de |a) e |b):

9) =7 la) +w]b).

A probabilidade de obter a resposta a é igual a |7|? e a probabilidade de obter a
resposta b é igual a |w|?.

Se p e v sdo reais, para produzir experimentalmente o teste que distingue as
alternativas a e b basta orientar um polarizador do tipo que mencionamos anteri-
ormente, conhecido também como plarizador linear, na diregao de |a) ou |b) . Se
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1 € v sdo nimeros complexos, também € possivel realizar esse teste experimental-
mente, utilizando elementos 6ticos um pouco mais sofisticados.

Por exemplo, se consideramos os estados de polarizacdo circular a esquerda e
a direita, representados matematicamente pelos vetores

1 7
() ZE\HH‘%’W
1 7
|O) = NG |H) — N v, (5.4)

o teste que discrimina entre as alternativas O e O pode ser implementado utilizando
a chamada placa de quarto de onda, que atrasa a componente y do campo elétrico
em relagdo a componente x, criando a diferenca de fase desejada. Esse dispositivo
optico € também conhecido polarizador circular e assim como o polarizador linear
pode ser utilizado em vdrias aplica¢Oes praticas. Por exemplo, eles sdo usados
como filtros para reduzir reflexos indesejados na fotografia e compde as lentes dos
Oculos usados para a visualizagdo de alguns filmes 3D, onde a polarizac¢do da luz
¢ usada para diferenciar que imagem deve ser vista pelo olho esquerdo e pelo olho
direito.

5.2 Spin

Em 1922, os fisicos alemaes Otto Stern e Walther Gerlach realizaram um ex-
perimento em que dtomos de prata eram enviados através de um ima até uma placa
que indicava a localizacdo em que os dtomos colidiam com ela. Eles observaram
que a posi¢do final dos dtomos era modificada pela presenca do campo magnético
produzido pelo im3, e que ela podia ter apenas dois valores possiveis. Esse expe-
rimento provou que os dtomos possuem uma caracteristica fisica que responde a
presenca do campo magnético do ima. Essa caracteristica foi chamada pelos fisi-
cos de spin. As particulas que podem chegar a duas posicdes finais ao passar pelo
ima sdo chamadas de particulas de spin % Outras particulas possuem valores dife-
rentes de spin e nesse caso haverd mais do que duas possibilidades para a posicao
final quando elas sio enviadas através do campo magnético. Nos concentraremos
aqui nas particulas de spin %

O spin de uma particula de spin % € mais um exemplo de um sistema fisico que
pode ser descrito através do formalismo de um bit quantico visto no Capitulo 4.
Essas particulas podem estar em dois estados de spin que chamaremos de |1) e |{.).
Se o estado do sistema for |1), a particula sempre colidird com a placa na posi¢do
superior. Se o estado do sistema for ||), a particula sempre colidird com a placa
na posic¢ao inferior. No entanto, a particula pode estar em um estado de spin que é
uma superposi¢io dos estados [1) e || ):

@) =alt) +B1)-

Para uma particula no estado de spin |¢), ndo podemos prever de antemdo qual
serd a posicdo em que ela vai colidir com a placa. Podemos prever apenas as
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probabilidades: com probabilidade |«|? ela atinge a placa na parte superior e com
probabilidade |3|? ela atinge a placa na parte inferior.

Fonte | }-----------------o- <]

Figura 5.12: Um feixe de dtomos de prata € enviado através de um campo magné-
tico cuidadosamente elaborado. Existem duas possibilidades para cada dtomo: ele
pode ser desviado para cima, op¢do que indicaremos com o estado |1), ou pode ser
desviado para baixo, op¢do que indicaremos com o estado ||). De maneira geral,
um 4dtomo estd em um estado de superposicdo « 1) + 5 ||), e tem probabilidade
|r|? ela atinge a placa na parte superior e com probabilidade |3|? ela atinge a placa
na parte inferior.

Para criar outros testes, podemos posicionar o ima em outras dire¢des. Por
exemplo, ao posicionar os imas um a direita, outro a esquerda, a trajetéria dos
atomos serd deslocada ou para a direita, ou para a esquerda.

Através do estudo do spin podemos também entender porque a Fisica Quéantica
recebeu esse nome. A previsdo cldssica para o resultado desse experimento, sobre
a qual ndo entraremos em detalhes aqui, diz que haveriam atomos colidindo com
a placa em uma infinidade de posicdes entre a parte de cima e a de baixo. Isso
ndo acontece. O que acontece e que os atomos colidem em apenas duas posi¢des.
Por isso, o resultado do experimento é quantizado, e esse termo levou ao nome da
teoria que explica esse fendmeno.
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Figura 5.13: Um feixe de 4tomos € enviado a uma placa. Sem a presenca do campo
magnético, os dtomos nao sdo desviados. Com a presenga do campo magnético, os
atomos sao desviados. A Fisica Cléssica previa que uma infinidade de posicoes da
placa seriam atingidas pelos d4tomos. Ao realizar o experimento, os fisicos Stern
e Gerlach observaram um comportamento muito diferente: os dtomos atingiam a
placa apenas em duas posi¢des, uma na parte superior € uma na parte inferior. Esse
fendmeno pode ser explicado somente com a utilizacdo da Fisica Quantica. Para
isso, devemos tratar o spin do 4tomo através do formalismo de um bit quantico.



Capitulo 6

Matrizes

Em matematica, uma matriz m X n é uma tabela de m linhas e n colunas de
simbolos sobre um conjunto, normalmente um conjunto nimerico, representada
sob a forma de um quadro. Nesse capitulo veremos alguns aspectos da dlgebra
matricial.

Aplicacdes de matrizes sdo encontrados em intimeras dreas da ciéncia. Em to-
dos os ramos da fisica, incluindo a mecanica cléssica, eletromagnetismo, Optica,
mecanica quantica, e eletrodindmica quéntica, matrizes e suas generalizagdes sao
usadas para estudar fendmenos importantes, tais como o movimento de corpos ri-
gidos. Matrizes também sao utilizadas para representar estados, transformacdes e
medicdes realizadas em determinados sistemas. Em computagao grafica, matrizes
sd0 usadas para projetar uma imagem tridimensional em uma tela bidimensional.
Em teoria de probabilidade e estatistica, matrizes estocdsticas sao usados para des-
crever conjuntos de probabilidades. Esse tipo de matriz aparece, por exemplo, no
algoritmo PageRank, que ordena as paginas mostradas ao usudrio em uma pesquisa
no Google [5].

6.1 Definicao

Definicao 32. Uma matriz A é uma tabela de mn nimeros dispostos em m linhas
(horizontais) e n colunas (verticais):

ail a12 Tt Qln

azl a22 Tt Q2n
A=

am1 Am2 *° Amn

Uma matriz com m linhas e n colunas é chamada de uma matriz m por n
(escreve-se m X m) e m e n sdo chamadas de suas dimensdes, tipo ou ordem.

Aqui, consideraremos matrizes formadas por nimeros reais ou complexos.

55
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Exemplo 27. A matriz
1 2 3
A= [4 5 61
€ uma matriz do tipo 2 x 3 formada por nimeros reais.

Exemplo 28. A matriz

1+ 2
B=| - 2-—1
3 2—43

¢ uma matriz do tipo 3 x 2 formada por ndmeros complexos.

Cada um dos simbolos que aparece em uma matriz é chamado de elemento ou
entrada da matriz. Um elemento de uma matriz A que estd na i-ésima linha e na
j-ésima coluna é chamado de elemento 45 ou (i, j)-ésimo elemento de A. Ele serd
denotado por a;; ou A7, j]. No Exemplo 28, o elemento a2 € 2, 0 nimero que
aparece na primeira linha e segunda coluna do quadro.

O conjunto de todas as matrizes m X n com entradas reais serd denotado por
M5 (R). O conjunto de todas as matrizes m x n com entradas complexas serd
denotado por My, x,, (C).

Dizemos que duas matrizes A e B sdo iguais se elas t€m o mesmo tamanho e
os elementos correspondentes s@o iguais, ou seja, se A e B sdo ambas m X n e
a;; = b;j para todos os valores de i e j.

Trés tipos de matrizes recebem nomes especiais:

e Matriz linha ou vetor linha: matriz do tipo 1 X n, ou seja, uma matriz que
possui uma unica linha.

Exemplo 29. A matriz1 x 3
[3 7 2} € Myy3 (R)

€ uma matriz linha.

e Matriz coluna ou vetor coluna: matriz do tipo n X 1, ou seja, uma matriz
que possui uma Unica coluna.

Exemplo 30. A matriz4 x 1

€ uma matriz coluna.

e Matriz quadrada: matriz do tipo n X n, ou seja, uma matriz que tem o
mesmo nimero de linhas e colunas.
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Exemplo 31. A matriz 3 x 3

9 13 5
1 11 7| € M3yxs (R)
2 6 3

¢ uma matriz quadrada.

Exemplo 32. Considere as seguintes matrizes com entradas reais:

1 2
A=} 2 p= |1 3,0:[1240],D:1,
3 4 0 1 3

A é uma matriz quadrada 2 x 2, B é uma matriz 3 x 2, C' é uma matriz linha
1 x 4, D € uma matriz coluna 2 x 1, I/ € uma matriz quadrada 1 x 1 e F' € uma
matriz quadrada 5 x 5. Exemplos de elementos dessas matrizes: a1 = 2, bgo = 1,
c13 =4,do1 = 3,e11 = —2, f54 = 0.

Para matrizes quadradas, utilizaremos a notagdo mais compacta M, x, (R) =
M, (R) e My,x, (C) = M, (C).

6.2 Operacoes envolvendo matrizes

6.2.1 Multiplicacio de um escalar por uma matriz

A multiplicagdo de um nimero real ou complexo, chamado de escalar, por uma
matriz € a operacdo matricial mais simples que podemos definir. Para multiplicar
um niimero % por uma matriz A do tipo n x m, basta multiplicar cada elemento a;;
de A por k. Assim, a matriz resultante B serd também n x m e b;; = k - a;;.

Exemplo 33. Dada a matriz

ao multiplicd-la pelo escalar 2 obtemos

od_o|l & 3] _[2x1 2x8 2x(=3)]_[2 16 -6
“l4 —2 5|7 |2x4 2x(=2) 2x5 | |8 —4 10|
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Exemplo 34. Dada a matriz

1 1
B_lO 2—@']’

ao multiplicd-la pelo escalar 7 obtemos
iB—i 1 | |ex1 X1 e —1
S0 2—d|  |0xi ix(2—4)] |0 142

6.2.2 Adicao e subtracio de matrizes

Dadas as matrizes A e B do mesmo tipo m X n, sua soma A + B € a matriz
m X n computada adicionando os elementos correspondentes:

(A+ B)[i,j] = Ali, j] + Bli, j].

Exemplo 35. Considere as matrizes

1
A= |1
1

N O W
(@)
oyl
Il

N O

[l )

Sua soma ¢é obtida da seguinte maneira:

1 3 0 o] [1+0 3+0 1 3
A+B=1|1 0|+ |7 5|=[1+7 0+5| =18 5
1 2 2 1] [1+2 2+1 3 3

Exemplo 36. Considere as matrizes

3 —1 2] 1 0 4
A=11 1 2le |2 -5 0
3 2 2 -2 1 -1
Sua soma € obtida da seguinte forma:
3 -1 2 1 0 4 341 —-1+0 244 4 -1 6
11 2|+|2 -5 0|=1|142 1-5 240 =1|3 —4 2
3 2 2 -2 1 -1 3—2 241 2-1 1 3 1

Exemplo 37. Considere as matrizes

1+i 0 12
i 2¢]CB_[0 —1]'

Sua soma € obtida da seguinte maneira:

1+i o [1 2]
—i 21']4“[0 —1]_

A=

(1+i)+1 0+2i

A+B = it 0 204 (1)

-1 =142

2+ 2 ]
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Dadas as matrizes A e B do mesmo tipo m X n, sua subtracdo A — B é a matriz
m X n computada subtraindo os elementos correspondentes:

(A= B)i,j] = Ali, j] = Bli, j].

Exemplo 38. Considere as matrizes

1 3 0 0
A=|1 0| eB=|7 5
1 2 2 1
Sua subtracdo € obtida da seguinte maneira:
1 3 0 0 1-0 3-0 1 3
A-B=|1 0| —-|7 5|=[1-7 0-5|=|-6 -5
1 2 2 1 1-2 2-1 -1 1
Exemplo 39. Considere as matrizes
3 -1 2 1 0 4
A=1|1 1 2|e |2 =5 0
3 2 2 -2 1 -1
Sua subtracdo € obtida da seguinte forma:
3 -1 2 1 0 4 3—-1 -1-0 2—-14 2 -1 -2
11 2/-]12 -5 0|=|1-2 1—-(=5) 2-0 |=|-1 6 2
3 2 2 -2 1 -1 3—(-2) 2-1 2-—(-1) 5 1 3

Observacdo. As operagdes A — B e A + (—1)B resultam na mesma matriz.

6.2.3 Multiplicacao de matrizes

A multiplicag¢do de duas matrizes € bem definida apenas se o nimero de colunas
da matriz da esquerda ¢ igual ao ntimero de linhas da matriz da direita. Se A é uma
matriz m X n e B € uma matriz n X p, entdo seu produto AB é a matriz m X p (m
linhas e p colunas) dada por:

(AB)[i, j] = A[i, 11B[1, j]+A[i, 2| B2, j1+..+A[i, ] Bln, j] = 3 Ali, k| B[k, j]
k

6.1
paracadaparie j.

A expressdo acima pode parecer complicada, mas na pratica o calculo do ele-
mento (AB)[i, j] é bastante simples. Ele é obtido multiplicando-se os elementos
da linha 7 de A pelos elementos correspondentes da coluna j de B e somando os
resultados.
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Exemplo 40. Dadas a matriz 2 x 3
1 0 2
A= [—1 3 1]

e a matriz 3 x 2

3 1

B=12 1

10

seu produto AB é calculado da seguinte forma

[1 0 2]><§ 1 _[(1><3+0><2+2><1) (Ix14+0x1+2x0)] [5 1
=, :
10

-1 3 1 —1x343x2+1x1) (-1x14+3x1+1x0)| [4 2

Nesse caso também podemos calcular o produto BA:

31
21><[1 0 2
10

Bx1+1x(-1) 3x0+1x3 3x2+1x1
]: 2x1+1x3 2x0+1x3 2x24+1x1
[ 1x1+0x(-1) 1x04+0x3 1x2+0x1

-1 3 1

I
S
o w w
CRG EPN

Note que no exemplo acima AB # BA, ja que a primeira é uma matriz 2 x 2
enquanto a segunda € uma matriz 3 x 3. Isso mostra que a multiplicacio de matrizes
ndo ¢ comutativa, ou seja, a ordem dos fatores pode alterar o valor do produto. Em
alguns casos, pode ser possivel calcular AB, mas o produto BA pode nem estar
definido.

Exemplo 41. Dadas a matriz 1 x 3
A=[1 0 2
e a matriz 3 x 2

B =

N W

1
1
0
seu produto AB € calculado da seguinte forma

1o 2}><g 1 =[1x34+0x242x1) (I1x1+0x1+2x0)] =[5 1].
10

Nesse caso NAO podemos calcular o produto B A, ji que uma matriz 3 x 2 nio
pode ser multiplicada por uma matriz 1 x 3.
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Exemplo 42. Dadas a matriz 1 x 2

eamatriz 2 x 1

seu produto AB é a matriz 1 x 1 dada por:
i 1] x H =[x 14 (1+4) xd] = [-1+2i].

Observe que nesse caso o produto B A estd definido e serd uma matriz 2 x 2.

Teorema 14. Sejam « e 3 constantes reais ou complexas e A e B matrizes de ta-
manho apropriado. As operacos matriciais satisfazem as seguintes propriedades:

1. Comutatividade da soma: A+ B = B + A;

2. Associatividade da soma: A+ (B+C)=(A+B)+C;

3. Associatividade do produto por escalar: o (fA) = (af)A;
Distributividade do produto por escalar: (o + $)A = oA + SA;

Distributividade do produto por escalar: o(A + B) = oA + aB;

ISATEN I

Associatividade do produto: (AB)C = A(BC);

7. Distributividade do produto de matrizes: A(B + C) = AB + BC e (A+
B)C = AC + BC;

8. Associatividade do produto por escalar: a(AB) = (cA)B = A(aB).
Exercicio 52. Prove a validade das propriedades acima.

Exercicio 53. Dadas as matrizes
2 -1 5 10
4 —2] e b= l15 0]

calcule A + B,2A — 3B, %A + 5B.

A=

Exercicio 54. Utilizando as matrizes do exercicio 53, calcule AB e BA. Conclua
que o produto de matrizes ndo é comutativo.

Exercicio 55. Seja
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1. Utilizando as matrizes A e B do exercicio 53, calcule (A + B) + Ce A +
(B + C) (efetue primeiro a operagdo que esta entre parénteses). As duas
matrizes obtidas sdo iguais? Esse resultado ilustra a propriedade associativa
da soma de matrizes.

2. Calcule (AB)C e A(BC'). As duas matrizes obtidas sdo iguais? O resultado
ilustra a propriedade associativa do produto de matrizes.

[

Utilizando as matrizes dos exercicios 53 e 55, calcule Al, IA, BI, IB, CI, IC
(utilize um computador para realizar as contas). Vocé percebe alguma propriedade
interessante ao calcular esses produtos? A matriz I é chamada matriz identidade.
Veremos algumas propriedades dessa matriz na subsecdo 6.3.4.

Exercicio 56. Seja

Exercicio 57. Entre as matrizes abaixo, quais podem ser somadas e quais podem
ser multiplicadas? Justifique. Em caso afirmativo, calcule a soma ou o produto.

0 1 2 -1 9
L X=1y —2]’5/_[4 72 8]’
i 0 2
2. X = 144 —2]’5/_[4—% 01’
[2 10 1
3.X=14 3 2,Y:[Z :;g,
3 4 1
0 1 3] 2 —1 9
AX=1y o oY 8]’
- 1 (2 -1 9
5X:2_12§,y: 4 -2 8
i i -1 0 1

6.2.4 Transposicao

Definiciio 33. A matriz transposta de uma matriz A do tipo m x n é a matriz A
do tipo n x m que se obtém trocando as linhas pelas colunas de A, ou seja,

Tr. - .o
A" i, j] = Al ).
all a19 e QA1n a1 a1 ... Qmi
az1 Gz ... Q2n a2 a2 ... am2
A= o AT =

aml aGm2 ... GOmn Alp a2 ... Amn
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Exemplo 43. 1. Se A= [1 2} ,entdo AT = B] .

Cl1-i ATy .
2. SeA—l2+3i],entaoA = [1 7 2+3z}.
L) R
3. Se A = l?’ 41 entdo AL = [2 4].

Teorema 1. Seja c uma constante real ou complexa e A e B matrizes de tamanho
adequado. As seguintes propriedades sdo vdlidas:

(1) =

=~

2. (A+B)T = AT + BT,

3. (cA)T = cAT;

4. (AB)" = BT AT,

A prova das propriedades acima pode ser encontrada nas referéncias [4, 5, 6].

Exercicio 58. Seja

Se A = AT encontre o valor de .

6.2.5 Matriz Hermitiana Conjugada

Definicao 34. A matriz hermitiana conjugada de uma matriz A do tipom x n é a
matriz AT do tipo n x m que se obtém trocando as linhas pelas colunas de A e em
seguida trocando cada entrada pelo seu complexo conjugado, ou seja,

Alli, j] = Aj, .
ail @12 ... QAip ail a1 --- Qml
s a'gl a?g .‘ .. a?n o AT _ Tm TQQ . TmQ ' 62)
Uml Am2 ... amn aln A2n ... Qmp

Observe que se A é real, AT = AT.

Exemplo4d. 1. Se A = [1 2] _entio AT = H .

1—1
= 1 T: 1 —_ 1
2. Se A lQ n 32.] ,entdo A [1 +17 2 31} .
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1—9 2
1+3¢ 4

1+7 1-34

3. Se A = Y 4

] entio AT =

Teorema 15. Seja c uma constante real ou complexa e A e B matrizes de tamanho
adequado. As seguintes propriedades sdo vdlidas:

1 (at) =4
2. (A+ B)t = AT + BT,
3. (cA)T =cAT;

4. (AB)! = BTAt.

Exercicio 59. Seja
2 T

A= 144 2

Se A = A', encontre o valor de .

6.3 Algumas matrizes especiais

6.3.1 Matrizes Diagonais

Definiciao 35. A diagonal principal de uma matriz quadrada corresponde aos ele-
mentos a;; com i = j.

ailr a2 - Qg
a21 @22 -+ A2p (6 3)
Gnl1 Aanp2 - App

Definicao 36. Uma matriz diagonal € uma matriz quadrada cujos elementos exte-
riores a diagonal principal sao nulos.

Exemplo 45. As matrizes
1o 0 O 0 3—¢ 0 0 000
(O 1) , [0 2—4 O0f,] O 1 O0f,]0 O O
0 0 3 0 05 0 00

sdo matrizes diagonais. Observe que a definicdo de uma matriz diagonal permite
que o elementos que pertencem a diagonal principal de uma matriz diagonal sejam
nulos.

Virias operacdes matriciais preservam a forma de matrizes diagonais:
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e O produto de um escalar por uma matriz diagonal € uma matriz diagonal,
e A soma de duas matrizes diagonais € uma matriz diagonal;

e O produto de duas matrizes diagonais é uma matriz diagonal.

6.3.2 Matrizes triangulares

Definicao 37. Uma matriz quadrada € chamada triangular quando os elementos
acima ou abaixo da diagonal principal sdo zero. Mais especificamente, uma matriz
triangular superior é aquela em que os elementos abaixo da diagonal principal sdo
nulos, ou seja, a;; = 0 sempre que ¢ > j; uma matriz triangular inferior € aquela
em que os elementos acima da diagonal principal sdo nulos, ou seja, a;; = 0
sempre que ¢ < j.

Virias operac¢des matriciais preservam a forma de matrizes triangulares:

e O produto de uma matriz triangular superior por uma constante ¢ uma matriz
triangular superior;

e A soma de duas matrizes triangulares superiores ¢ uma matriz triangular
superior;

e O produto de duas matrizes triangulares superiores é uma matriz triangular
superior.
Analogamente, temos que:

e O produto de uma matriz triangular inferior por uma constante ¢ uma matriz
triangular inferior;

e A soma de duas matrizes triangulares inferiores é uma matriz triangular in-
ferior;

e O produto de duas matrizes triangulares inferiores é uma matriz triangular
inferior.

Exemplo 46. A matriz

1 4—3 23
A=10 3—-2¢ 4
0 0 ]

€ uma matriz triangular superior e a matriz

B =

N =
© oo O
~N O O

€ uma matriz triangular inferior.

Exercicio 60. Mostre que se uma matriz ¢ triangular superior e inferior simultane-
amente, entdo ela ¢ uma matriz diagonal.
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6.3.3 Matrizes Nulas
A matriz nula 0,, %, é¢ a matriz m x n com todos os elementos iguais a zero.

Exemplo 47. As matrizes

0 O 0 0 O
O1x1 = M , O2x2 = lo 0] , Oax3 = [O 0 0] (6.4)

sdo matrizes nulas.

Em geral, a matriz nula m x n tem a forma

00 - 0

A matriz nula m X n € o elemento neutro para a soma das matrizes de tamanho
m X n, ou seja, para toda matriz A do tipo m x n valem as igualdades

Em geral, o tamanho da matriz fica claro do contexto e escrevemos apenas
0 para denotar a matriz nula. Fiquem sempre atentos para ndo confundir com o
nimero 0 ou as diferentes matrizes nulas entre si. Sempre que aparecer o simbolo
0, ele representard a matriz nula de tamanho adequado.

6.3.4 Matrizes Identidade

A matriz identidade n x n é uma matriz diagonal, cujos elementos da diagonal
sdo todos iguais a 1. E denotada por I,, ou simplesmente I, quando o tamanho da
matriz for claro do contexto. A matriz identidade I,, tem a seguinte forma:

01 -~ 0
L=1. . . | 6.7)
0 0 1

A matriz I, € o elemento neutro da multiplicacdo de matrizes n X n. Mais
precisamente, para qualquer matriz A do tipo n X n, as seguintes igualdades sdo
vilidas:

AL, = I,A = A. (6.8)
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6.3.5 Matrizes Simétricas
Definicdo 38. Uma matriz é chamada simétrica se A = A” .

Teorema 16. Toda matriz simétrica é uma matriz quadrada.

Demonstracdo. Seja A uma matriz m X n. Sabemos que a transposicdo inverte
as linhas e as colunas da matriz, AT é uma matriz n x m. Se A é uma matriz
simétrica, A = AT e como duas matrizes sdo iguais somente se as dimendes sdo
iguais, temos que m = n. O

As entradas de uma matriz simétrica sdo simétricas em relagdo a diagonal prin-
cipal.

Teorema 17. Se A é uma matriz simétrica, entdo a;; = a;;.
Demonstracdo. Primeiramente notamos que se B = A’ entio bi; = aj;, uma
vez que a transposigio troca as linhas e colunas de A. Da igualdade A = AT = B

segue que a;; = b;; = aj; € o resultado estd provado. O

Exemplo 48. A matriz

1 7 3
7 4 -5
3 -5 6
€ uma matriz simétrica.
6.3.6 Matrizes Anti-simétricas
Definicio 39. Uma matriz é chamada anti-simétrica se A = —AT. Como duas

matrizes sdo iguais somente se as dimensdes sdo iguais, uma matriz sé é anti-
simétrica se ela é quadrada.

Exercicio 61. Utilize um argumento semelhante ao utilizado no Teorema 16 para
mostrar que toda matriz anti-simétrica € uma matriz quadrada.

Exercicio 62. Utilize um argumento semelhante ao utilizado no Teorema 17 para
mostrar que se A € uma matriz anti-simétrica, entdo a;; = —aj;.

Exemplo 49. A matriz

0 2 -1
-2 0 —4
1 4 0

€ uma matriz anti-simétrica.

6.3.7 Matrizes Hermitianas

Defini¢io 40. Uma matriz é chamada hermitiana se A = Af.
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Teorema 18. Toda matriz hermitiana é uma matriz quadrada.
Teorema 19. Se A é uma matriz simétrica, entdo a;; = ay;.

Exercicio 63. Utilize argumentos semelhantes aos utilizados nos Teoremas 16 e
17 para provar os Teoremas 18 e 19.

1 1—1
1+7 =2

Exemplo 50. A matriz

€ uma matriz hermitiana.

6.3.8 Matrizes Anti-hermitianas

Definicdio 41. Uma matriz é chamada anti-hermitiana se A = — AT,
Teorema 20. Toda matriz hermitiana é uma matriz quadrada.
Teorema 21. Se A é uma matriz anti-hermitiana, entdo a;; = —aj;.

Exercicio 64. Utilize argumentos semelhantes aos utilizados nos Teoremas 16 e
17 para provar os Teoremas 20 e 21.

0 1—1
—1—1 0

Exemplo 51. A matriz

€ uma matriz anti-hermitiana.

6.3.9 Matrizes Ortogonais

Defini¢do 42. Uma matriz quadrada A € M, (R) é dita ortogonal se sua trans-
posta coincide com a sua inversa. Isto é, A é ortogonal se

AT = 471 (6.9)
ou, alternativamente:
ATA = AAT = 1,,. (6.10)
Exemplo 52. A matriz identidade
1 0O --- 0
010 0
I, = 0 01 0
0 00 1

¢ uma matriz ortogonal.
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Exemplo 53. A matriz

cos § —senf
Ry = [sen@ coS 91

€ uma matriz ortogonal.

Exemplo 54. A matriz

oy
B)
Il
| —|
S =
|
Lo
—_

é uma matriz ortogonal.

Exercicio 65. Mostre que a matriz

11
V2 V2

é uma matriz ortogonal.

6.3.10 Matrizes Unitarias

Defini¢do 43. Uma matriz quadrada U € M,, (C) é dita unitdria se sua transposta
coincide com a sua inversa. Isto é, U € unitaria se

ul=yut (6.11)
ou, equivalentemente, se
vt =uvut =1,. (6.12)
Exemplo 55. A matriz identidade
1 00 0
010 0
I, = 0 01 0
0 00 1

é uma matriz unitaria.

Exemplo 56. A matriz

€ uma matriz unitaria.

Exercicio 66. Mostre que a matriz

A:[\{?
by

Sk

€ uma matriz unitaria.
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6.4 Representacio matricial de R? e C?

Utilizando matrizes coluna, podemos representar o conjunto R? de maneira
alternativa identificando-o com o conjunto de matrizes 2 X 1 com entradas reais:

o-fo |

De forma andloga, podemos também representar o conjunto C? de maneira
alternativa identificando-o com o conjunto de matrizes 2 X 1 com entradas comple-

o fo-;

Observe que as operagdes de soma e produto por escalar em R? e C2, com essa
identificagdo, sdo equivalentes a soma e ao produto por escalar definidos na Secdo
6.2 para as matrizes 2 X 1 correspondentes.

Também € possivel representar o produto interno nessa nova notagio matricial.

No caso real, se
T T
1 Y2

T
<U1 ‘ u2> — |ﬁ‘1] % [xZ] — [$1 yl} X l:;j] = T122 + Y1Y2. (6.15)

x,y € R}. (6.13)

zZ,w € (C} . (6.14)

entao

n Y2

=[]

T
Zl] % l@] - {71 771} X li,?] =Z122 +wiwz.  (6.16)
2

No caso complexo, se

entao

(ur | uz) = o 0o

6.5 Transformacoes Lineares

Utilizando a representagio matricial para R?, as matrizes em M (R) definem
uma aplicacio que leva vetores de R? em vetores de R?.

Defini¢do 44. Dada uma matriz qualquer A € M,, (R), a fungdo
T:R*> — R?
|u) — Alu) (6.17)

é chamada uma transformacdo linear de R? em R2.
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A nomenclatura para esse tipo de aplicacdo vem do fato de que elas satisfazem
uma propriedade chamada linearidade: dados |uy) , |us) € R? e A € R temos

T(ur +uz) = A(fur) + [uz)) = Afur) + Aluz) = T(lur)) + T(|uz)),
T(hur) = A(Aur)) = A Jur) = AT(Jur)). (6.18)

De maneira andloga, utilizando a representacio matricial para C2, as matrizes
em M (C) definem uma aplicagio que leva vetores de C2 em vetores de C2.

Defini¢do 45. Dada uma matriz qualquer A € My (C), a fungdo
T:C* —C?
|u) — Alu) (6.19)
é chamada uma transformacdo linear de C? em C?.

As transformagdes lineares em C? também satisfazem a propriedade de linea-
ridade: dados |uy) , |uz) € C% e A € C temos

T(ur +u2) = A(Jur) + |ug)) = Alur) + Alfuz) = T(Jur)) + T(Juz)),
T(Au1) = A(Mu1)) = A ur) = AT (|u1)). (6.20)

Exemplo 57. Seja T a transformacio linear em R? definida pela matriz

a=[1]
wi= )
TWM{QHXH_M'

Exercicio 67. Seja T a transformacio linear em R? definida pela matriz

=53

Calcule T (|v1)) e T (Jvz)) em que

- em-[)

Exercicio 68. Seja T a transformagio linear em C? definida pela matriz

1 2
(L

Calcule T' (|v1)) e T (Jv2)) em que

i = o] e = 1]

Se

entao
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6.6 Algumas defini¢oes especiais para matrizes quadra-
das
6.6.1 Traco

Defini¢do 46. O traco de uma matriz quadrada A de elementos a;; € definido como
sendo a soma dos elementos da diagonal principal, ou seja,

n
TrA = Zaii =ai1 +a22+ ...+ app- (6.21)
=1

Isso entdao define uma fungdo que leva cada matriz em um nidmero real ou
complexo. Algumas de suas propriedades bésicas estdo condensadas no Teorema
abaixo:

Teorema 22. Dadas matrizes A, B de tamanho adequado e A uma constante real
ou complexa, temos:

1. Tr(A+ B) =TrA+ TrB;
2. Tr(AA) = MTrA;
3. Tr(AB) = Tr(BA).

Demonstracdo. A prova dos dois primeiros ¢ bastante simples e é deixada ao leitor.
Para verificarmos 3 notemos que

n

Tr(AB) = > (AB);; = z”: 2": Ak B
i=1 k=1

i=1
=Y > Bridi =YY Bridir == > _(BA) = Tr(BA).
i=1 k=1 k=1i=1 k=1

O

Exercicio 69. Justifique cada passagem utilizada na demonstra¢ao do Teorema an-
terior.

Exemplo 58. Dada a matriz

9 13 5
A= |1 11 7 Gngg(R),
2 6 3

temos que
Tr(A) =9+ 11+ 3 =23.
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Exercicio 70. Calcule o traco das matrizes

1 2 4 —1 0
. . 0 3 -1 4 -5

A:Ll,) ﬂ,B:[_lZ 32j;_702 7 -3 1 4 -4
! 2 1 -1 0 5

5 1 2 0 1

6.7 Matriz Inversa

Sabemos que todo nimero real ndo nulo a possui um inverso multiplicativo
a!'=21talqueaxa!=a"xa=1 Quando temos uma equagdo do tipo
ax = bem que a e b sdo nimeros reais conhecidos e x € uma incégnita que deve
ser encontrada, basta dividirmos ambos os lados da equagdo por a para encontrar

sua solucao
T =—.
Esse procedimento € possivel sempre que a # 0.

Sabemos que para matrizes a divisdo ndo estd definida e portanto o mesmo
procedimento nao pode ser aplicado a equagao matricial AX = B para encontrar
a solucdo de um sistema linear. No entanto, em alguns casos € possivel definir o
que chamamos de matriz inversa da matriz A, denotada por A~!, de modo que

A7'A = AA~! = I. Assim, uma equacdo matricial envolvendo a matriz A do

tipo AX = B pode ser resolvida multiplicando-se ambos os lados da equacdo por
AL

ATY(AX)=A"'B
(A*lA) X=A"'B
IX=A"'B
X =A"'B.

6.7.1 Definicao e propriedades

Defini¢ao 47. Uma matriz quadrada A n x n € dita invertivel quando existe outra
matriz A~! n x n tal que
A 'A=A4A"1 =T (6.22)

onde [ é a matriz identidade n x n.

Caso a inversa de A ndo exista, dizemos que A é uma matriz singular.
Se A uma matriz invertivel, valem as seguintes propriedades:

1. A matriz inversa é tinica. De fato, supondo que A~! e B sejam duas inversas
para a matriz A temos

B=IB=(A"A)B=A"(AB)=A""T=A"".
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. A matriz inversa de uma matriz invertivel € também invertivel, sendo que

a inversa da inversa de uma matriz é igual a prépria matriz, ou seja, A =
_1y-1
(A~hH™.

. A matriz transposta de uma matriz invertivel ¢ também invertivel, e a inversa

da transposta é a transposta da inversa, ou seja, (A7)~ = (A1) De fato

ATA N = (AT =T =Te (A HYTAT =(AA YT =1 =T

. A inversa de uma matriz multiplicada por um ntiimero (diferente de zero) é

igual a matriz inversa multiplicada pelo inverso desse nimero, ou seja

(@A)t =a7ta™!

. Oinverso do produto de matrizes invertiveis € igual aos produtos das inversas

dessas matrizes com a ordem trocada, ou seja,

(AB)"'=B7'A7L

. A matriz inversa de uma matriz identidade é sempre igual a prépria matriz

identidade, ou seja, I ~' = I. Essa propriedade decorre da igualdade I x I =
1.

Exercicio 71. Dada uma matriz A, suponha que B é a matriz inversa de A2. Mos-
tre que a matriz C' = AB é a inversa de A.

Exercicio 72. Utilizando o exercicio anterior, mostre que A é invertivel se, e so-
mente se, A2 é invertivel.

6.7.2 Determinacio da inversa

O método de cdlculo da inversa que utilizaremos aqui consiste em partir de uma

matriz quadrada genérica, com incdgnitas em vez de valores e aplicar a condi¢do

AATY =1T.

Exercicio 73. Vamos calcular a inversa da matriz

A:ﬁ :,j.

Solucdo. Sabemos que a matriz inversa tem que ser também uma matriz 2 X 2 e
portanto é da forma

-1 __|a b
el
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O objetivo é determinar os valores de a, b, c e d. Para isso aplicaremos a defini¢ao

de inversa:
2 1 y a bl (10
4 3 c d| |0 1|

Resolvendo essa multiplicacdo de matrizes obtemos:
2a+c 2b+d| |1 0
4a+3c 4b+3d| |0 1

0 que nos leva ao sistema de equacdes:

2a4+c=1,

2b+d =0,

4a + 3¢ =0,

4b+3d = 1.
Esse sistema pode ser resolvido facilmente (por substituicdo, por exemplo), e a
solugdo nos levaa a = %, b= _71, c=—2ed=1. Assim, temos

) 3 =1
-1_ 12 72
A_[_z 1].
O

Caso a matriz que queremos inverter ndo fosse invertivel, chegariamos a um
sistema de equagdes que ndo possui solugdo.

Esse método se torna bastante trabalhoso para matrizes 3 x 3 e impraticavel para
matrizes maiores. Ndo abordaremos aqui outros métodos mais avancados para o
célculo da inversa. O leitor interessado pode encontrar uma explicacdo detalhada
de outros métodos nas referéncias [4, 5, 6].

Exercicio 74. Encontre, se possivel, as inversas das matrizes abaixo utilizando o
método mostrado no exemplo acima. Utilize um computador para escalonar as
matrizes envolvidas.

La=|% 3
-l
3 A:_Z 0.],
i —1
wa=y ).

Exercicio 75. Encontre cinco matrizes 2 x 2 distintas de modo que cada uma delas
seja sua prépria inversa, ou seja, A2 = I.
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6.8 Determinantes

O determinante é uma func¢do matricial que associa a cada matriz quadrada um
escalar. Esta funcdo fornece varias informacdes sobre a matriz A, algumas das
quais veremos mais adiante.

Existem vdrias maneiras diferentes de definir o determinante de uma matriz.
Adotaremos aqui uma abordagem operacional, definido o determinante a partir do
calculo recursivo através de matrizes menores e cofatores. O leitor interessado em
defini¢Ges alternativas pode procurar as referéncias [4, 5, 6].

6.8.1 Calculo do determinante

Calcular o determinante de matrizes grandes € um processo extremamente tra-
balhoso. Para encontrar uma maneira de fazer esse cdlculo procederemos recursi-
vamente: calcularemos o determinante de matrizes 1 X 1, em seguida calcularemos
o determinante de matrizes 2 x 2. Utilizando esses determinates calcularemos o de-
terminante de matrizes 3 X 3 e assim sucessivamente. Para calcular o determinante
de matrizes n X n utilizaremos o determinante de matrizes (n — 1) x (n — 1).
Matrizes 1 x 1
Definicio 48. Se A = [an} entdo

det(A) = all.

Exemplo 59. Se A = [3} , entdo det(A) = 3.

Matrizes 2 x 2

Definicao 49. O determinante de uma matriz 2 x 2 é a diferenca entre o produto
dos termos da diagonal principal e o produto dos termos da diagonal secunddria.

det la b] = ad — be.

c d

Exemplo 60. O determinante da matriz

édadopordet(A) =0x (-1)—2x1=0—-2=-2.

Exemplo 61. O determinante da matriz

a=li

¢ dadopordet(A) =ix (—=1) —ixi=—-1+1=0.
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Menores e Cofatores

Para calcular o determinate recursivamente, vamos precisar da definicdo de
menor € cofator.

Definicao 50. Dada uma matriz n X n, a matriz menor /L-j relativa ao elemento
A;j é amatriz (n — 1) x (n — 1) obtida de A eliminando-se a linha 7 e a coluna j,
ou seja, a linha e a coluna do elemente A;;.

Exemplo 62. Dada a matriz

a matriz menor Aq; é obtida de A eliminando-se a primeira linha e a primeira

coluna:
= All = |f’) 1 ] .

3 1

9 1 2 -1

A matriz menor Ajs é obtida de A eliminando-se a primeira linha e a segunda
coluna:

A matriz menor Az, € obtida de A eliminando-se a terceira linha e a primeira

coluna:
= /Igl = [_1 O] .

-1 0
3 1

3 1

A matriz menor A33 é obtida de A eliminando-se a terceira linha e a terceira coluna:

Definicao 51. Dada uma matriz A, o cofator associado ao elemento A;; é
Cij = (—1)i+j det (121”) .

Exercicio 76. Dada a matriz
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temos que

-1 3

Observe que na definicdo dos cofatores de uma matriz n X n, sdo utilizados
determinantes de matrizes (n — 1) x (n — 1). Com o que temos até aqui s6 con-
seguimos calcular cofatores de matrizes 3 x 3. Veremos agora que os cofatores de
uma matriz 3 X 3 nos permitem calcular o determinante dessa matriz. Com isso
poderemos calcular os cofatores de matrizes 4 x 4. Os cofatores de uma matriz
4 x 4, por sua vez, nos permitem calcular o determinante dessa matriz. Podemos
entdo calcular os cofatores de matrizes 5 X 5 e assim sucessivamente.

Calculo do determinante através de cofatores

Para calcular o determinante de uma matriz A n x n, escolhemos uma linha
qualquer 7 e somamos os elementos dessa linha multiplicados pelos seus cofatores:

n
det(A) = ai1Ci1 + ai2Ciz + ai3Ciz + ... + ainCin = Y _ a;;Cij.
=1

Observe que na soma acima o coeficiente ¢ permanece fixo, enquanto o coeficiente
J percorre todos os valroes possiveis: a linha ¢ fica fixa enquanto a soma percorre
todas as colunas da matriz A.

Podemos calcular o determinante escolhendo uma coluna qualquer j e so-
mando os elementos dessa coluna multiplicados pelos seus cofatores

n
det(A) = ale’lj + ang'gj + ang'gj + ...+ CLnanj = ZaijCij.
=1

Observe que na soma acima o coeficiente j permanece fixo, enquanto o coeficiente
1 percorre todos os valore s possiveis: a coluna j fica fixa enquanto a soma percorre
todas as linhas da matriz A.

Observacao. 1. A escolha da linha ou da coluna que utilizaremos para calcular
o determinante & arbitraria. Qualquer escolha deverd produzir o mesmo valor
para det(A). Escolha sempre a linha ou coluna que simplifique as contas o
maximo possivel. Quanto mais zeros, melhor.
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2. A equagdo para o célculo do determinante através de cofatores parece sim-
ples, mas na verdade ela ndo € tdo simples assim. Ao utilizar essa equagéo
trocamos o problema de calcular o determinante de uma matriz n X n pelo
célculo de n determinantes (n—1) x (n—1). Cada um desses determinantes,
por sua vez, se transforma em (n — 1) determinantes (n — 2) X (n—2) e esse
processo deve ser repetido até que os cofatores possam ser calculados através
de determinantes de matrizes 2 x 2. De forma geral, o nimero de operagdes
necessdrias para calcular o determinante por esse método é maior que n!,
o que é extremamente ineficiente, mesmo em computadores muito rapidos.
O determinante pode ser calculado por outro método, o chamado método
de Gauss-Jordan, que utiliza aproximadamente n® operacdes. O leitor inte-
ressado pode encontrar uma apresentacdo completa sobre esse método nas
referéncias [4, 5, 6, 7].

O determinante possui diversas propriedades interessantes:

Teorema 23. 1. Se A é uma matriz quadrada triangular inferior, entdo det(A)
é o produto dos elementos da diagonal principal.

2. Se uma matriz A possui duas linhas iguais, entdo det(A) = 0.
3. det(AT) = det(A).
4. det(AB) = det(A) det(B).
Exercicio 77. Utilizando o teorema 23, mostre que se A é uma matriz invertivel

entao
1

~ det(A)

det (Ail) .
Exercicio 78. Se det(A) = 3 encontre

1. det(A?);

2. det(A%);

3. det (A71);

4. det (AT) .
E possivel calcular det(24)?

Exercicio 79. Suponha que B seja uma matriz invertivel. Prove que para qualquer
matriz A vale
det (B~ AB) = det(A).

O determinante de uma matriz A estd intimamente relacionado a existéncia da
inversa A~ L.

Teorema 24. Uma matriz A n X n é invertivel se, e somente se, det(A) # 0.
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A prova dos resultados 23 e 24 esta fora do escopo desse texto. O leitor inte-

ressado pode encontrar mais detalhes nas referéncias [4, 5, 6, 7].

Exercicio 80. Mostre que se det(AB) = 0, ou A é singular ou B é singular.

Exercicio 81. Seja A uma matriz invertivel tal que A?> = A. Calcule det(A).

Exercicio 82. Seja A uma matriz tal que A* = 0 para algum k& € N. Mostre que
A é uma matriz singular.

Exercicio 83. Suponhamos que A seja uma matriz tal que A7 = A~!. Verifique
quais sdo os possiveis valores de det(A).



Capitulo 7

Generalizacao para dimensoes
maiores

Os resultados vistos no Capitulo 2 podem ser generalizados para vetores com
mais coordenadas, o que nos leva naturalmente a definicdo do espago vetorial R".
Apesar da generalidade com que pretendemos tratar o assunto, devemos sempre
nos lembrar dos espagos vetoriais R? e R? onde toda a teoria pode ser traduzida
de maneira geométrica, fazendo com que todos os resultados enunciados possam
ser compreendidos de maneira intuitiva. Podemos sempre trabalhar com as duas
abordagens: a abordagem algébrica e abstrata, que pode ser aplicada igualmente a
todos os espacos vetoriais, e a abordagem geométrica que possibilita a visualizacio
dos conceitos da dlgebra linear nos espacos R? e R3.

7.1 O Espaco R"

Definicao 52. Representamos por R™ o conjunto de todas as n-iplas de nimeros
reais, que denotaremos por

lu) = (z1,22,. .., ). (7.1)

Definicdo 53. Dados |u) = (z1,22,...,2,) € |v) = (y1,...,yn) em R™ defini-
mos a soma |u) + |v)

lu) + |v) = (1 4+ Y1, s Tn + Yn) (7.2)
e 0 produto de |u) por um escalar A € R
Au) = (Azg, ..., Axy) . (7.3)

Assim como fizemos para R?, serd ttil posteriormente identificar vetores em
R™ e matrizes coluna n x 1:
x1
(X1, yxn) < | 1. (7.4)

Tn

81
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Teorema 25. Para todos |u) ,|v) ,|w) € R" e \,v € R temos
1. (Associatividade) |u) + ([v) + |w)) = (Ju) + |v)) + |w);
2. (Comutatividade) |u) + |v) = |v) + |u);

3. (Existéncia de zero) O vetor 0 = (0,0, ...,0) € tal que |u) + 0 = |u);

BN

(Existéncia de inverso aditivo) Dado |u) € V o vetor — |u) é tal que |u) +

(—|u) =0;
(Associatividade) \(v |u)) = (A\v) |u);

“

IS

(Distributividade) \(|u) + |v)) = A Ju) + A |v);
7. (Distributividade) (X + v) |u) = X |u) + v |u);
8 1|u) = |u).

As operacdes de soma e multiplicagdo por escalar nos espacos vetoriais R?
e R3 podem ser representados geometricamente, o que faz com que eles sejam
importantes também do ponto de vista pedagdgico.

Para R?, a representacdio geométrica de vetores, soma e produto por escalar
foram mostradas nas Figuras 2.3, 2.4 e 2.5. Em R3, podemos proceder de maneira
andloga: cada vetor |u) = (z,y, z) é representado por um segmento orientado que
liga a origem ao ponto com coordenadas (z,y, z). A figura 7.1 mostra a represen-
tagdo geométrica do vetor |u) = (1,1,2) € R3.

A soma de dois vetores também pode ser representada geometricamente. Da-
dos dois vetores |u) e |v), sua soma é igual ao vetor obtido da seguinte forma:
tomamos o segmento orientado que representa |u); em seguida, tomamos o seg-
mento orientado que representa |v) com origem na extremidade de |u); o vetor
|u) + |v) é representado pelo segmento oriendado que vai da origem até a extremi-
dade de |v). A soma dos vetores |u) = (2,2,1) e |v) = (1,—1,3) é ilustrada na
Figura 7.2.

A multiplicacdo de um vetor por um escalar também pode ser representada
geometricamente. Dado um vetor |[v) € R? e A € R, o vetor ) |v) é encontrado da
seguinte forma: se A = 0 entéo A |[v) = 0; caso contrério, A |v) tem comprimento
|A| vezes o comprimento de |v) e mesma direcdo de |v) (dizemos que eles sdo
paralelos); A |v) tem o mesmo sentido de |v) se A > 0 e sentido oposto se A < 0.
A Figura 7.3 ilustra os vetores |v) = (1,1,1) e 2 |v) = (2,2, 2).

7.2 Subespacos Vetoriais
Definicao 54. Um subespaco vetorial S do espago vetorial R” € um subconjunto

de R™ que é preservado pelas operagdes de soma e multiplicacio por escalar defini-
das em R™. Para isso, precisamos que as seguintes propriedades sejam satisfeitas:
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Figura 7.1: Representacio geométrica do vetor |u) = (1, 1,2) em R3,

z

\

)

Figura 7.2: Representagdo geométrica da soma (2,2,1) + (1,—1,3) = (3, 1,4).
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Figura 7.3: Representagdo geométricade (1,1,1)e2 x (1,1,1) = (2,2,2).

1. |u) + |v) € S para todo par |u) e |[v) € S;
2. M|u) € S paratodo A € Retodo |v) € S.

Para mostrar que S é um subespago vetorial de R™ devemos verificar se as ope-
racdes de soma e multiplicagc@o por escalar preservam S: ao somar dois elementos
de S devemos permanecer em S e ao multiplicar um elemento de .S por um escalar
devemos permanecer em .S.

Exemplo 63. Em R?, os subespagos correspondem a todo o espaco R?, retas pas-
sando pela origem ou o conjunto {0}. Em R?, os subespagos correspondem a
todo o espaco R3, planos passando pela origem, retas passando pera origem ou o
conjunto {0}.

Exemplo 64. O subconjunto
S ={(t0,...,0) e R";t € R}
¢ um subespaco vetorial de R".

Solucdo. A solucido de um problema como esse passa sempre por trés passos. O
primeiro deles € verificar qual é a propriedade que define o subconjunto .S. Nesse
exemplo, S é o conjunto dos vetores de R que possuem todas as coordenadas
iguais a zero a partir da segunda. A primeira coordenada pode assumir qualquer
valor.

O segundo passo € verificar se a soma de quaisquer elementos de .S permanece
em S. Suponhamos entdo que |u) e [v) € S. Entdo |u) = (¢1,0,...,0) e |v) =
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(t2,0,...,0) comt; e to € R. Assim
|u) + |v) = (t1 + t2,0,...,0)

também pertence a .S.
O terceiro passo é verificar se a multiplicacdo de elementos de .S por constante
permanece em S. Tomando |u) = (¢1,0,...,0) € S qualquer e A € R temos

Alu) = (Mt1,0,...,0)

que também pertence a S. Como as propriedades 1 e 2 sdo satisfeitas, S é um
subespaco de R".
Observe que em R? e R3 esse subespaco corresponde aos vetores sobre o eixo
x e portanto S é uma reta passando pela origem, o que coincide com o que ja
haviamos visto anteriormente.
O

Exercicio 84. Verifique quais dos subconjuntos de R? abaixo sdo subespacos ve-
toriais.

1. O subconjunto de vetores que possuem primeira coordenada igual a zero;
2. O subconjunto de vetores que possuem primeira coordenada igual a 1;
3. O subconjunto de vetores (z,y, ) tais que xy = 0;

4. O subconjunto de vetores (x,y, z) tais que z — y + 3z = 0.

7.3 Combinacoes Lineares

Em R" os elementos podem ser combinados livremente através da soma e da
multiplicag@o por escalar.

Defini¢do 55. Dizemos que |v) é uma combinacdo linear de |uy), ..., |ug) se
existem constantes ap, . .., ar € R tais que
|v) = ay Jur) + ...+ ag |ug) . (7.5)

Exemplo 65. O vetor (7,2,9) € R3 é uma combinagdo linear dos vetores (2, 1, 3)
e (1,0,1) porque
(7,2,9) = 2(2,1,3) + 3(1,0, 1).

Exemplo 66. O vetor nulo 0 é sempre combinagdo linear de qualquer conjunto de
vetores |v1) , ..., |vg). De fato,

0=0]vi)+...+0]uvg).
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Exemplo 67. Considere os vetores |e;) = (1,0,0), |e2) = (0,1,0) e |eg) =
(0,0,1). Qualquer vetor em R? é combinagio linear desses trés vetores. De fato,
dado |[v) = (a1, ag, as3) podemos escrever

(a17a27a3> = (a17 07 0) + (0,@2,0) + (07 07 a3)
- a1(17 070) + a2(07 17 0) + a3(0a Oa 1)

= ai |€1> + ao |€2> + as ‘€3> .

De maneira geral, qualquer vetor de R™ pode ser escrito como uma combi-
nagdo linear dos vetores |e;) = (1,0,...,0), |ea) = (0,1,...,0),...,|en) =
(0,0,...,1).

Exemplo 68. Se um vetor |v) é combinagdo linear de um vetor |u) entdo
[0) = Alu)
ou seja, |v) é miltiplo de |u) .

Exemplo 69. Considere os vetores |u1) = (1,0,0) e Juz) = (1,1,0). O vetor
|v) = (4,2,0) é combinagdo linear de |u1) e |ug). Para provar esse fato, suponha-
mos inicialmente que |v) possa ser escrito como combinagdo de |u) e |ug). Isso
quer dizer que existem a1, as € R tais que

[v) = a1 [u1) + az |ug)
(4,2,0) = a1(1,0,0) + as(1, 1,0). (7.6)

Utilizando a identificagdo entre vetores de R™ e matrizes coluna, podemos escrever
4 1 1 a1 + as 1 1
20 = a1 |0| +az [1] = | a2 :01[“1].
0 0 0 0 0 of L*

Para encontrar as constantes a; € ag devemos entdo resolver o sistema de trés
equacdes e duas incognitas
1 1 4
a
0 1 [ 1] = |2
ag
0 0 0

Esse sistema possui solugéo tnica a; = 2 e ag = 2. Logo |v) é combinagio de
|ui) e |ug). De fato,

(4,2,0) = 2(1,0,0) + 2(1, 1,0).

Exemplo 70. Considere os vetores |u1) = (1,0,0) e |ug) = (1,1,0). O vetor
|v) = (1,2,—1) ndo é combinagdo linear de |uj) e |ug). Para provar esse fato,
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suponhamos inicialmente que |v) possa ser escrito como combinagdo de |ui) e
|u2). Isso quer dizer que existem a1, as € R tais que

|v) = a1 |u1) + ag |uz)
(1,2, -1) = a1(1,0,0) + as(1, 1,0). 1.7)

Utilizando a identificag¢do entre vetores de R™ e matrizes coluna, podemos escrever

1 1 1 a1 + as 1 1 a
21 =ay |0] +ax |1l =] a | =10 1 L‘l]'
~1 0 0 0 0 o] L™

Para encontrar as constantes a; € ay devemos entdo resolver o sistema de trés
equacdes e duas incdgnitas
11 1
a
0 1 [ 1] = |2
ag
0 0

—1

Esse sistema ndo possui solu¢do, uma vez que a ultima equacdo equivalea 0 = —1.
De fato, qualquer combinacdo linear desses vetores € da forma

a1(1,0,0) + az2(1,1,0) = (a1 + ag, ag,0),
que nunca pode ser igual ao vetor (1,2, —1).

De maneira geral, dados vetores |u1) , ..., |uy,) € R™, um vetor |v) serd com-
binagdo linear de |u1) , ..., |u;,) se existirem constantes ay, . . ., a,, tais que

[v) = a1 |ur) + ...+ am |tum) -

Essa equac@o nos levard a um sistema de equacgdes lineares para as constantes
ai, ... ay. Se esse sistema possuir solugdo, tal solucio nos dard valoresde ay, . . . a,
que podem ser utilizados para escrever |v) como combinag@o linear de |u1) , .. ., |tm).
Se esse sistema ndo possui solugdo, |v) ndo pode ser escrito como combinagao li-
nearde |uy), ..., |Uum).

Exercicio 85. Verifique se o vetor |v) € combinacdo linear dos vetores |uy) , . . ., |uy,)
dados abaixo. Em caso afirmativo, encontre uma combinacio linear desses vetores
que gera |v).
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—_
=
o

7’“2

s [ug

=
[}

s [ug

)s luz) = (
)s luz) = (
1,0,1),|u2) = (
)s luz) = (
)s |uz) = (

—_
—
o

,|’LL2 0,1,0 s |U3> (0,1,1)

10. |v) =(2,3,1,—1); |u1) = (1,0,0,0), |uz) = (0,1,0,0), |uz) = (0,0,1,0);

1. |v) =(2,3,1,—1); Ju;) = (1,0,0,0), |uz) = (0,1,0,0), |us) = (0,0, 1,0), |ug) =
(0,0,0,1);

12 ‘1)> =(2,3,1,— 1) ) = (1,1,0,0), ‘u2> (0,1,0,0), |U3> (0,0, 170)7 ’u4> =
(0,0,1,1);

13. [0) = (2,3,1,—1); |ur) = (1,1,0,0), [us) = (0, 1,0,0), Jus) = (0,0,1,0), |us) =
(0,0,1,1),”&5) (lelal)'

7.4 Dependéncia e Independéncia linear

Queremos encontrar condi¢des que informem se dentre um conjunto de veto-
res, algum deles pode ser escrito como combinacdo linear dos outros. Para isso
definimos a no¢do de dependéncia linear.

Defini¢do 56. Dizemos que um conjunto de vetores {|u1),..., |ug)} C R™ é li-
nearmente independente (LI) se a equacio

aq |u1>+---+ak\uk) =0 (7.8)

s6 admite a solugdo trivial a; = ... = a; = 0, ou seja, se a Unica combinagdo
linear dos vetores que gera o vetor nulo € aquela em que todas as constantes sdo
nulas.

Caso contrdrio, dizemos que os vetores sdo linearmente dependentes (LD). Um
conjunto de vetores é LD se existe uma combinagdo linear deles que gera o vetor
nulo em que pelo menos uma das constantes € nao-nula.

Exemplo 71. Um conjunto de vetores que contém o vetor nulo € sempre LD. De
fato, tomando o conjunto {|uy),...,|ux),0} podemos escrever a combinagdo li-
near

0x |up)+---+0x|ug)+1x0=0. (7.9)

Temos entdo uma combinacio linear dos vetores que gera o vetor nulo em que a
ultima constante utilizada é diferente de zero. Isso implica que esses vetores sio
LD.
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Exemplo 72. Um conjunto formado por um tnico vetor ndo nulo |u) é sempre LI.
Nesse caso, as dnicas combinagdes lineares possiveis sdo multiplos de |u) e para
que um desses multiplos seja o vetor nulo temos que

Alu) =0,
o que implica que A = 0 uma vez que |u) # 0.

Trés ou mais vetores em R2, assim como quatro ou mais vetores em R3, assim
como mais de n vetores em R"™ sdo sempre LD. Isso acontece porque o problema
de identificar se esses vetores sdo ou nao LI leva a um sistema de equagdes com
mais incdgnitas que equagdes que sempre possui solu¢do ndo trivial.

Teorema 26. O niimero mdximo de vetores LI em R" é igual a n.

A definicdo de depedéncia linear é importante porque ela permite identificar
se dentro de um conjunto de vetores, um deles pode ser escrito como combinagdo
linear dos outros ou nio. De fato, as duas propriedades sdo equivalentes.

Teorema 27. Um conjunto de vetores é LD se, e somente se, podemos expressar
ao menos um dos vetores como combinacdo linear dos outros.

Demonstragdo. Suponhamos que {|v1),...,|vx)} seja um conjunto LD. Entdo
existe uma combinacdo linear desses vetores que resulta no vetor nulo

aplvr) + - +ag|vg) =0 (7.10)

com pelo menos uma das constantes a; # 0. Suponhamos que a; # 0. Podemos
entao escrever a
2
1) = T lva) = = — k) (7.11)

e |v1) é combinagdo linear dos outros vetores.
Por outro lado, se um dos vetores, digamos |v1), é combinagéo linear dos ou-
tros,
|v1) = ba|ve) + -+ + by |vg) (7.12)

entao
|’U1> —b2|1}2> —"-—bk|’Uk> =0 (713)

¢ uma combinacdo linear dos vetores que resulta no vetor nulo sem que todas as
constantes sejam nulas, o que implica que eles sdo LD.
O

Exemplo 73. Um conjunto com dois vetores é LD se, e somente se, um deles é
multiplo do outro. De fato, se dois vetores sdo LD, um deles pode ser escrito como
combinacdo linear do outro.

Exemplo 74. Em R3, trés vetores sio LD apenas em trés casos: ou os trés sio
paralelos, ou dois deles s@o paralelos, ou os trés vetores sao coplanares.
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Exercicio 86. Verifique se os conjuntos de vetores abaixo sdo LI ou LD.
1. (1,1);
2. (1,2),(3,6);
3. (1,2),(3,1);
4. (1,2),(3,10,(1,1);
5. (1,1,2),(1,0,0), (4,6,12);
6. (1,1,1),(2,3,1),(3,1,2);
7. (1,-2,3),(—2,4,—-6);
8. (4,2,—1),(6,5,-5),(2,—1,3).
9. (1,1,2,0),(1,-1,0,1);
10. (1,1,0,2),(1,-1,0,0),(1,0,1,0);
11. (1,1,0,0),(1,-2,0,0),(1,0,1,—1),(0,0,1,1);
12. (1,1,0,0,2),(1,-1,0,0,0),(1,0,1,0,0),(0,0,1,2,0);
13. (1,1,0,0,3),(1,-1,0,0,0),(2,0,1,0,0),(0,0,—1,1,0),(0,0,0,0,1).

Exercicio 87. Em cada item do exercicio anterior em que os vetores sdo LD, es-
creva uma combinagdo linear dos vetores que resulta o vetor nulo em que pelo
menos uma das constantes usadas seja diferente de zero. Escreva um dos vetores
como combinacio linear dos outros.

7.4.1 Subespacos gerados

Defini¢ao 57. Dado um conjunto de vetores |u1), ..., |ux), 0 subespaco gerado
por esses vetores é o conjunto de todas as suas combinacdes lineares:

<‘U1> ey |uk)> = {a1 |U1> +...+ag \uk.) ya; € R} . (7.14)

Exercicio 88. Prove que (|u1),...,|ux)) é de fato um subespaco de R".

Exemplo 75. O vetor (7,2,9) € R? é uma combinagio linear dos vetores (2,1, 3)
e (1,0,1) porque
(7,2,9) = 2(2,1,3) + 3(1,0, 1).

Portanto (7,2,9) € ((2,1,3),(1,0,1)) .



7.4. DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAR 91

Exemplo 76. O subespago gerado por um vetor ndo nulo |v) € R? ou R3 é uma
reta passando pela origem. De fato

(lv)) ={tlv);t e R}
que corresponde justamente a reta passando pela origem na dire¢@o do vetor |v).

Exemplo 77. O subespaco gerado pelos vetores (1,0,0) e (0,1,0) em R? corres-
ponde ao plano xy. De fato, as combinagdes lineares de (1,0,0) e (0,1,0) sao
vetores da forma

a1(1,0,0) + a2(0,1,0) = (a1, az,0)

que correspondem justamente aos vetores pertencentes ao plano xy

De forma andloga, o subespago gerado pelos vetores (1, 0,0) e (0,0, 1) corres-
ponde ao plano xz e o subespago gerado pelos vetores (0,1,0) e (0,0, 1) corres-
ponde ao plano yz.

Exemplo 78. O subespaco gerado por dois vetores |u) e [v) ndo paralelos em R3
¢ um plano passando pela origem que contém os vetores |u) e |v).
7.4.2 Base e Dimensao

Podemos nos perguntar se existe um conjunto de vetores LI de forma que todo
elemento do espago R possa ser escrito como combinagdo linear dos elementos
desse conjunto. E possivel mostrar que o espaco R” possui um conjunto LI com
essa propriedade para todon € N.

Definicao 58. Uma base para R” € um conjunto LI

B={lui),...,|ux} (7.15)
tal que todo vetor de R™ é combinagdo linear de |u;),...,|ux), ou seja, dado
qualquer vetor |v) € R™, existem constantes a1, ..., a; € R tais que

vy = a1 |u1) + ag Juz) + ... + ak |uk) . (7.16)
De forma equivalente, dizemos que B = {|u1), ..., |ux)} é uma base para R"
se B € um conjunto LI e

Exercicio 89. Os vetores |u1) = (1,0) e |uz) = (0, 1) formam uma base para R?,
como vimos no Exemplo 19. De maneira andloga, como mostrado no exemplo 67,
os vetores |ui) = (1,0,0),|u2) = (0,1,0) e |ug) = (0,0,1) formam uma base
para R3. De maneira geral, os vetores

lu1) = (1,0,0,...,0,0), |ug) = (0,1,0,...,0,0),...,|u,) = (0,0,0,...,0,1)
(7.18)
formam uma base para R".
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Em geral, ndo é dificil provar que um conjunto de vetores € LI, pois isso é
equivalente a resolver um sistema linear. Com o que temos até agora, o dificil é
provar se um conjunto de vetores gera ou ndo todo o espago R™. Antes de vermos
mais exemplos, vamos provar alguns resultados que facilitam essa tarefa.

Teorema 28. Se {|u1),...,|ux)} é uma base para o espagco R", entdo qualquer
conjunto com mais de k vetores é LD.

Demonstragdo. Seja {|vi),...,|vn)} um conjunto qualquer com m > k. Seja
b1 |’Ul>+b2|2}2> 4+ ...+ by |’Um> =0 (7.19)

uma combinacdo linear desses vetores que gera o vetor nulo. Nosso objetivo é
provar que € possivel escolher os valores das constantes b; na equagdo acima sem
que todas elas sejam nulas.

Utilizando o fato de que o conjunto {|u1),...,|ux)} é uma base, vamos rees-
crever a equacdo acima em termos dos vetores |u;). Isso é possivel porque todo
vetor |v;) pode ser escrito como combinagdo linear de {|u1) ,. .., |ug)}:

"Ul> =T |U1> + 212 ”U,2> + ...+ Tk \uk>

‘U2> = x9] |U1> + X292 ’1@) + ...+ T |uk>

[Um) = Tma [u1) + Tma [u2) + . .. + Tk |uk) (7.20)

Substituindo as igualdades acima na equacao (7.19), temos

by (z11 Jur) + x12 |u2) + ... + 1k |uk))
+bo (21 |u1) + w22 |ug) + ... + To |ug))
+.ooo b (T |ur) + Tme |ue) + .o+ Tk |uk)) =0 (7.21)

Colocando em evidéncia os vetores |u;) na equagéo acima chegamos a

(b1w11 + b2wa1 + ...+ by1) [un)
+ (b1w12 + bawoz + ... + bTm2) [u2)
+...+ (blxlk + boxop + ...+ bmxmk) \uk> =0. (7.22)
A equagdo acima fornece uma combinagdo linear dos vetores |u1), ..., |ug) que

resulta no vetor nulo. Como esses vetores sao LI, isso s6 pode acontecer se todas
as constantes forem zero, o que implica que

bix11 + baxor + ... + by =0
biz12 + bazas + ... 4 b2 =0

bix1g + boxog, + ... + bymi = 0.
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Esse é um sistema de equagdes nas varidveis b; que possui k equagdes e m incog-
nitas, ou seja, mais incégnitas que equacdes, e portanto possui solu¢io nao-trivial
(veja as referéncias [4, 5, 6, 7]). Isso quer dizer que € possivel encontrar constantes
b1, ..., by, ndo todas nulas, tais que a equacio (7.19) seja verdadeira. Isso implica
que os vetores {|v1), ..., |vm)} sdo LD. O

O teorema acima permite provar que duas bases de R" possuem o mesmo nu-
mero de elementos. De fato, suponhamos que {|u1),...,|ux)} e {|vi),...,|vm)}
sejam bases para R™. Se m > k, o teorema anterior implica que o conjunto
{lv1),...,|vm)} é LD, e portanto ndo poderia ser uma base, o que é uma con-
tradi¢do. Se m < k, o teorema anterior implica que {|u1), ..., |ux)} € LD, o que
também € uma contradicdo. Logo k = m.

7z

Definicao 59. A dimensdo de R™ é o niimero de vetores em uma base. O espaco
vetorial R? tem dimensdo 2; O espaco vetorial R? tem dimensdo 3; Em geral, o
espaco vetorial R tem dimensao n.

Teorema 29. Em R"™ qualquer conjunto LI {|u1) , ..., |uy,)} com n vetores é uma
base para R".

Demonstracdo. Para provar que um conjunto é uma base para R", devemos provar
que, além de ser LI, esse conjunto gera R, ou seja, qualquer vetor |v) € R™ pode
ser escrito como combinagéo linear de {|uq) , ..., |un)}.

Sabemos pelo Teorema 28 que o conjunto {|u1),...,|uy),|v)} é LD. Isso
quer dizer que existe uma combinagdo linear

aj juy) + az |ug) + ...+ an|un) +blv)y =0 (7.23)

que gera o vetor nulo em que pelo menos uma das constantes € ndo nula. Afirma-
mos que b # 0. Se b fosse igual a 0, poderiamos eliminar o vetor |v) da equagéo
acima e terfamos

ay lui) +agug) + ... 4+ apluy) =0 (7.24)

em que pelo menos uma das constantes é ndo nula. Como {|u1),...,|u,)} é uma
base, é, em particular LI, e portanto isso ndo pode acontecer. Logo concluimos que
b#0.

Podemos entdo isolar |v) na equagdo (7.23), o que nos leva a

al a9 Qg
o) = = hua) = P fuz) = = T

Isso mostra que, independente de quem seja o vetor |v), ele pode ser escrito como
combinagdo linear de {|u1), ..., |u,)}. Logo esse conjunto é uma base para R™.
O

Assim, para verificar se um conjunto de vetores € ou ndo uma base para R",
basta verificarmos se ele possui o nimero correto de vetores e se esses vetores sao
LI O Teorema 29 garante que nessas condi¢des, o conjunto gera R™ e portanto é
uma base. Podemos resumir esse resultado da seguinte forma:

) - (7.25)
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Uma base para R" é um conjunto LI com exatamente n vetores.

Exercicio 90. Verifique se os vetores abaixo formam uma base para o espago ao
qual pertencem.

1.

2.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

(1,1);
(1,2),(1,0);
(1,2),(1,0),(0,1);

(1,0,0),(0,1,1);

. (1,0,0),(0,1,-1),(0,1,1);

(0,1,0),(0,1,-1),(0,1,1);
(2,1,-1),(3,1,-2),(1,0,-1),(1,0,1);
(3,1,-2),(1,0,-1),(1,0,1);
(2,1,-1),(3,1,-2),(1,0,—1);
(2,1,-1),(3,1,-2),(1,0,2);

(1,1,0,0),(1,-1,0,0);
(1,1,0,0),(1,-1,0,0),(1,0,1,0) ;
(1,1,0,0),(1,-1,0,0),(1,0,1,0),(0,0,1,1);
(1,1,0,0,1),(1,-1,0,0,0),(1,0,1,0,0),(0,0,1,1,0);

(17 1?07 07 1)7 (17 _17 07 07 0)7 (17 07 17 07 0) Y (O? 07 17 170)7 (O? 07 07 07 1)'

Exercicio 91. Dados |u1) = (2,1,3) e |ug) = (2,6, 4), responda:

1.

2.

3.

O conjunto {|v1), |v2)} é uma base para R3? Descreva geometricamente o
subespaco gerado por esses vetores.

Quais sdo as condigdes sobre |v3) para que {|v1), |v2), |vs)} seja uma base
de R3?

Encontre um vetor |v3) de modo que {|v1) ,|v2), [v3)} seja uma base de R3.
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7.5 Produto Interno

Defini¢do 60. Dados dois vetores |u) = (x1,...,2,) € |v) = (y1,...,y,) em R"
definimos o produto interno entre |u) e |v) por

n
<u|v>:(ml,...,xn)-(yl,...,yn):inyi. (7.26)
i=1
Exemplo 79. O produto interno entre os vetores (1,3,5) e (4,2,1) em R? é igual
a
(1,3,=5) - (4,=2,—-1) = ()(4) + B)(=2) + (-5)(=1) =4 -6 +5=3.
Teorema 30. O produto interno em R" satisfaz as seguintes propriedades:
O+ o)) - ) = A (| ) + g (o | w0));

- (ulv) = {v]w);

(u]u) >0

N~

“

4. Se (u | u) =0 entdo |u) = 0.
Definicao 61. A partir do produto interno podemos definir a norma de um vetor
|v) escrevendo
[0l = y/{v [ v).
O produto interno nos permite introduzir uma nog¢do que generaliza a um es-

paco R™ a ideia de perpendicularidade nos espacos R? e R3, com a qual j4 estamos
familiarizados.

Defini¢do 62. Dizemos que dois vetores |u) e |v) sdo ortogonais se (u | v) = 0.
Dizemos que um conjunto £ = {|v1),...,|vg)} € ortogonal se seus elementos
sao dois a dois ortogonais. Dizemos que um conjunto £ = {|v1),...,|vg)} é
ortonormal se é ortogonal e (v; | v;) = 1 para todo i.

Exercicio 92. Mostre que se u e v sdo ortogonais, entdo

lu +ol* = [lul® + fJol|*.

Teorema 31. Se {|v1),...,|vk)} € um conjunto ortogonal, entdo valem as seguin-
tes propriedades:
1. O conjunto {|v1) ,...,|vg)} € LI

2. Se|v) =ay|v1) + ...+ ag |vk), entdo
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Demonstracado.

1. Suponhamos que

AL |vi) + A2 |v2) + ..o 4+ Ak lug) = 0. (7.27)

Fazendo o produto interno por |v;) em ambos os lados da equagdo acima,
temos que

(A v1) + Agfva) + oo+ Ag |og)) - i) =0 - ]v,>
1(Jv1) - [vi)) + A2 (Jvz) - [vi)) + o+ A (Jug) - [vi) =
Ai (|vi) - Jvi)) =

il Jva) [[* = (7.28)

Como || |v) || # 0, a equagdo acima implica que A; = 0. Logo a equagdo
(7.29) s6 pode ser verdadeira se todas as constantes \; sdo nulas e portanto
o conjunto {|v1),...,|vg)} é LL

2. Suponhamos que
|v)y = ay|v1) + ag|va) + ... + ag |vg) - (7.29)

Para provar que o conjunto {|v1),...,|vg)} é LI, devemos mostrar que a
Unica possibilidade para as constantes «; na equacdo acima € que todas elas
sejam nulas.

Fazendo o produto interno por |v;) em ambos os lados da equagdo acima,

temos que
(a1 |v1) +aglv2) + ...+ ag |vg)) - [vi) = |v) - [v3)
ay (Jv1) - [vi)) + az (|v2) - [vi)) + ... + ax (Jvg) - [vi)) = [v) - |vi)
ai (Jvi) - [vi)) = [v) - |vi)
ail| |vg) |I* = |v) - [0:}7.30)
A equacdo acima implica que a; = ;ﬁ:}'ﬁ% como queriamos provar.
O
Defini¢do 63. Dizemos que uma base B = {|v1),...,|vx)} para R” é uma base
ortogonal se seus elementos sdo dois a dois ortogonais. Dizemos uma base B =
{Jv1),...,|vk)} é uma base ortonormal se é ortogonal e (v; | v;) = 1 para todo .

Exemplo 80. A base

B={le)) = (1,0,...,0),]e2) = (0,1,...,0),....]|en) = (0,0,...,1)} (7.31)

de R™ é uma base ortonormal. De fato, é facil mostrar que o produto interno
(ei | ej) éigual azerose i # j eigualalsei = j.
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Exemplo 81. Mostre que o conjunto

o= (o) = (o) w00

é uma base ortonormal de R3.

Solucdo. Calculando os produtos internos temos

(v1 | va) = (v1 | v3) = (va | v3) =0, (v1|v1)=(v2|ve)=(v3|vs)=1

0 que mostra que B é um conjunto ortonormal. Pelo teorema 31, 5 € um conjunto
LI e portanto é uma base, ja que possui trés vetores. O

Outra consequéncia do Teorema 31 é que dado um vetor qualquer |v) e uma
base ortogonal B = {|v1),...,|vk)} de R", é ficil encontrar as constantes que
devemos usar para escrever |v) como cominagio linear de |v1) , ..., |vg).

Exercicio 93. Escreva |v) = (2,1, —1) como combinagéo linear dos vetores
1 1 1 1
v1) = [ —=,0, =), Jva) = [ —=,0,—— ), |v3) = (0,1,0).
) = (750,75 ) oloz) = (5.0, == ) Juw) = (0,10
Solugdo. Pelo Teorema 31, sabemos que se

|v) = ay|v1) + ag |v2) + as |vs)

, entdo cada constante a; é dada por

= (v |v).

Observe que a expressdo se simplifica ainda mais, ja que os vetores tem norma
igual a 1. Calculando os produtos internos, temos

2 1 1
CL1:<U|’01>:E+O % 72

2 1 3
CL2=<U\U2>=\[—1—O+\/§ 7
az=(v|v3) =0+1+0. (7.32)

Temos entdao que

v) = )+ )+ lva) -

Loy + 2
— |V — |V
V2T R

O]

Exercicio 94. Verifique se os conjuntos de vetores abaixo sdo ortogonais. Verifi-
que quais deles sdo ortonormais. Verifique quais deles constituem bases de R?.
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1. {(1,2,-1),(1,0,1)};

2 (s A) (o)

3. {(1,2,2),(1,2,-1),(0,0,1)};

11 1) (=1 -1 2)(1 -1 .
(B wman) (w5 (30}
Exercicio 95. Considere os conjuntos acima que sio bases de R3. Escreva o vetor

(1,1,1) como combinagio linear dos elementos dessas bases.

Exercicio 96. Sejam |v) = (1,1,—2) e |u) = (a,—1,2). Para quais valores da
constante a os vetores |v) e |u) sdo ortogonais?

Exercicio 97. Sejam |v) = (—=,0, =) e |u) = (a, =, b). Para quais valores de
J V2 V2 V3 q

a e b o conjunto {|u) ,|v)} é ortonormal?

Exercicio 98. Mostre que se |u) € ortogonal a |v) entdo A|u) é ortogonal a |v)
para todo valor de A € R.

Exercicio 99. Mostre que se |v) é ortogonal a |v1) , ..., |vk) entdo |v) é ortogonal
a qualquer combinagdo linear de |v1) , ..., |vg).

7.6 O Espaco C"

Vamos agora modificar o que vimos para espagos vetoriais reais substituindo
o conjunto numérico R por C. Veremos que todas as defini¢des funcionam de
maneira idéntica, com excecdo do produto interno que deve ser ligeiramente mo-
dificado.

7.7 Definicao e Propriedades

Definicao 64. Representamos por C™ o conjunto de todas as n-tplas de nimeros
complexos, que denotaremos por

|u> = (Zl’ZQ’”-)Zn)yzi eC (733)

Definicdo 65. Dados |u) = (21,22,...,2,) € |v) = (wy,...,w,) em C? defini-
mos a soma

) + [0) = (21 + wns .2+ ) (7.34)

e 0 produto de |u) por um escalar A\ € C

Au) = (Az1, ..., Azn) . (7.35)
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Assim como fizemos para C2, serd titil posteriormente identificar vetores em
C™ e matrizes coluna n x 1:

21
(21,...2n) & | 1] (7.36)

Zn

Teorema 32. Para todos |u) , |v) ,|w) € C" e \,v € C temos

1. (Associatividade) |u) + (Jv) + |w)) = (Ju) + |v)) + |w);

2. (Comutatividade) |u) + |v) = |v) + |u);

3. (Existéncia de zero) O vetor 0 = (0,0, ...,0) é tal que |u) + 0 = |u);

4. (Existéncia de inverso aditivo) Dado |u), o vetor — |u) é tal que |u) +
(= lw) = 0;

5. (Associatividade) A(v |u)) = (A\v) |u);

6. (Distributividade) \(|u) + |v)) = A |u) + X |v);
7. (Distributividade) (A + v) |u) = X |u) + v |u);
8. 1|u) = |u).

A partir de n = 2 os conjuntos C™ precisam de pelo menos quatro eixos reais
para serem representados e portanto nesse caso perdemos a interpretacdo geomé-
trica que temos para os casos R? e R3.

7.8 Combinacoes Lineares

Em C" os elementos podem ser combinados livremente através da soma e da
multiplicag@o por escalar.

Definicdo 66. Dizemos que |v) é uma combinacdo linear de |uy), ..., |ug) se
existem constantes ag, ..., ar € C tais que

|v) = a1 |ur) + ...+ ag |ug) -

Exemplo 82. O vetor (3i,0,2 + i) € C? é uma combinagio linear dos vetores
(1,0,1) e (1,0, 1) porque

(3,0,2 +14) = 2(i,0,1) + (1,0, 1).

Exemplo 83. O vetor nulo 0 é sempre combinagdo linear de qualquer conjunto de
vetores |v1) , ..., |vg). De fato,

0=0]v1)+...+0]vg).
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Exemplo 84. Considere os vetores |e;) = (1,0,0), |e2) = (0,1,0) e |eg) =
(0,0,1). Qualquer vetor em C3 é combinagio linear desses trés vetores. De fato,
dado |[v) = (a1, ag, as3) podemos escrever

(a17a27a3) = (a’17 0, 0) + (07a270) + (07 0, a3)
= al(l, 0,0) + CLQ(O, 1, 0) + CL3(0, 0, 1)
= aq ‘€1> + a9 ‘€2> + as ‘€3> . (7.37)

De maneira geral, qualquer vetor de C” pode ser escrito como uma combinac¢io
linear dos vetores

ler) = (1,0,...,0), e2) = (0,1,...,0),....]en) = (0,0,...,1).  (7.38)

Exercicio 100. Se um vetor |v) é combinagdo linear de um vetor |u) entdo

[v) = Alw)
ou seja, |v) é multiplo de |u) .

Assim como acontece em R™, dados vetores |uq), ..., |u,) € C", um vetor
|v) serd combinag@o linear de |u1),...,|u,,) se existirem constantes aq, ..., an,
tais que

vy = a1 |ur) + ... 4 am |um,) -
Essa equagdo nos levard a um sistema de equagdes lineares para ay, . . ., Gpy,.
Exercicio 101. Verifique se o vetor |v) é combinagdo linear dos vetores |u1) , ..., |uy)

dados abaixo. Em caso afirmativo, encontre a combinacao linear desses vetores que
gera |v).

[\~
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w
~
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~
I
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=]
~
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™
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=
[
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~.
~
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—~
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™
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[\)
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(,0,1), |lug) = (0,1,0);

)= (
)= (
)= (
)= (

5. vy = (i,4,9); Jus) = (1,0,0), [uz) = (0, —i,0);
)= (

7. |v) = (2,3 —4,1) Jur) = (1,0,0), [uz) = (0,1 —7,0), [uz) = (0,0,1);
)= (
)= (
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7.9 Subespacos Vetoriais

Definicao 67. Um subespago vetorial S do espago vetorial C" € um subconjunto
de C™ que é preservado pelas operagdes de soma e multiplicagdo por escalar defini-
das em C". Para isso, precisamos que as seguintes propriedades sejam satisfeitas:

1. |u) + |v) € S para todo par |u) e |v) € S;
2. M|u) € Sparatodo A € Cetodo |v) € S.

Para mostrar que S é um subespaco vetorial de C™ devemos verificar se as ope-
racdes de soma e multiplicacdo por escalar preservam S: ao somar dois elementos
de S devemos permanecer em S e ao multiplicar um elementos de S por um escalar
devemos permanecer em .S.

Exemplo 85. O subconjunto
S ={(t,0,...,0) e C";t € C}
€ um subespaco vetorial de C".

Solucdo. Novamente, a solucdo do problema passa por trés passos. O primeiro
deles € verificar qual € a propriedade que define o subconjunto .S. Nesse exemplo,
o subconjunto S € o conjunto de todos os vetores de C™ que possuem todas as
coordenadas iguais a zero a partir da segunda. A primeira coordenada pode assumir
qualquer valor.

O segundo passo € verificar se a soma de quaisquer elementos de S perma-
nece em S. Suponhamos que |u) e [v) € S. Entdo |u) = (¢1,0,...,0) e |v) =

(t2,0,...,0) comt; e to € C. Assim

) + [v) = (t1 + £2,0,...,0)

também pertence a .S.
O terceiro passo é verificar se a multiplicacdo de elementos de .S por constante
permanece em S. Tomando |u) = (¢1,0,...,0) € S qualquer e A € C temos

Alu) = (Mt1,0,...,0)

que também pertence a .S. Como as propriedades 1 e 2 sdo satisfeitas, S é um
subespago de C".
O

Exercicio 102. Verifique quais dentre os subconjuntos de C? abaixo sdo subespa-
¢os vetoriais.

1. O subconjunto de vetores que possuem primeira coordenada igual a zero;
2. O subconjunto de vetores que possuem primeira coordenada igual a ¢;
3. O subconjunto de vetores (z,y, ) tais que xy = 0;

4. O subconjunto de vetores (x,y, z) tais que z — iy + 3z = 0.
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7.10 Dependéncia e Independéncia linear

Queremos encontrar condi¢cdes que informem se dentre um conjunto de veto-
res, algum deles pode ser escrito como combinacdo linear dos outros. Para isso
definimos a no¢@o de dependéncia linear.

Defini¢do 68. Dizemos que um conjunto de vetores {|u1),...,|ug)} C C" é li-
nearmente independente (LI) se a equacio

ay juy) + -+ ag |ug) =0 (7.39)

s6 admite a solucgdo trivial a3 = ... = a; = 0, ou seja, se a Unica combinagdo
linear dos vetores que gera o vetor nulo € aquela em que todas as constantes sdo
nulas.

Caso contrdrio, dizemos que os vetores sdo linearmente dependentes (LD). Um
conjunto de vetores é LD se existe uma combinagdo linear deles que gera o vetor
nulo em que pelo menos uma das constantes € nao-nula.

Exemplo 86. Um conjunto de vetores que contém o vetor nulo é sempre LD. De
fato, tomando o conjunto {|u),...,|ux),0} podemos escrever a combinagao li-
near

0x|u)+--+0x|ug)+1x0=0. (7.40)

Temos entdo uma combinacio linear dos vetores que gera o vetor nulo em que a
dltima constante utilizada € diferente de zero. Isso implica que esses vetores sao
LD.

Exemplo 87. Um conjunto formado por um tnico vetor ndo nulo |u) é sempre LI.
Nesse caso, as unicas combinacdes lineares possiveis sdo miltiplos de |u) e para
que um desses multiplos seja o vetor nulo temos que

Au) =0 (7.41)

o que implica que A = 0 uma vez que |u) # 0.

Trés ou mais vetores em C?, assim como quatro ou mais vetores em C3, assim
como mais de n vetores em C" sdo sempre LD. Isso acontece porque o problema
de identificar se esses vetores sdo ou ndo LI leva a um sistema com mais incgnitas
que equacdes que sempre possui solucido nio trivial.

Teorema 33. O niimero mdximo de vetores LI em C™ é igual a n.
8

A defini¢ao de depedéncia linear é importante porque ela permite identificar
se dentro de um conjunto de vetores, um deles pode ser escrito como combinagdo
linear dos outros ou ndo. De fato, as duas propriedades sdo equivalentes.

Teorema 34. Um conjunto de vetores é LD se e somente se podemos expressar ao
menos um dos vetores como combinagdo linear dos outros.
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Exemplo 88. Um conjunto com dois vetores é LD se, e somente se, um deles é
miltiplo do outro. De fato, se dois vetores sdo LD, um deles pode ser escrito como
combinacdo linear do outro.

Exercicio 103. Verifique se os conjuntos de vetores abaixo sdo LI ou LD.

1. (1,4);

2. (1,241),(3,6 + 3i);

3. (1,2),(3—1,1);

4. (1,2),(3,1), (4,1);

5. (1,1,2),(1,0,0), (44, 67, 124);

6. (i,1,7),(2,3,1),(3,1 —1,2);

7. (1,-2,3), (—2i,4i, —6i);

8. (1,1,2,0),(1,—1,0,1);

9. (1,1,0,2),(i,—i,0,0),(1,0,1,0);
Exercicio 104. Em cada item do exercicio anterior em que os vetores sdo LD,
escreva uma combinagdo linear dos vetores que resulta o vetor nulo em que pelo

menos uma das constantes usadas seja diferente de zero. Escreva um dos vetores
como combinacdo linear dos outros.

7.10.1 Subespacos gerados

Defini¢do 69. Dado um conjunto de vetores |uy), ..., |ug) em C", o subespago
gerado por esses vetores € o conjunto de todas as suas combinagdes lineares:

(lur) .oy lug)) = {aq Jur) + ... + ag |ug) ;a; € C}.

Exercicio 105. Prove que (|u1), ..., |ug)) é de fato um subespago de C".

Exemplo 89. O vetor (i,2,2 + i) € C3 é uma combinagio linear dos vetores
(,0,2) e (0,2,7) porque

(i,2,2 + 1) = (4,0,2) + (0,2, 7). (7.42)

Portanto (4,2,2 + 1) € ((¢,0,2),(0,2,7)) .
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7.10.2 Base e Dimensao

Podemos nos perguntar se existe um conjunto de vetores LI de forma que todo
elemento do espago C™ possa ser escrito como combinagdo linear dos elementos
desse conjunto.

Definicao 70. Uma base para C™ é um conjunto LI

B:{|U,1>,,‘Uk>}

tal que todo vetor de C™ é combinagdo linear de |u1), ..., |u), ou seja, dado
qualquer vetor |v) € C", existem constantes ay, ..., a; € C tais que
|v) = aq |u1) + ag |ug) + ... + ak |ug) . (7.43)

Exemplo 90. Os vetores |u1) = (1,0) e |ug) = (0, 1) formam uma base para C2,
como vimos no Exemplo 23. De maneira andloga, como mostrado no exemplo 84,
0s vetores

lui) = (1,0,0), |ug) = (0,1,0),|ug) = (0,0,1) (7.44)

formam uma base para C3. De maneira geral, os vetores

lu1) = (1,0,0,...,0,0),|ug) = (0,1,0,...,0,0),...,|u,) = (0,0,0,...,0,1)

(7.45)

formam uma base para C™, como pode ser verificado de maneira andloga aos casos
de C%?e C3.

Teorema 35. Se {|u1),...,|ux)} é uma base para C", entdo qualquer conjunto
com mais de k vetores é LD.

O teorema acima permite provar que duas bases de C™ possuem o mesmo nu-
mero de elementos. De fato, suponhamos que {|u1), ..., |ug) e {|vi),...,|vm)}
sejam bases para C™. Se m > k, o teorema anterior implica que o conjunto
{Jv1),...,|vm)} é LD, e portanto ndo poderia ser uma base, o que é uma con-
tradi¢do. Se m < k, o teorema anterior implica que {|u1),...,|ux)} é LD, o que
também € uma contradi¢cdo. Logo k = m.

z

Definicao 71. A dimensdo de C™ é o niimero de vetores em uma base. O espaco
vetorial C? tem dimensio 2; O espaco vetorial C® tem dimensdo 3; Em geral, o
espaco vetorial C"™ tem dimens&o n.

Teorema 36. Em C" qualquer conjunto LI {|u1) , ..., |upn)} com n vetores é uma
base.

Assim, para verificar se um conjunto de vetores é ou ndo uma base para o
espago |C'C™, basta verificarmos se ele possui o niimero correto de vetores e se
esses vetores sdo LI. O Teorema 36 garante que nessas condi¢des, o conjunto gera
C" e portanto ¢ uma base. Podemos resumir esse resultado da seguinte forma:
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Uma base para C™ € um conjunto LI com exatamente n vetores.

As demonstracdes dos resultados acima sdo idénticas as mostradas na se¢ao
anterior para R” e serdo omitidas aqui.

Exercicio 106. Verifique se os vetores abaixo formam uma base para o espago
vetorial ao qual pertencem.

L. (
2. (
( i,0),(0,1);
( (0,1, =)
5. (1,0,0), (0,4, —i), (0,1,1);
(0,1,0), (0,4, —i), (0,1,1);
(2+3i,1,-1),(3,1,-2), (1,0, —i), (4,0,1) ;
(1,1,0,0), (5,—5 — 7i,0,0);
(

1,1,0,0),(i,—,0,0),(1,0,1,0);

7.10.3 Produto Interno

Defini¢do 72. Dados dois vetores |u) = (z1,...,2,) € |v) = (w1,...,w,) em C"
definimos o produto interno entre |u) e |v) por

(u|v):(217...,zn)-(w1,...,wn):Zzﬁwi. (7.46)
=1

Exemplo 91. O produto interno entre os vetores (4, 37, —5) e (4, —2, —i) em C3 é
igual a
(1,30, —5) - (4, =2, —1) = i x 4+ 3i X (=2) + (=5) x (—i) = —4i+6i+ 51 = Ti.
Teorema 37. O produto interno em C satisfaz as seguintes propriedades:

I (Au) + p[v)) - [w) = A({u | w)) + 7 ((v | w));

2. {ulv)=(v|u);

w

(u|uy >0;

A

Se (u | u) = 0 entdo |u) = 0.
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Definicao 73. A partir do produto interno podemos definir a norma de um vetor

|v) escrevendo
[o]] = y/{v [ v).

O produto interno nos permite introduzir uma nocao que generaliza a um es-
paco vetorial qualquer a ideia de perpendicularidade nos espagos R? e R3, com a
qual ja estamos familiarizados.

Defini¢do 74. Dizemos que dois vetores |u) e |v) sdo ortogonais se (u | v) = 0.
Dizemos que um conjunto £ = {|v1),...,|vx)} é ortogonal se seus elementos
sdo dois a dois ortogonais. Dizemos que um conjunto E = {|v1),...,|vg)} é
ortonormal se é ortogonal e (v; | v;) = 1 para todo i.

Teorema 38. Se {|v1),...,|vg)} € um conjunto ortogonal, entdo valem as seguin-
tes propriedades:
1. O conjunto {|v1),...,|vg)} € LL

2. Se |v) =ay|v1) + ...+ ag |vg), entdo

(v | vi)

a; =

= - 7.47
o |1 (747

Defini¢do 75. Dizemos que uma base B = {|v1),...,|vx)} para C" é uma base
ortogonal se seus elementos sdo dois a dois ortogonais. Dizemos uma base B =
{Jv1),...,|vk)} é uma base ortonormal se é ortogonal e (v; | v;) = 1 para todo .

Exemplo 92. A base
B ={le1) = (1,0,...,0),|e2) = (0,1,...,0),...,]en) = (0,0,...,1)} (7.48)

de C™ é uma base ortonormal. De fato, é facil mostrar que o produto interno
(ei | e;) éigual azerose i # jeigualalsei = j.

Exemplo 93. Mostre que o conjunto

B={lon) = (50,7 ) slow) = (5.0.= 5 ) o) = (0,500}

¢ uma base ortonormal de C3.

Solucdo. Calculando os produtos internos temos
(v1 | v2) = (v1 | v3) = (v2 | v3) =0, (v1|v1)=(va|v2)=(v3|v3) =1

0 que mostra que B € um conjunto ortonormal. Pelo teorema 38, B é um conjunto
LI e portanto € uma base, ja que possui trés vetores. O

Exercicio 107. Verifique se os conjuntos de vetores abaixo sdo ortogonais. Verifi-
que quais deles sdo ortonormais. Verifique quais deles constituem bases de C3.
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1. {(1,2¢,-1),(4,0,4)};
().

3. {(—i,—21,—29), (1,
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Capitulo 8

Evolucoes Unitarias

No capitulo 4 discutimos os processos de preparacdo e medicdo de um gbit.
O processo de medicao foi associado a uma escolha de base ortonormal do espago
C2. Existe um conjunto especial de matrizes, que chamamos de matrizes unitdrias,
que tem em suas colunas bases ortonormais. Assim, também podemos padronizar
o processo de preparacdo e medi¢do de um gbit como a seqiiéncia: preparar o
estado |0), atuar nele com uma matriz unitéria, U, e fazer o teste 0 ou 1, também
conhecido como medir na base computacional.

O procedimento descrito acima pode ser entendido como uma computagdo
qudntica que utiliza um tUnico gbit. Melhor ainda, ela é a computagdo quantica
mais geral possivel, para um gbit. Assim, vemos que hd uma bijecdo entre as
possiveis computacdes quanticas de um gbit e as matrizes unitdrias 2 x 2.

8.1 O grupo U(2)

Comecamos por definir mais uma estrutura algébrica muito interessante:
Defini¢ao 76. Um grupo é um conjunto G em que podemos definir uma operagio
G xG—G
(a,b) —>a-b=ab

tal que, para todos a, b, c € G, valem
1. Associatividade: a - (b-¢) = (a-b) - ¢;

2. Existéncia do elemento neutro: existe em G o elemento neutro e, tal que
e-a=a-e=aq;

3. Existéncia de inverso: existe ¢! € Gtalquea-a~ ! = e.

Note que ndo € exigida comutatividade. De fato, se também valer a propriedade
comutativa, a - b = b - a, o grupo é dito abeliano. Para o nosso caso motivador,
veremos que a ndo-comutatividade tem consequéncias muito interessantes.
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Uma matriz complexa, A, tem o que chamamos de hermitiana conjugada, A,
que pode ser obtida tomando o conjugado complexo da matriz transposta de A. Ou
seja

Al =4,

E agora podemos definir o grupo U(n), em especial, o U(2). Uma matriz
quadrada U ¢ dita unitéria se UTU = I, onde I denota a matriz identidade. U (n)
€ o conjunto de todas as matrizes n X n, unitdrias.

Exercicio 108. Mostre que U(n), com a multiplicagdo usual de matrizes comple-
xas, é um grupo.

Queremos agora entender melhor o grupo U (n), e em especial, o U(2).

Exercicio 109. Mostre que, se considerarmos cada coluna de uma matriz n X n
como um vetor de C™, a matriz M é unitdria se, e somente se, suas colunas formam
uma base ortonormal.

8.2 Subgrupos de U(2)

Um conceito muito importante, em teoria de grupos, é o conceito de subgrupo.
Se G € um grupo, qualquer subconjunto de G que, com a mesma operagdo, forma
um grupo é um subgrupo de G. Dois exemplos triviais de subgrupos de G sdo {e}
e GG. Qualquer outro subgrupo é um subgrupo préprio.

Para discutir alguns exemplos interessantes, consideremos alguns elementos
especiais do grupo U (2), conhecidas como matrizes de Pauli.

1 —1q 1
Um:[(l)O]’ ay:l? OZ], azzlo _01] (8.1)

Exercicio 110. Mostre que para toda matriz de Pauli, oy, tem-se {, o} } um grupo.

Outro conceito interessante € o de subgrupo gerado por um subconjunto, .S, de
um grupo. Isso pode ser entendido como o menor subgrupo que contém S.

Exercicio 111. Obtenha o subgrupo de U(2) gerado por {04, 0.}. (Dica: esse
grupo tem 8 elementos).

Um isomorfismo entre grupos G ¢ H é dado por uma funcéo inversivel f :
G — Htalque f (a-b) = f (a)- f(b). Note que nessa defini¢do usamos a mesma
notac@o para a operacdo do grupo GG e do grupo H. Mais comum ainda é omitir tal
notacdo e entender que ab denota a - b. Caso exista um isomorfismo f : G — H,
dizemos que G e H sdo isomorfos.

Exercicio 112. Mostre que os subgrupos gerados por {0, 0}, por {0, 0, } € por
{0y, 0.} sdo todos isomorfos. Da mesma forma, mostre que todo subgrupo gerado
por uma tdnica matriz de Pauli é isomorfo ao Zg, o grupo {0,1} com a adigéo
mddulo 2.
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Se todos os subgrupos gerados por uma ou duas matrizes de Pauli ja foram
caracterizados, o préximo passo € usar as trés.

Exercicio 113. Obtenha o subgrupo de U(2) gerado pelas trés matrizes de Pauli.
Quanto elementos ele tem?

Este grupo é chamado de grupo de Pauli.
Um outro elemento interessante do grupo U (2), para quem trabalha com com-
putacdo quantica, € a chamada matriz de Hadamard:

111 1
I
Observe que as colunas da matriz de Hadamard formam uma base bastante espe-
cial.
Exercicio 114. Obtenha o subgrupo gerado pelas trés matrizes de Pauli e pela
matriz de Hadamard.
8.2.1 Subgrupos a um parametro

Até agora vimos exemplos de subgrupos finitos de U(2). Vocé ja deve ter
percebido que o U(2) possui uma infinidade de elementos. Assim, é razodvel
perguntar se hd subgrupos préprios infinitos.

Alguns exemplos interessantes aparecem de forma bem simples:

Exemplo 94. Considere as matrizes

1 0
chamadas matrizes de fase. Note que P (¢) P (6) = P (¢ + 6), com o que € fécil
perceber que { P (¢)} é um subgrupo, isomorfo ao grupo U(1) = {ei‘z’, ¢ € R}.

Este subgrupo é um primeiro exemplo de subgrupo a um pardmetro e todo
subgrupo a um parametro' de U(n) é isomorfo ao U(1).

Exercicio 115. Mostre que a nota¢do U(1) é consistente com a defini¢do geral de
U(n). Ou seja, verifique que ela corresponde ao caso n = 1 para U(n).
8.2.2 A exponencial

Outro exemplo, com aplica¢des em vdrias dreas de matemdtica, vem da fungdo
exponencial. Existem vdrias maneiras de definir a exponencial de uma matriz.

"Nesse texto, e em vérios outros lugares, subgrupo a um pardmetro significa subgrupo a um
pardmetro real. Outros exemplos interessante, e ndo isomorfos a U(1), podem aparecer com um
parametro racional, em outros casos, complexo...
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Duas formas particularmente interessantes sdo pelo uso de séries de poté€ncias ou
pelo uso de autovalores e autovetores. Mas ambos sdo caminhos mais avancados
do que queremos aqui.

Quando introduzimos a exponencial de nimeros imagindrios puros,

€' = cos ¢ + isen ¢,

era essencial o fato que 12 = —1.
Exercicio 116. Verifique a validade da férmula (ioy) = —1I para k = z,y, 2.

Com isso, podemos ver que [ e o, para cada k fixado, jogam o mesmo papel
que 1 e ¢ para os nimeros complexos. Podemos entdo tomar como uma defini¢do
que

exp (i¢poy) = cos (¢) I + isin (¢) oy. (8.2)

Exercicio 117. Verifique que

i
N 0 ] . (8.3)

exp (ido) = [ N
Exercicio 118. Obtenha explicitamente exp (i¢o,) e exp (ipoy).

De fato, as férmulas aqui obtidas s@o exemplos especiais de algo bem mais
geral. As matrizes de Pauli nos permitem usar uma notac¢do de produto escalar
para escrever

v-0 =

U, Vg — 10y 8.4)
Vg + 10y —, ’ ’

onde 7 = (vg, vy, v;) € R3.
Exercicio 119. Mostre que Tr (v- &) = 0 e que det 7' - & = ||7]].
Exercicio 120. Mostre que (i7 - )% = — ||7]|* .

E assim, generalizamos a defini¢cdo anterior para
exp (i¢¥ - &) = cos (¢) [ +isin(¢p) V- 7, (8.5)

onde ||| = 1.

Exercicio 121. Fixado ¢, mostre que {exp (i¢¥'- &)} é um subgrupo a um para-
metro de U(2).

Poderfamos ir muito mais longe, associando esses subrupos a rotagdes, gene-
ralizando para exponenciais de outras matrizes, comentando a relacio dessa cons-
trugdo com grupos e dlgebras de Lie... mas tudo isso fica como convite ao lei-
tor/estudante para aprofundar seus estudos.
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8.2.3 O grupo SU(2)

Outro subgrupo interessante de U (2) é dado por SU(2) = {U € U(2) : det U = 1}.
Nessa notagao, a letra .S vem de Special, devido a condi¢do especial do determi-
nante ser um.

Exercicio 122. Mostre que SU (2) é subgrupo.

Exercicio 123. Sejam a e b nimeros complexos tais que |a|> + |b|*> = 1. Mostre

que
a —b
b a

pertence a SU (2). Mais ainda, mostre que todo elemento de SU(2) € dessa forma.

No exercicio anterior vocé mostrou que ha uma bijecio” entre SU(2) e S% =
{z eRY: |z|| =1}.

Do ponto de vista da teoria quantica, como fases globais sdo irrelevantes, po-
demos dizer que as computagdes quanticas de um gbit podem ser descritas pelo
SU(2), ou ainda, pela esfera S3.

Exercicio 124. Mostre ainda que todo elemento de SU(2) pode ser escrito como
exp (i¥ - &), para uma escolha adequada de 7 € R3,

8.3 Alguns outros grupos interessantes

Ja falamos do U(n), mas esses grupos também possuem irmdos para matrizes
com entradas reais. Uma matriz n X n com entradas reais, A, é dita ortogonal se
A'A = I, onde A! denota a transposta de A.

Exercicio 125. Prove que O (n) = {A € M,,x,, : A’A = I} é grupo.

Exercicio 126. Mostre que se A é uma matriz ortogonal, suas colunas formam
uma base ortonormal para R"™.

Um caso particularmente interessante ¢ O(2). Para entendé-lo, ¢ interessante
notar que ele se divide em “dois pedacos".

Exercicio 127. Mostre que se A € O(2), det A = +1.

Como det : M,x, — C, é uma fungio continua, os conjuntos det ! (1) e
det™! (—1) em O(2) serdo isolados. E interessante notar que em U(2) as coi-
sas sdo diferentes. As matrizes P (¢), do exemplo 94, com ¢ € [0, 7] formam
um caminho em U (2) ligando uma matriz com determinante 1 a uma matriz com
determinante —1.

2H4 um pouco mais, mas ndo vamos nos aprofundar...



114 CAPITULO 8. EVOLUCOES UNITARIAS

Um interessante subgrupo de O(n) é dado por SO(n), onde a letra S tem o
mesmo significado de antes. Ou seja, SO(n) = {A € O(n) : det A = 1}.

Exercicio 128. Para ndo perder o héabito, mostre que SO(n) é grupo. Por que
SO~ (n) ={A € O(n) : det A = —1} ndo é um grupo?

Seguindo a mesma estratégia do exercicio 123, podemos parametrizar o grupo
SO(2). Mas com uma vantagem, como agora a, b € R, podemos recorrer a trigo-
nometria para usar apenas um angulo na parametrizagao.

Exercicio 129. Mostre que

senf cosf

A [ cos —send 17

estabelece uma bijecdo entre ST = {z € R? : ||z|| = 1} e SO(2).

O exercicio anterior nos mostra que os elementos de SO(2) podem ser vistos
como rotagdes. Em especial, rotacdes por um angulo 6. Lido de outra forma, ele
diz que podemos escolher qualquer vetor unitdrio para ser a primeira coluna da
matriz, e que a segunda coluna estd definida pela primeira, girada de 7 /2.

O que acontece com os demais elementos de O(2)?

Exercicio 130. Mostre que todo elemento de SO~ (2) é da forma

cos —send

B(Q):lsene cos 0 ]

Interprete geometricamente B (0). Mostre que B (f) = B (0) A e interprete esse
resultado em termos de composi¢ao de transformacoes.

Por fim, vocé ja deve ter percebido um interessante isomorfismo:
Exercicio 131. Mostre que SO(2) é isomorfo ao U(1).

H4 também uma interessante relagéo entre SU(2) e SO(3), mas ndo vamos
investir nela aqui.



Capitulo 9
Aproximacao de Unitarias

Nesse curto capitulo vamos apresentar alguns resultados simples, mas cuja ge-
neraliza¢do ganhou notoriedade por sua aplicabilidade. Se queremos construir um
computador quéntico, em principio precisamos ser capazes de construir “maqui-
nas” capazes de implementar todas as operagdes possiveis em um conjunto de vé-
rios gbits. Nesse texto s6 estamos interessados em gbits individuais', mas vamos
pensar um pouquinho em varios gbits. Se para cada computacio quantica que qui-
séssemos realizar, fosse necessdrio construir um computador especialmente dedi-
cado e este computador precisasse incluir um grande nimeros de interacdes entre
grandes nimeros de gbits, o desafio seria ainda maior do que ja é. O resultado
muito celebrado garante que podemos trabalhar com uma nog¢ao de “computador
quantico universal”, parecido com os computadores cldssicos a que estamos acos-
tumados: um unico hardware pode rodar diferentes programas: essa nocdo de
computador programdvel amplia imensamente a utilidade dos dispositivos!

Melhor que isso, também assim como nos computadores cléssicos, € interes-
sante ter o que, em engenharia, se chama modularizacdo; ou seja, que algumas
pecas bdsicas possam ser “encaixadas” de diferentes maneiras, gerando diferentes
equipamentos. Vamos argumentar aqui pela existéncia dessas pecas bdsicas em
computacio quantica.

No problema pratico, é importante trabalhar com n gbits, onde n varia com
o tipo de problema ou aplicacdo em mente. Vamos nos manter no caso n = 1
e mostrar que basta a capacidade de fazer poucas operacdes para ser capaz de
aproximar qualquer computacao quéntica.

9.1 Operacoes Quanticas Universais

Em computacdo, um conjunto de operacdes é chamado universal quando é
possivel gerar as demais operacdes compondo estas. E 0 mesmo conceito que um

"Vocé pode aprender sobre mais gbits com alguns textos da bibliografia.
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conjunto de geradores para um grupo”. Em palavras mais relaxadas, sio os “blocos
fundamentais™ a partir dos quais construimos nosso quebra—cabeca, “encaixando-
0s” conforme as regras do jogo.

Em computacdo quantica, esse conceito é um pouco diferente, ganhando um
espirito mais préximo a andlise>. Como o conjunto das possiveis computacdes é
um conjunto infinito e com uma nogio natural de proximidade®, nio é razodvel
querer gerar todos os elementos a partir de alguns poucos. Mas para toda imple-
mentagdo prética, € suficiente estar razoavelmente préximo da operacdo desejada.
Assim, o ideia de universalidade muda um pouco, ainda que ganhando algum as-
pecto técnico que também ndo pretendemos detalhar aqui.

Um conjunto de operagdes quanticas € dito universal se, compondo seus ele-
mentos, é possivel aproximar qualquer computacio quantica de maneira eficiente’.
Aqui, podemos traduzir isso como .S = {u; } é um conjunto universal se o subgrupo
gerado por S, (S), for denso em U(2). Esse ¢ um bom momento para esclarecer o
que queremos dizer com denso.

9.2 Subconjuntos densos

Este € um conceito que s6 faz sentido para conjuntos infinitos € com uma no¢do
natural de vizinhanga para cada ponto. Um subconjunto D C A é denso em A se
todo elemento de A pode ser aproximado por elementos de D. Isso quer dizer que,
dado a € A, existe sequéncia em D, (d;); que converge para a.

E inadequado querermos detalhar o conceito de convergéncia de sequéncias.
Mas podemos dar uma ideia...

O exemplo mais famoso de subconjunto denso € Q € R. O conjunto dos ra-
cionais é denso nos reais. Uma maneira de entender isso € pensar na expansio
decimal de um nimero real a. Cada vez que truncamos uma aproximacao deci-
mal na n—ésima casa, temos um ndmero racional que estd a distancia do nimero
desejado menor que 10™". Assim, podemos pensar em cada d; como a expansio
até o i—€simo algarismo depois da virgula, e teremos uma sequéncia de nimeros
racionais onde, para qualquer distancia que fixarmos, “quase todos” os temos da
sequéncia estdo a uma distancia de a menor que tal distdncia. Como uma primeira
ideia, isso significa que a sequéncia (d;); converge para a. Como podemos fazer
isso para todo nimero real, temos que Q é denso em R.

O segundo exemplo bastante famoso em matematica ja é mais préximo do
problema que queremos resolver. Se lembrarmos que o grupo U(1) corresponde a
circunferéncia S', podemos agora entender os subgrupos de U(1) gerados por um

% Ainda que sem qualquer relacio com outros significados da palavra universal, por exemplo, em
algebra.

3 Anlise é uma das grandes dreas da Matemética. As outras sdo Algebra e Geometria/Topologia,
ainda que varios dos avangos mais significativos da matematica ignorem essa separacao em areas.

*Em termos mais precisos, com uma topologia métrica.

>Nzo vamos querer detalhar o conceito de eficiéncia, tipico da computagio, e que s6 tem impor-
tancia para nimero arbitrario de gbits.
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tnico elemento. Seja u = exp (i¢) € U(1). Temos duas alternativas: ou existe
n € Ntal que 4™ = 1, ou ndo existe tal n. No primeiro caso (existe n), é verdade,
também, que existe um menor tal n (todo conjunto ndo vazio de naturais possui um
menor elemento). Chamamos esse menor n de ordem de v em U(1). Se estamos
trabalhando com o subgrupo gerado por u, segue um resultado muito interessante:

Exercicio 132. Se u tem ordem 7, mostre que o subgrupo gerado por u tem n
elementos.

Como nosso assunto agora sdo conjuntos densos, este € um caso desinteres-
sante.

Exercicio 133. Mostre que o subgrupo de U (1) gerado por u, onde u tem ordem
n, nao é denso.

Ja quando ndo existe n natural tal que ©"” = 1 (e dizemos que u tem ordem
infinita), a situa¢do é mais interessante. Se tomamos ¢ € (0, 27), notamos que
u™ = exp (in¢g). Assim, ndo importa se tomarmos ¢ um angulo grande ou pe-
queno, para o primeiro valor de n > %” teremos completado uma volta e sobrard
um angulo menor que ¢. Se pensarmos na circunferéncia, esse elemento do grupo
ficaentre 1 = u° e w.

Exercicio 134. Chame de v esse elemento do subgrupo gerado por u que se en-
contra entre 1 e u. Prove que ha outro elemento do subgrupo gerado por w entre 1
ev.

Claro que esse processo ndo para por aqui...

Exercicio 135. Lembrando que U(1) pode ser visto como S*, mostre que se u tem
ordem infinita, escolhidos m # n € Z, existem elementos do subgrupo gerado por
u nos dois arcos definidos por u™ e u".

Exercicio 136. Mostre que, se u tem ordem infinita, entdo o subgrupo gerado por
u é denso em U(1).

O produto cartesiano de duas circunferéncias dd um foro, a figura de um pneu
ou de uma rosquinha: 72 = S* x S1. Como U(1) corresponde 2 circunferéncia
S, s6 precisamos agora entender que o produto cartesiano de dois grupos ganha
naturalmente uma estrutura de grupo, onde (ai,as2) - (b1, b2) = (ay - by, as - ba).
Com isso, podemos generalizar os exemplos anteriores.

Exercicio 137. Sejam u,v € U(1), mostre que

1. Se u e v t¢m ordem finita, o subgrupo gerado por (u, 1) e por (1, v) é finito
e ndo € denso em U(1);

2. Se u tem ordem finita e v tem ordem infinita, o subgrupo gerado por (u, 1) e
por (1,v) € infinito e ndo é denso em U (1);
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3. Se u e v t8m ordem infinita, o subgrupo gerado por (u,1) e por (1,v) é
infinito e é denso em U (1).

Como visdo geométrica sempre ajuda...

Exercicio 138. Tente esbocar figuras em 72 descrevendo os subgrupos gerados
por dois elementos da forma (u, 1) e (1,v). Se quiser se divertir ainda mais, pense
no que pode acontecer primeiro com subgrupos a um gerador em U (1) x U(1),
depois com subgrupos a dois geradores, quaisquer, em U (1) x U(1).

9.3 Operacoes Universais de um gbit

De certa forma, o que queremos agora ¢ trabalhar com subgrupos finitamente
gerados de U (2) e SU(2), generalizando os exemplos anteriores em U (1) e U(1) x
U(1). Mais que isso, trabalharemos com poucos geradores.

Exercicio 139. Sejau € U(2),com u # e. Mostre que se a ordem de w for finita, o
subgrupo gerado por u € finito; se a ordem de w for infinita, o subgrupo gerado por
u € infinito, mas ndo é denso em U(2). (Sugestdo: pode ser interessante mostrar
que, nesse caso, ele € denso em um subgrupo a um parametro, e que esse subgrupo
a um parametro, isomorfo a U (1), ndo é denso em U (2).)

Até af estd tudo razoavelmente parecido com o caso de U(1) x U(1). Mas
enquanto este é um grupo abeliano, U(2) e SU(2) ndo sdo. E isso traz muita
riqueza. . .

Considere dois elementos de SU(2) da forma u; = exp (V] -5) e ug =
exp (v3 - ).

Exercicio 140. Obtenha condi¢des em v e v para que:
1. O subgrupo gerado por u; seja finito;
2. O subgrupo gerado por u; seja um subgrupo do subgrupo gerado por us.

Agora supunha que v; e v2 sejam linearmente independentes. O ponto essen-
cial é que, nesse caso, teremos ujus # Ual].

Exercicio 141. Faga o caso v; = (1,0,0) e v2 = (0,0, 1) para se convencer. Se
tiver disposi¢do, mostre o caso geral.

Moral da histdria, o subgrupo de SU(2) gerado por u; e ug ndo € abeliano.

O ponto central vem quando colocamos dlgebra e geometria para conversar.
J4 sabemos que o grupo SU(2) corresponde a esfera S3; ou seja, é um objeto
tridimensional. Seria natural, entdo, pensarmos que ao “juntar” dois subgrupos a
um parimetro como {exp (svi - &)} e {exp (sv3 - &)}, cada um deles isomorfo a
U(1) e, geometricamente, circunferéncias S*, obterfamos algo como o toro 72 =
St x St discutido anteriormente. Mas isso ndo é verdade! O fato ja apresentado de
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ujug # uguy pode ser generalizado. Usemos a notagdo u (s) = exp (svi - J) e
ug (t) = exp (t0% - 7). E genericamente® verdade que u; (s) ug (t) # us (t) ug (s).
Podemos pensar os dois lados dessa desigualdade como, de um lado primeiro an-
damos ¢ unidades na dire¢do de ¥ e depois s unidades na direcdo de ¥, e do
outro fazemos na ordem contrdria, primeiro s unidades na dire¢do de ¥ e depois
t unidades na direcdo de ¥5. Se fizéssemos isso em R3, chegarfamos a0 mesmo
lugar, fechando um paralelogramo, e ndo terfamos uma desigualdade. O ponto é
que, em S, ndo temos essa mesma nogio de paralelismo. O fato de nio fechar um
paralelogramo, ao invés de ser um problema, € uma riqueza.

A sutileza adicional esté no fato dos elementos da forma u; (s) us (¢) ndo for-
marem um grupo. O inverso de u (s) ug (t) € ua (—t) ug (—s) e, genericamente,
ele ndo tem a forma em questdo (por conta da ndo comutatividade! Fosse em um
grupo abeliano, sim, teria). Da mesma forma, o produto de dois elementos dessa
forma, ndo da (genericamente) um elemento dessa forma.

Isso diz que, apenas com v; e v2, mas com a liberdade de “andar quanto quiser”
em cada uma dessas duas direcdes, quantas vezes quiser, podemos gerar elementos
como

Ul (81) u9 (tl) Ul (82) u9 (tQ) oo U (Sn) u9 (tn) . (9.1)

Sem irmos demasiadamente aos detalhes, podemos recordar do exercicio 124
para argumentar que bastariam trés direcdes independentes para gerar todos os ele-
mentos de SU(2). O ponto central é que, genericamente, a dire¢do correspondente
ao elemento u;uy forma um conjunto independente com as direcdes dadas por u
e ug, respectivamente ¥ e vUs.

O argumento final passa por voltar & expressdo (9.1) e trocar os parametros
si,t; € R por inteiros. Ou seja, estaremos voltando aos elementos uy e uy €
construindo o subgrupo gerado por eles. Genericamente, esse grupo € infinito.
Melhor que isso, € denso.

Ou seja, concluimos que essencialmente qualquer par de elementos de SU (2)
é um conjunto universal para computacdo quantica de um gbit!

Exercicio 142. Justifique por que o € o, ndo formam um conjunto universal para
computacdo quantica de um gbit.

Exercicio 143. Exiba um conjunto universal para computacio quantica de um gbit.

9.4 E para mais gbits?

Nao € nosso foco, aqui, mas podemos adiantar que para mais gbits segue-se a
mesma nocdo de densidade. E comum, por questdes praticas, assumir que tem-se
disponivel todas as operagdes unitdrias de um gbit, mas, como vimos, do ponto

Esse é um termo matemético muito interessante... algo é genericamente vilido se, para quase
toda escolha dos parametros envolvidos, é verdade. No caso me questdo, se fizermos ¢ = 0, por

v;] ,comk € Z.

exemplo, ndo é verdade, bem como para t = km/
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matematico isso é equivalente a ter um par de operacdes universais para um qubit
e concatend-las adequadamente. A questdo séria, depois, é: serd que precisamos
atuar conjuntamente em muitos gbits? A interessante resposta é que ndo. Basta a
liberdade de atuar com uma operagdo adequada em qualquer par de gbits para se
chegar a um conjunto universal.



Referéncias Bibliograficas

[1] Portal da Matematica - OBMEP, Niimeros Complexos — Forma Algé-
brica.

[2] Portal da Matemaética - OBMEP, Niimeros Complexos — Forma Geomé-
trica.

[3] M.G. Soares, “Cdlculo de uma Varidvel Complexa,” Cole¢do Matema-
tica Universitaria, IMPA (2009).

[4] 1. Vainsencher, “Notas de Aula de Algebra Linear 11,
[5] B. Amaral, “Introducdo a Al gebra Linear”.

[6] R. Santos, “Um curso de Geometria Analitica e Algebra Linear,”, Im-
prensa UFMG, 2010.

[7] E.L. Lima, “Algebra Linear,” Cole¢io Matemadtica Universitdria, IMPA
(2008).

[8] Barbara Amaral, Uma Breve Introducdo aos Conceitos Matemdticos da
Fisica Qudntica. Notas e video-aulas desenvolvidas para o curso Mento-
res - OBMEP.

[9] B. Amaral, M. O. Terra Cunha, A. T. Baraviera, “Mecdncia Qudntica
para Matemdticos em Formagcdo” Monografias de Matematica, IMPA-
SBM (2011).

[10] http://www.idgquantique.com e http://www.
magigtech.com sdo bons exemplos.

[11] A. T. Baraviera, “Introducdo a Mecanica Qudntica,” 1° Coléquio de
Matematica da Regido Sul (2010).

[12] R.P. Feynman, R.B. Leighton e M. Sands, “The Feynman Lectures on
Physics,” vol. 3, Addison-Wesley publishing company (1965).

[13] M.A. Nielsen e I.L. Chuang, “Quantum Computation and Quantum In-
formation,” Cambridge University Press (2000).

121


http://matematica.obmep.org.br/index.php/modulo/ver?modulo=83
http://matematica.obmep.org.br/index.php/modulo/ver?modulo=83
http://matematica.obmep.org.br/index.php/modulo/ver?modulo=86
http://matematica.obmep.org.br/index.php/modulo/ver?modulo=86
http://www.mat.ufmg.br/~tcunha/Israel-AlgLin.html
https://www.google.com/url?q=https%3A%2F%2Fwww.dropbox.com%2Fs%2Fhij8j5vl2b2jrxt%2Fapostilaial.pdf%3Fdl%3D0&sa=D&sntz=1&usg=AFQjCNFteB7aop2aahPfq--0IL6d2gEo9g
https://sites.google.com/site/barbaraamaral/fundamentos-matematicos-da-fisica-quantica
https://sites.google.com/site/barbaraamaral/fundamentos-matematicos-da-fisica-quantica
https://www.dropbox.com/s/wdwktrim3q6utio/28CBM_12_13_06_mangava.pdf?dl=0
https://www.dropbox.com/s/wdwktrim3q6utio/28CBM_12_13_06_mangava.pdf?dl=0
http://www.idquantique.com
http://www.magiqtech.com
http://www.magiqtech.com
 http://www.mat.ufmg.br/~tcunha/Baravi-ColSul.html

122 REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS
[14] A.Peres, “Quantum Theory: Concepts and Methods,” Kluwer Academic
Publishers (1995).

[15] P. C.M. Penteado, C. M. A. Torres, “Fisica, Ciéncia e Tecnologia,” Mo-
derna (2005).

[16] D. Halliday, R. Resnick, K. S. Krane, “Fisica 4,” LTC (2004).
[17] G.J. Biscuola, N. Villas Bdas, R. H. Doca, “Fisica” Saraiva (2010).

[18] M. Terra Cunha, “Nocdes de Informacdo Qudntica,” Monografias de
Matematica, IMPA-SBM (2007).


http://www.impa.br/opencms/pt/eventos/extra/2007_coloquio/CBM26/index.html

	 Números Complexos
	Soma e Multiplicação
	Representação Geométrica
	A Exponencial Complexa
	Exercícios

	O espaço  R2
	Definição e Propriedades
	A geometria de  R2
	Combinações Lineares
	Independência Linear
	Subespaços Vetoriais
	Subespaços gerados
	Base e Dimensão

	Produto Interno

	O espaço C2
	Definição e Propriedades
	Subespaços Vetoriais
	Combinações Lineares
	Independência Linear
	Subespaços gerados
	Base e Dimensão

	Produto Interno

	Um Bit de Mecânica Quântica
	Estados e Medições 
	Depois das Medições 
	O que os bits clássicos não têm
	Quando perder é ganhar

	Um pouquinho de Física
	Ondas eletromagnéticas
	A dualidade onda-partícula
	Polarização da Luz

	Spin

	Matrizes
	Definição
	Operações envolvendo matrizes
	Multiplicação de um escalar por uma matriz
	Adição e subtração de matrizes
	Multiplicação de matrizes
	Transposição
	Matriz Hermitiana Conjugada

	Algumas matrizes especiais
	Matrizes Diagonais
	Matrizes triangulares
	Matrizes Nulas
	Matrizes Identidade
	Matrizes Simétricas
	Matrizes Anti-simétricas
	Matrizes Hermitianas
	Matrizes Anti-hermitianas
	Matrizes Ortogonais
	Matrizes Unitárias

	Representação matricial de R2 e C2
	Transformações Lineares
	Algumas definições especiais para matrizes quadradas
	Traço

	Matriz Inversa
	Definição e propriedades
	Determinação da inversa

	Determinantes
	Cálculo do determinante


	Generalização para dimensões maiores
	O Espaço  Rn
	Subespaços Vetoriais
	Combinações Lineares
	Dependência e Independência linear
	Subespaços gerados
	Base e Dimensão

	Produto Interno
	O Espaço  Cn
	Definição e Propriedades
	Combinações Lineares
	Subespaços Vetoriais
	Dependência e Independência linear
	Subespaços gerados
	Base e Dimensão
	Produto Interno


	Evoluções Unitárias
	O grupo U(2)
	Subgrupos de U(2)
	Subgrupos a um parâmetro
	A exponencial
	O grupo SU(2)

	Alguns outros grupos interessantes

	Aproximação de Unitárias
	Operações Quânticas Universais
	Subconjuntos densos
	Operações Universais de um qbit
	E para mais qbits?


