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Objetivo de aprendizagem

Compreender as principais distribuicdes de probabilidade discreta e
suas propriedades, aplicando-as na modelagem e resolugao de
problemas que envolvem incerteza e contagem de eventos.
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Conteudo abordado

@ Distribuicdo de Bernoulli: definicdo e aplicagdo

@ Distribuicdo Binomial: definicdo e aplicacdo

© Distribuicdo Geométrica: defini¢cdo e aplicagéo

© Distribuicdo de Poisson: definicdo e aplicagéo

@ Distribuicdo Hipergeométrica: definigao e aplicagao
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Competéncias adquiridas

Depois desta unidade, o aluno seré capaz de:

@ |Identificar situagdes que envolvam a distribuicdo de Bernoulli e
utiliza-la corretamente.

Modelar experimentos com numero fixo de tentativas usando a
distribuicdo Binomial.

Aplicar a distribuicdo Geométrica na contagem de tentativas até o
primeiro sucesso.

Modelar eventos raros com a distribui¢cdo de Poisson.

Resolver problemas envolvendo amostragem sem reposicdo com
a distribuicao Hipergeométrica.
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Autoavaliacao e reflexao

O aluno pode fazer os exercicios postados no Moodle e
posteriormente comparar suas respostas com as solucdes
apresentadas, identificando possiveis erros, e eventualmente refazer
0Ss exercicios.

Além disso, é recomendavel refletir sobre as dificuldades encontradas
e revisar os conceitos conforme necessario.
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e Distribuicdo de Bernoulli
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Distribuicao de Bernoulli

Definicao

Experimentos que admitem apenas dois resultados possiveis
(sucesso ou fracasso) recebem o nome de ensaios de Bernoulli e
originam uma variavel aleatoria com distribuicao de Bernoulli.

resultado da inspe¢édo de uma pecga, defeituosa ou nao defeituosa
opinido de um eleitor, favoravel ou outra opinidao

resultado de um exame vestibular, aprovado ou nao aprovado
intencao de voto de um eleitor, partido A ou outra preferéncia
assinatura de TV digital, sim ou nao

conclusédo de uma corrida para pedestres, sim ou nao

pressao arterial de um paciente, normal ou alterada

habito de praticas esportivas, sim ou nao
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Distribuicao de Bernoulli

Definicao
Uma variavel aleatéria X tem distribuicao de Bernoulli com
parametro p se a funcéo de probabilidade de X é dada por

x 0 1
PX=az)|1-p p

Denotamos X ~ Bernoulli(p).

Esperanga e variancia
Se X ~ Bernoulli(p), entéao

E(X) =p, Var(X) =p(1—p), o(X)=+/p(1 —p).
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e Distribuicdo Binomial
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Distribuicao Binomial

Motivagao
Um dado é lancado 3 vezes de forma independente. Qual a
probabilidade de obter a face 5 duas vezes?

Denotando S como sendo sucesso (obter face 5 num lancamento) e F
como sendo fracasso, o0 espago amostral pode ser representado por

Q = {(SSS), (SSF), (SFS), (FSS), (SFF), (FSF), (FFS),(FFF)}.

Vamos considerar a variavel aleatéria X = nimero de sucessos nos
trés lancamentos, sendo p = P(S) e ¢ = 1 — p = P(F) em cada
langamento.
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Distribuicao Binomial

Diagrama de Arvore
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Distribuicao Binomial

Distribuicdo de probabilidade

Portanto, a funcao de probabilidade da variavel aleatéria X = numero
de sucessos nos trés langamentos fica dada por

i 0 1 R
P(X=k)| ¢ 3pi® 3p*¢ p?

Assim, a fungao de probabilidade de X pode ser expressa na forma

P(X =k) = (2)197“(1 —p)B=H),

para k = 0,1,2,3.
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Distribuicao Binomial

Definicao
A variavel aleat6ria X correspondente ao nimero de sucessos em n
ensaios de Bernoulli independentes (no sentido probabilistico) e
com mesma probabilidade p de sucesso em cada ensaio, tem
distribuigdo binomial com parametros n e p.

A fungéo de probabilidade de X é expressa na forma

P(X =k)= (Z)pk(l -p)",

emque k =0,1,...,n. Denotamos X ~ Bin(n,p).
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Distribuicao Binomial

Se X ~ Bin(n,p) podemos escrever X = X; + --- + X,,, em que
X, ~ Bernoulli(p) parai =1,...,n. Assim, obtemos

p=E(X)=E(X1)+ -+ E(Xn) =np.

A\

Variancia
Similarmente, como temos n ensaios independentes, entao

02 = Var(X) = Var(X1) + - - - + Var(X,)) = np(1 — p).

E dai segue que 0 = DP(X) = /np(1 — p).

v
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Distribuicao Binomial

Aplicacao

Considere uma prova com 12 questdes, cada uma com 4 alternativas.
Suponha que o aluno escolha a resposta ao acaso.

Qual é a probabilidade de que ele acerte pelo menos 6 questbes?

Neste caso, a variavel aleatéria X = nimero de questoes que o aluno
acerta é tal que X ~ Bin(n,p), comn =12 e p = 0,25.
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Aplicativo

Probability Distributions ®
https://play.google.com/store/apps/details?id=com.mbognar.probdist
https://apps.apple.com/br/app/probability-distributions/id889106396

https://homepage.divms.uiowa.edu/~mbognar/

W Probability Distributions

X~Pois(h) 4
A= 8 Binomial Distribution
X ~ Bin(n,p)
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Solucao do exemplo anterior

Binomial Distribution
X ~ Bin(n,p)

n=ln | p=25 |
:1::‘6 | |P(X>:x):v\‘0.0544 ‘
0.3
sy o (17
b
X
T 01
0.0 —
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1"
X
u=EX)=3 o=8D(X)=15 o°=Var(X)=225
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A probabilidade de um determinado perfil de cliente adquirir uma
apolice de seguro é 0,20. Suponha que os clientes comportem-se de
maneira independente, e que um corretor visitara 3 clientes em um
determinado dia.

Seja X o nimero de negécios fechados apds essas 3 visitas.

Qual a probabilidade de exatamente 2 negocios serem fechados? Isto
é, P(X =2)?
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Solucao

Binomial Distribution

X ~ Bin(n,p)

0.6
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i
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X
p=FEX)=06 o=8DX)=0693 o°=Var(X)=048
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@ Distribuicao Geométrica
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Distribuicao Geométrica

Definicao
Uma varidavel X com distribuicdo geométrica representa o numero de
ensaios independentes até a ocorréncia do primeiro sucesso.

A funcao de probabilidade de X fica dada por

:c 1 2 3 4
PX==z)|[p p(l-p) pl-p?* pl-p)3

E pode ser expressa na forma
P(X =2x)=p(1— p)(xfl),

emque z = 1,2,.... Denotamos X ~ Geom(p).
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Distribuicao Geométrica

Funcao de distribuicado acumulada

Para célculos de probabilidades, pode ser mais conveniente usar a
funcao de distribuicdo acumulada, que é dada por

PX<z)=1-(1-p)*

paraz =1,2,3,....

Variancia e esperanca

@ Valor esperado
p=EX)=
@ Variancia

0% = Var(X) = 12, logo DP(X) = ¥--2
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Distribuicao Geométrica

Aplicacéo
Em um certo jogo, a probabilidade de um jogador ganhar algum
prémio em cada tentativa é de 0,10.

Supondo tentativas independentes, qual a probabilidade do jogador
ganhar algum prémio nas 5 primeiras tentativas?

Seja X = numero de jogadas até ganhar algum prémio.

Neste caso, X ~ Geom(0,10).

v

Portanto, P(X < 5) =1 —0,90° = 0,40951 (n&o precisa de aplicativo)J
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Um time de basquete tem 20% de chance de ganhar um jogo.
Deseja-se modelar o numero de jogos até que ocorra a primeira
vitoria.

Qual a probabilidade de que a primeira vitdria ocorra na quinta
partida?

No aplicativo, nossa definicdo de distribuicdo geométrica corresponde
a Geométrica Il.

A Geométrica Il conta o numero total de ensaios até a obtencao do
primeiro sucesso, enquanto a Geométrica | conta o niumero de
fracassos antes do primeiro sucesso.
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Solucao

Geometric Distribution

X ~ Geo(p) (II)
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© Distribuigao de Poisson
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Distribuicao de Poisson

Em geral, quando ha um grande nimero de objetos ou ocorréncias
bem espalhadas no tempo ou no espago, 0 numero de ocorréncias em
determinado periodo ou pedaco segue a chamada distribuicao de
Poisson.

n° de acidentes numa rodovia num determinado periodo

n° de chamadas telefébnicas em um minuto

n® de mensagens que chegam a um servidor em um minuto
n°® de pedidos de empréstimo num banco em um més

n° de defeitos em um metro quadrado de tecido

n°® de automoéveis vendidos numa concessionaria em um dia
n°® de uvas-passas em um panetone produzido em escala
n° de erros de digitagdo em uma pagina de um livro
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Distribuicao de Poisson

Definicao

Dizemos que X tem distribuicdo de Poisson com parametro A se sua
funcao de probabilidade é dada por

e—)\Ak
k!
para k = 0,1,2,3.... Denotamos X ~ Poisson(\).

P(X =x)=

A\

Esperanga e variancia

@ Valor esperado
p=EX)=2A
@ Variancia
0?2 = Var(X) = \, logo DP(X) = VA

A\
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Uma fébrica opera 24 horas por dia. Interrupgdes na linha de
montagem por falha humana ocorrem a uma taxa média de 4 por dia
(24 horas).

Qual € a probabilidade de ocorrerem exatamente 3 interrupgdes em
um dia de trabalho?
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Seja X o numero de interrupgdes em um dia. Como
X ~ Poisson(A = 4), queremos encontrar IP(X = 3).

Poisson Distribution
X ~ Pois()\)

0.20
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X
E(X 1 o=8D(X)=2 o°=}¥ X)=4
Help Department of Statisfics a
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@ Distribuicao Hipergeométrica
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Distribuicao Hipergeométrica

Definicao
Supor que X representa o numero de sucessos em n retiradas sem

reposicao de uma populagédo com N elementos, em que K desses
elementos correspondem ao grupo de interesse (sucessos).

A fungéo de probabilidade de X fica dada por
() C=r)
()

emque0<k<Kel0<n—-k<N-K.

P(X =k)=

Denotamos X ~ Hgeom(n, N, K)
O valor esperado ¢ p = E(X) = n¥.
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Distribuicao Hipergeométrica

Aplicacao
Um jogador recebe 10 cartas do baralho.

Qual a probabilidade de que 4 cartas sejam de &?
Qual a probabilidade de que pelo menos 5 cartas sejam de #?

Qual a probabilidade de que entre 2 e 5 cartas sejam de &7

Neste caso, X tem distribuicdo hipergeométrica com parametros
n =10, N =52, K = 13.
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Hypergeometric Distribution
X ~ HG(n,N, M)

n:‘m | N:|52 ‘ M:“B |
:I::‘4 | |P(X:x):V|‘0.14?46 |
0.4
0.3
=
x 02
o
0.1
0.0
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

p=E(X)=25 o=8SD(X)=1243 o?="Var(X)=1544
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Hypergeometric Distribution
X ~ HG(n,N, M)

n:|10 | N:|52 ‘ M:|13 ‘
3::|5 | \P(sz):v||0.oses1 ‘
0.4
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o
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Para a ultima pergunta, desenvolvemos como segue:
P2<X<5)=P1<X<5=PX<5-PX<1)

e a partir dai usamos o aplicativo.
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De 50 investimentos gerenciados por um banco, 15 tiveram
rentabilidade positiva no ano passado. Um cliente sorteia uma
amostra de 10 investimentos, sem reposigao.

Qual é a probabilidade de exatamente 2 terem tido rentabilidade
positiva?
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Seja X o numero de investimentos com rentabilidade positiva na
amostra. X ~ Hgeom(n = 10, N = 50, K = 15)

Hypergeometric Distribution

X ~ HG(n, N, M)

n:|1o ‘ N:|50 ‘ M:|15 |
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@ Exercicios
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Discuta a validade do modelo binomial nos seguintes casos.

(a) Dos alunos da USP, sorteamos 5 e contamos quantos se declaram
usuarios regulares do CEPEUSP;

(b) Escolhemos 20 Iampadas ao acaso na prateleira de um
supermercado, sendo 10 de uma féabrica e 10 de outra. Contamos o
namero total de lampadas defeituosas;

(¢) Quinze automéveis 0 km de um mesmo fabricante e mesmo
modelo sdo submetidos a um teste anti-poluicdo e contamos quantos
passaram no teste;

(d) Um motorista é submetido a um teste em que deva estacionar seu
veiculo num pequeno espago (isto é popularmente chamado de fazer
baliza). Em 10 tentativas, contamos o niumero de vezes em que 0
motorista estacionou corretamente.
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Discuta a validade do modelo binomial nos seguintes casos.

(a) Dos alunos da USP, sorteamos 5 e contamos quantos se declaram
usuarios regulares do CEPEUSP; Adequado

(b) Escolhemos 20 lampadas ao acaso na prateleira de um
supermercado, sendo 10 de uma fabrica e 10 de outra. Contamos o
numero total de lampadas defeituosas; Inadequado

(¢) Quinze automéveis 0 km de um mesmo fabricante e mesmo
modelo sdo submetidos a um teste anti-poluicdo e contamos quantos
passaram no teste; Adequado

(d) Um motorista é submetido a um teste em que deva estacionar seu
veiculo num pequeno espaco (isto é popularmente chamado de fazer
baliza). Em 10 tentativas, contamos o niumero de vezes em que 0
motorista estacionou corretamente. Inadequado
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No maior estudo global ja realizado sobre dominancia manual,
pesquisadores europeus concluiram que cerca de 10% da populagéo
mundial & canhota. Suponha 8 pessoas sao selecionadas ao acaso da
populacao.

(a) expresse a probabilidade de que exatamente duas pessoas sejam
canhotas

(b) expresse a probabilidade de que pelo menos trés pessoas sejam
canhotas

(c) calcule a probabilidade de que no maximo uma pessoa seja
canhota

(d) expresse a probabilidade de que entre duas e cinco (inclusive)
pessoas sejam canhotas

(e) calcule o valor esperado e desvio padrao do niumero de pessoas
canhotas, dentre as 8 selecionadas.
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Seja X = numero de pessoas canhota.
Entdo X ~ Bin(8;0,10)
Usando o aplicativo:
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A probabilidade de ocorréncia de turbuléncia em um determinado
percurso a ser feito por uma aeronave é de 0,6 em um circuito diario.
Seja X o nimero de voos com turbuléncia em um total de 7 desses
VOOS (ou seja, uma semana de trabalho).

(a) Quantos voos, em média, apresentarao turbuléncia em 1 semana
de operacgao?

(b) Qual é o desvio padrdo do numero de voos com turbuléncia em 1
semana de operagao?

(c) Qual é a probabilidade do niumero de voos em 1 semana estar
compreendido entre a média menos 1 desvio padrdo e a média mais 1
desvio padrao?
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X ~ Bin(7,0.6)

(@) p=IEX)=np=4.2

(b) o=/ Var(X) = /np(1l — p) = 1,296

(c) Usando o aplicativo:
Pu—o<X<pu+o)=P2<X<5)
=IP(X <5)—P(X <2)=0,722
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Por engano 3 pegas defeituosas foram misturadas com boas formando
um lote com 12 pecgas no total. Escolhendo-se ao acaso 4 dessas
pecas, determine a probabilidade de encontrar

(a) pelo menos 2 pecas defeituosas;
(b) no maximo 1 defeituosa;

(¢) no minimo 1 boa.
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X ~ Hgeom(4,12,3)
Usando o aplicativo:
(a) IP(X >2) = 0,236
(b) IP(X <1)=0,764
(c) IP(X<3) =1
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O numero de petroleiros que chegam a uma refinaria em cada dia
ocorre segundo uma distribuicdo de Poisson, com A = 2
petroleiros/dia. As atuais instalacées podem atender, no maximo, a 3
petroleiros por dia. Se mais de 3 aportarem num dia, 0 excesso é
enviado a outro porto.

(a) Em um dia, qual é a probabilidade de se enviar petroleiros para
outro porto?

(b) De quanto deverdo ser aumentadas as instalacdes para permitir
atender a todos os navios que chegarem pelo menos em 90% dos
dias?

(c) Qual é o numero médio de petroleiros que chegam por dia?
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X ~ Poisson(\ = 2)

Usando o aplicativo:

(a) IP(Enviar para outro porto) = IP(X > 3) = 0,143
(b) Determinar k tal que IP(X < k) > 0,90 ~ k =4
() p=TB(X)=\=2
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