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@ Informagdes sobre esta unidade

MAEO0219 (Ciéncias Contabeis-FEA-Noturno) 1° Semestre 2025 3/56



Objetivo de aprendizagem

Compreender e aplicar os conceitos de distribuicdo conjunta, marginal
e condicional, bem como analisar a independéncia e a correlagao
entre variaveis aleatérias discretas, a fim de interpretar relagées entre
variaveis em contextos probabilisticos.
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Conteudo abordado

@ Distribuicdo conjunta de variaveis aleatérias discretas

©@ Funcéo de probabilidade conjunta: definicdo e propriedades
© Distribuicdes marginais: obtengdo e interpretagéo

© Distribuicdes condicionais: construcéo e aplicagéo

© Independéncia de varidveis aleatérias discretas

© Correlagao linear entre variaveis discretas
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Competéncias adquiridas

Depois desta unidade, o aluno serd capaz de:

@ Construir e interpretar tabelas de distribuicdo conjunta.

@ Determinar e analisar fungdes de probabilidade conjunta.

© Obter distribuicdes marginais a partir de distribuicdes conjuntas.
© Construir e interpretar distribuicdes condicionais.

@ \Verificar a independéncia entre variaveis aleatérias discretas.
© Analisar a correlagéo linear entre duas variaveis aleatérias.

MAEO0219 (Ciéncias Contabeis-FEA-Noturno) 1° Semestre 2025 6/56



Autoavaliacao e reflexao

O aluno pode fazer os exercicios postados no Moodle e
posteriormente comparar suas respostas com as solucdes
apresentadas, identificando possiveis erros, e eventualmente refazer
0Ss exercicios.

Além disso, é recomendavel refletir sobre as dificuldades encontradas
e revisar os conceitos conforme necessario.
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e Distribuigao conjunta
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Distribuicao conjunta

Frequentemente, estamos interessados em eventos que envolvem
mais de uma variavel aleatoéria (v.a.).

Exemplo: Uma empresa de seguros deseja saber qual é a
probabilidade de uma pessoa:

@ possuir um carro,

@ ter menos de 30 anos,

@ morar em uma area urbana,

@ nao ter histérico de acidentes,

@ e possuir uma renda superior a 5 mil reais.

Esse é um exemplo de probabilidade conjunta, pois considera a
ocorréncia simultadnea de diversos eventos relacionados a diferentes
variaveis.
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Variavel aleatoria bidimensional

Definicao

Variavel aleatéria bidimensional é qualquer fungao definida sobre o
espago amostral {2 que atribui valores no R? a cada elemento do
espaco amostral.

Definicao
Uma variavel aleatéria é definida como sendo discreta bidimensional
quando o nimero de valores possiveis que a variavel assume no R?
for finito ou infinito enumeravel. )
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A tabela abaixo descreve o comportamento conjunto entre duas

variaveis aleatérias: numero de carros (X) e numero de filhos (Y) de
uma familia.

Os valores representam a probabilidade de uma familia possuir o
numero de carros indicado na linha e o nimero de filhos indicado na
coluna.

Por exemplo, a probabilidade de uma familia possuir 1 carro e 2 filhos
€ de 10%.

z\y 0 1 2
01020 020 030
110,05 0,15 0,10
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e Funcéo de probabilidade conjunta
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Funcao de probabilidade conjunta

Funcgéo de Probabilidade Conjunta

De uma forma geral a funcao de probabilidade conjunta de uma
variavel aleatéria bidimensional (X.Y") pode ser representada pela
tabela abaixo

o\y | y1 Y2 . Ys
X1 p1i1 P12 ... DPis
Ty | P21 P22 ... D2s
Ly Pri Pr2 ... DPrs

emquep; =P(X =12;,Y =y;) = P(X =2, NY = y;) para
i=1,...,rej=1,...,s, com as condi¢cdes

® pij >0
@ > ;pj=1
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Considerando outra vez a distribuicdo conjunta das variaveis X e Y’
expressa na tabela abaixo, qual probabilidade de uma familia possuir
1 carro e ndo ter filhos?

z\y 0 1 2
01020 020 0,30
110,06 0,15 0,10

SO'UQ&O: P21 = P(X = x9,Y = yl) = P(X =1Y = 0) = 0,05.
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e Distribuicdo marginal
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Distribuicao marginal

Distribuicdo Marginal

De uma forma geral as fungdes de probabilidade marginais das
variaveis aleatérias X e Y podem ser obtidas conforme a tabela
abaixo

2\y |y oy . ys | pla)
] P11 P12 --- DPis DPile
Z2 P21 P22 ... P2s | D2e
Ly Pr1i Dr2 ... Drs DPre

p(y) Dol  Pe2 ... Pes 1

em que

@ pe=PX=u)=Y;p;parai=1,...r
@ p.=PY =y;)=>,p;paraj=1,....s
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Considerando distribuicao conjunta das variaveis X e Y expressa na
tabela a seguir

z\y 0 1 2
01020 020 0,30
110,06 0,15 0,10

Qual a probabilidade da familia ter um carro? E de ter 2 filhos?

Solucao:

3
pre=P(X =1) = P(X =1) = > pa; = 0,05 + 0,15 + 0,10 = 0,30
j=1
2
Pz =P(Y =y3) =P(Y =2) = p;3 = 0,30 + 0,10 = 0,40
=1
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A tabela abaixo apresenta a distribuicao conjunta entre o niumero de
carros (X) e o numero de filhos (Y), com as respectivas
probabilidades marginais.

z\y | 0 1 2 | P(X =2)
0]0,20 0,20 0,30 0,70
110,05 0,15 0,10 0,30

PY=y) | 025 035 0,40 1,00
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Exemplo (continuacao)

Em outras palavras, temos as seguintes distribuicbes marginais:

Tabela: Distribuicao marginal de X

T 0 1
P(X ==z) 0,70 0,30

Tabela: Distribuicdo marginal de Y

Y 0 1 2
PY=vy)]025 035 0,40
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@ Distribuigao condicional
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Probabilidades condicionais

A probabilidade condicional mede a chance de ocorréncia de um
evento, dado que outro evento ja ocorreu.

1. Probabilidade de Y = y dado X = z:

PY=y|X=2z)= P<YP(:)§/’_XQC): ?) (desde que P(X = z) > 0)

2. Probabilidade de X =z dado Y = y:

PO =Y =) = TS0 (desde que P(Y =) > 0)
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Qual a probabilidade da familia ter 2 filhos, admitindo que a familia
tenha automoével?

Solucao
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Distribuicao condicional

Distribuicdo condicional

As funcoes de probabilidade condicionais descrevem a probabilidade
de uma variavel aleatéria dado que a outra assumiu um valor
especifico. A partir da tabela de distribui¢des marginais, as
distribuicbes condicionais podem ser obtidas por:

@ P(Y =y | X = ;) = % (para pje > 0)
o P(X=u;|Y=y)="L (paraps; >0)

QJ
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Considerando a tabela abaixo com as respectivas probabilidades
marginais.
z\y | 0 1 2 | P(X =2)
00,20 0,20 0,30 0,70
110,05 0,15 0,10 0,30
P(Y=y)| 025 035 0,40 1,00

@ Distribuicidode X dado Y =1
x| PX=x|Y=1)
0| 0,20/0,35 | 0,571
110,15/0,35 | 0,429

© Distribuicdo de Y dado X =1

y | PY=y|X=1)
0 | 0,05/0,30 | 0,167
11 0,15/0,30 | 0,500
2 0,10/0,30 | 0,333
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@ Independéncia de variaveis aleatorias discretas
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Independéncia de eventos

Definicao
Dois eventos A e B sao independentes se a informacao da ocorréncia
(ou ndo) de B nao altera a probabilidade de ocorréncia de A, isto é,

P(A|B) = P(4)

Consequéncia
Da definicdo de probabilidade condicional temos que

P(ANnB)

P(AIB) = =555

P(B) > 0.

Logo, a independéncia entre A e B é equivalente a

P(ANB) = P(A)P(B).

\
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Independéncia de variaveis aleatorias discretas

Sejam X e Y representadas pela tabela abaixo

o\y | y1 e ys | p()
X1 P11 P12 Pi1s | Ple
T2 | P21 P22 P2s | D2e
Ty Pr1 Dr2 Drs Dre

P(Y) | Pe1  Pe2 Pes | 1

Dizemos que as variaveis X e Y sao independentes se

P(X = .TZ',Y = yj)
Dij

parat=1,...,.rej=1,...,s.

P(X = .TZ)P(Y = yj)

DiePej
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Considerando a tabela abaixo com as respectivas probabilidades
marginais.
z\y | O 1 2 | P(X =u)
0(0,20 0,20 0,30 0,70
110,05 0,15 0,10 0,30
P(Y=y)|025 035 0,40 1,00

Observe que P(X =1) = 0,30 e P(Y = 0) = 0,25. Por outro lado,
P(X =1,Y =0) =0,05. Ou seja,

P(X=1Y=0)#P(X =1)-P(Y =0)

Nesse caso, X e Y nao sao independentes.
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Para que X e Y fossem independentes, e mantendo as mesmas
probabilidades marginais que antes, a funcao de probabilidade
conjunta deveria ser:

z\y 0 1 2 P(X =x)
0]0,175 0,245 0,280 0,70

10,075 0,105 0,120 0,30

PY=y)| 025 035 0,40 1,00

de formaque P(X =z,Y =y) = P(X =2)P(Y =y), paratodo x e y.
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0 Correlagao linear
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Covariancia

Covariancia entre X e Y

Cov(X,Y) = E[(X —EX))(Y - E(Y))]
_ Z > [z — E(X)][y: — E(Y)pi;

em que
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Propriedades da Covariancia

a. Cov(X,Y)=E(XY)—-E(X)E(Y), em que
IE(XY) =2 Zj TiY;Pij-

b. Cov(aX,bY) =ab-Cov(X,Y)

c. Se X e Y forem independentes, entao:

E(XY) =E(X)-E(Y) = Cov(X,Y) =0

Atencao: Cov(X,Y) = 0 nao implica que X e Y sejam
independentes!
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Exemplo: Calculo da Covariancia

Considere a distribuicdo conjunta entre X (numero de filhos) e Y
(namero de carros):

z\y | 0 1 2 | P(X =2)
0]0,20 0,20 0,30 0,70
110,05 0,15 0,10 0,30

PY=y)|025 035 0,40 1,00

@ IE(X)=0-0,70+1-0,30 = 0,30
@ E(Y)=0-025+1-0,35+2-0,40 = 1,15
e [E(XY) = 0-0-0,20+0-1-0,20+0-2-0,30+1-0-0,05+1-1-0,15+1-2-0,10

E(XY)=04+04040+0,15+ 0,20 = 0,35

e Cov(X,Y) =E(XY) - E(X)E®Y)
= 0,35 — (0,30 - 1,15) = 0,35 — 0,345 = —0,005
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Correlacao linear

Correlacao linear entre X e Y
O coeficiente de correlacao linear entre X e Y é definido por

Cov(X,Y)
V/Var(X)/Var(Y)
E(XY) - E(X)E(Y)

v/Var(X)+/Var(Y)

p(X,Y)
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Com os dados da distribuigao conjunta, ja sabemos que:
e E(X) = 0,30
e EY)=1,15
@ Cov(X,Y) = —0,005

Vamos calcular as variancias de X e Y:
@ E(X?)=0%-0,70+12-0,30 = 0,30
@ Var(X) = 0,30 — (0,30)2 = 0,30 — 0,09 = 0,21
@ E(Y?)=0%-0,25+1%-0,35422-0,40 = 04 0,35 + 1,60 = 1,95
@ Var(Y) = 1,95 — (1,15)? = 1,95 — 1,3225 = 0,6275

Finalmente, a correlacao:

B Cov(X,Y) B —0,005 N
Com(X,¥) = JVar(X) - /Var(Y)  0,21-/0,6275
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Correlacao linear

Propriedades

0 —1<pX)Y)<1
@ p(X,Y) =1 se e somente se ha constantes b > 0 e a tais que

Y =a+bX
@ p(X,Y) = —1 se e somente se ha constantes b < 0 e a tais que
Y =a+bX |

Independéncia

Se X e Y sdo independentes entdo E(XY) = E(X)E(Y) e portanto
Cov(X)Y)=0ep(X,)Y)=0.

A reciproca nao necessariamente € verdadeira.
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Soma de variaveis aleatodrias
Esperanga e Variancia

Sejam X e Y variaveis aleatorias com esperancas e variangas finitas.
Entéo

@ E(X+Y)=E(X)+E(®Y)

@ Var(X £Y) =Var(X) + Var(Y) £ 2Cov(X,Y)

Independéncia

Se X e Y séo independentes entdo Cov(X,Y) = 0 e portanto
Var(X £Y) = Var(X) + Var(Y).
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@ Exercicios
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A tabela abaixo apresenta a distribuicdo conjunta do nimero de
unidades vendidas de dois produtos (X,Y’) por uma loja num

determinado dia

z\y

0 1 2 3

0
1

0,05 0,10 025 0,05
0,05 0,30 0,10 0,10

a) Encontre encontre as probabilidades marginais. X e Y sdo

independentes?

b) Encontre a esperanca e variancia de X e Y respectivamente.
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Solucao 1

Solugéo item a)

A partir da distribuicdo conjunta, obtemos as distribuicdes marginais
de XeY:

@ Distribuicao marginal de X:

P(X

0) = 0,05 + 0,10 + 0,25 + 0,05 = 0,45
P(X =1

) = 0,05+ 0,30 + 0,10+ 0,10 = 0,55

@ Distribuicao marginal de Y':

P(Y =0) = 0,05 + 0,05 = 0,10
P(Y =1)=0,10 + 0,30 = 0,40
P(Y =2)=0,25+0,10 = 0,35
P(Y =3)=0,05+0,10 = 0,15

v
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Solucao 2

Solucao item a)

A tabela a seguir apresenta a distribuicdo conjunta de X e Y com
suas distribuicbes marginais:

0,05 0,10 0,25 0,05 0,45
0,06 0,30 0,10 0,10 0,55
P(Y=y)| 010 0,40 0,35 0,15 1,00

z\y 0 1 2 3 | P(X=x)
0
1

Observe que P(X =0,Y = 0) = 0,05. Por outro lado, P(X = 0) = 0,45
e P(Y =0) = 0,10, de modo que P(X = 0)P(Y = 0) = 0,045. Ou seja,

P(X =0,Y =0) £ P(X =0)P(Y =0).

Portanto, X e Y n&o sdo independentes.
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Solucao 3

Solucéo item b)
Temos as seguintes distribuicdes marginais:

T 0 1
P(X =x) | 045 0,55

com E(X) = 0,55 e Var(X) = 0,55 x 0,45 = 0,2475.

y o 1 2 3
P(Y =y) | 0,10 0,40 0,35 0,15

com E(Y) = 1,55 e Var(Y) = 0,7475.
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A tabela abaixo apresenta a distribuicdo conjunta de X e Y

z\y | 1 2 3
0 |0,10 0,10 0,10
1

2

020 0 0,30
0 0,110 0,10

a) Determine as distribuicbes marginais de X e Y
b) Obtenha as esperangas e variancias de X e Y
c) Verifique se X e Y sé@o independentes

d) Calcule P(X =2|Y =1)
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Solucao 1

Solucéao item a) e b)
Temos as seguintes distribuicdes marginais:

T 0 1 2
P(X =x) 030 0,50 0,20

com E(X) = 0,90 e Var(X) = 0,49.

Y 1 2 3
P(Y=vy) 030 0,20 0,50

com E(Y) =220 e Var(Y) = 0,76.
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Solucao 2

Solucao item c)
Verificamos, por exemplo:

P(X=0,Y=1)=0,10 e P(X=0)-P(Y =1)=0,30-0,30 = 0,09.

Como 0,10 # 0,09, concluimos que as variaveis X e Y nao sao
independentes.

A\

Solugéo item d)
P(X=2|Y=1)=0
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A tabela abaixo descreve o comportamento conjunto entre 0 nimero
de carros (X) e o numero de televisores (Y) dos moradores de um
bairro de Sdo Paulo, se uma familia é sorteada ao acaso dessa

populagéo.
x\y 0 1 2 | P(X =2)
0 0,10 0,21 0,11 0,42
1 0,05 0,20 0,33 0,58
P(Y =y) | 0,15 0,41 0,44 1,00
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Exercicio (continuacao)

a) Qual a probabilidade da familia ter um carro? E de ter 2
televisores em casa?

b) Qual a probabilidade da familia ter 2 televisores admitindo que
tenha automével?

c) X e Y sao independentes? Justifique.

d) Qual o numero esperado de televisores de uma familia? E o
desvio padrao?

e) Sabendo que uma familia tem um automével, qual é o seu
namero esperado de televisores? E a variancia?

f) Considerando apenas automéveis e televisores, em média,
quantos bens tem uma familia? Qual o desvio-padrao do numero
de bens?
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Solucao 1

a) Qual a probabilidade da familia ter um carro? E de ter 2
televisores em casa?
e P(X=1)=0,58
e P(Y =2) =0,44

b) Qual a probabilidade da familia ter 2 televisores admitindo que
tenha automével?
o P(Y =2| X =1)=2522 = 838 ~ 0,569
c) X e Y sao independentes? Justifique.
e Nzo. Pois P(Y =2, X =1) £ P(Y =2)- P(X = 1).

MAEO0219 (Ciéncias Contabeis-FEA-Noturno) 1° Semestre 2025



Solucao 2

d) Qual o nimero esperado de televisores de uma familia? E o
desvio padrao?
e E(Y)=1,29
e Desvio-padrao(Y) = 0,711

e) Sabendo que uma familia tem um automével, qual é o seu
nuamero esperado de televisores? E a variancia?
e E(Y | X =1)=1,483
o Var(Y | X =1) =0,422

f) Considerando apenas automdveis e televisores, em média,
quantos bens tem uma familia? Qual o desvio-padrédo do numero
de bens?

o Média do nimero total de bens: 1,87
o Desvio-padrao do nuimero de bens: 0,986
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A tabela abaixo apresenta a distribuigao conjunta do niumero de
questdes de Fisica (X) e de Quimica (Y) respondidas corretamente
num exame vestibular

z\y | O 1 2 3
0 1010 010 000 0,00
1 |015 0,15 0,10 0,00
2 10,00 0,10 0,10 0,05
3 10,00 0,05 0,05 0,05

Verifique se X e Y séo independentes.

Encontre a correlacéo entre X e Y.
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Solucao 1

As variaveis ndo sao independentes, pois P(X =0,Y
enquanto P(X =0) >0e P(Y =3) > 0.

Il
w
~—
Il
)
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Solucao 2

Encontrando as distribuicbes marginais

Resumindo temos as seguintes distribuicbes marginais:

T 0 1 2 3
P(X =) 020 040 0,25 0,15

com E(X) = 1,35 e Var(X) = 2,75 — (1,35)2 = 0,9275.

y 0 1 2 3
P(Y =y) | 025 0,40 0,25 0,10

com E(Y) = 1,20 e Var(Y) = 2,30 — (1,20)% = 0,86.
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Solucao 3

Encontrando [E(XY)

E(XY) = 1x1x0,15+1x2x0,10+
2x1x%x0,1042x 2 x 0,10 +
2x3x0,05+3x1x0,05+
3x2x0,06+3x3x0,05

= 0,15+ 0,20 + 0,20 + 0,40 + 0,30 + 0,15 +
0,30 4+ 0,45 = 2.15.
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Solucao 4

Célculo da correlacao
Portanto, o coeficiente de correlagdo linear entre X e Y fica dado por

E(XY) — E(X)E(Y)
v/ Var(X)./Var(Y)

2,156 —1,35 x 1,20
v/0,9275,/0,86

IO(X?Y) =
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A tabela abaixo apresenta a distribuicdo conjunta de X e Y

z\y | 1 2 3
0 (010 010 010
1
2

020 0 0,30
0 0,110 0,10

Obtenha:

a) E(X+Y)e E(XY)
b) Var(X +Y).
c) O coeficiente de correlagéo p(X,Y)
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Resposta
a) E(X+Y)=3,10, EXY)=2,00
b) Var(X +Y) =1,25
c) p(X,Y)=0,25
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