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Tal qual realizado na demonstrag@o em aula, o graficg.de x(f), mostrado na figura abaixo (P1),
representa a equagao horaria de um oscilador criticamente amortecido, para um sistema

u esta o 1 | composto de um corpo de massa m = 1,0 kg preso a uma mola de constante g|astica k e imerso
u em um Jiquido, viscoso, de coeficiente de resisténcia viscosa g, e dado por g.=y.m.
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(a) Em que instante de tempo a velocidade do corpo seréa nula, no intervalo de tempo mostrado no

grafico? (1 ponto)

(b) Aegguagcao horaria x(f) pode ser escrita como x(f) = e *2(A + Bf). Determine os valores de A e
Bdagguacao. (1ponto)

(c) Determine o coeficiente de resistencia viscosa gy e a constante glastica k da mola. (1 ponto)
(d) Determine o valor da velocidade inicial do oscilador. (1 ponto)



Questao 2:

Problema 2 (3 pontos)

Uma corda de comprimento | esta distendida, com uma extremidade presa a um suporte e a
outra extremidade livre.
(a) Modele matematicamente o problema expressando a equacdao da corda e as
condi¢cdes de contorno envolvidas. (0.5 ponto)
(b) Ache as frequéncias vn dos modos normais de vibragao da corda. (1 ponto)
(c) Desenhe a forma da corda associada aos trés modos de vibragcao mais baixos (em
ordem de frequéncia crescente). A velocidade de ondas na corda € v. (1.5 pontos)




Questao 3:

Problema 3 (3 pontos)

Uma conta de massa m enfiada num aro vertical fixo de raio r, no qual desliza sem atrito,
desloca-se em torno do ponto mais baixo, de tal forma que o angulo 8 (Figura P.3 abaixo)
permanece pequeno. Mostre que o movimento € harménico simples (1.5 pontos) e calcule o
periodo (1.5 pontos).

m

Figura P.3




Questao bonus:

MAAAAAAAAAANAN

(a) Como o som no ar difere do som na agua? Discuta em termos das propriedades
intrinsecas das ondas sonoras. (0.5 ponto)

(b) Em havendo um batimento no ar entre 2 ondas sonoras a cada 3 segundos, quanto
seria esse batimento desse som propagando em agua? (0.2 pontos)

(c) Como soaria o som de uma orquestra em um concerto no fundo do mar em relagao
a uma apresentagao ao ar livre? (0.3 pontos)




Revisao ondas:

7 (.0)=)/(,0) (@) T
O=O,/\ : xl
Y (x,0) S (0) = S;ggg?dgﬁ — Onda progressiva para a
PR =5 y(x,t)=g(x + vi)
n /\ = X
0 o — ¥

Figura 5.5 — Onda progressiva para a
direita y(x,t) = f(x = vt)

y(x,t)=f(x—-vt)+g(x + vt)
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Revisao ondas:

y \;v(x,t) y(x, +Af)  Ax = VAt w=kv=2nv=2xn/7t

\Z N y(x,t) = Acos(kx — at + 0)

A
Figura 5.7 — Onda harmonica A= 2_Tt A=VT
k
¥(0,7)
AT R |
_AL;--.\.T./.--;- o(x,t)=kx—wt+6

Figura 5.8 — Periodo temporal




Revisao ondas: Vv(x,f)=f(x), x'=x-vt
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Revisao ondas:

K 0 ;c ch+Ax -

\

Figura 5.10 — Variacao de direcao da Figura 5.9 — Tenséo da corda

Tsen 8=T1g 8= Tay

tensao

0« 1, de modo que sen 6=1tg 0

OX
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Revisao ondas:

dy i
—(x+Ax,t)——(x t)
Ta—y(X+Ax,t)—T93i(x,t)=TAx dx ox
oX ox AX
82 82 82
Forca vertical sobre Ax =T —= (x t)Ax  MAX = (X t) = T——(x t)AX
ax ke i ox>

Am aceleracao vertical forca vertical sobre Ax

V= 4 Py gty
L—= =722
I ot? ox>
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Modos normais - cordas vibrantes:

5,7 — Modos normais de vibracao

Vamos considerar agora uma corda vibrante de comprimento finito I, presa em ambas as
extremidades. Em lugar de analisar o movimento da
corda em termos de ondas progressivas que se
Rl Rl refletem nas extremidades fixas, € mais conveniente
' ‘ descrevé-lo em termos de ondas estacionarias, que
correspondem aos modos normais (veremos depois
Figura 5.23 — Corda como limite de  a rela¢@o entre as duas descricoes).

osciladores acoplados Os modos normais de vibracé@o da corda consti-
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Modos normais - cordas vibrantes:

tuem uma generalizacdo dos modos normais de osci-ladores acoplados, discutidos na Secédo
4. 6. De fato, como foi mostrado por Lagrange em 1759, podemos considerar a corda como
Caso limite de um sistema de N osciladores acoplados (Fig. 5.23), de massas ul/N e comprimento
total J, igualmente espacados, quando N — . Os modos normais de vibracao deste sistema
tendem aos da corda, neste limite.

A condicdo de que as duas extremidades da corda permanecam fixas se exprime pelas
condi¢oes de contorno

y(0,t)=y(l,t)=0| para qualquer t (5:7.1)
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Modos normais - cordas vibrantes:

Como acontece para sistemas de N particulas (Secdo 4.6), um modo normal se caracteriza
pelo fato de que todos os elementos da corda oscilam com a mesma freqliéncia @ e mesma
constante de fase 6, ou seja, tém a mesma dependéncia temporal, da forma cos (@t + 8). Cada
ponto x oscila com amplitude A (x) caracteristica do modo, ou seja, y € o produto de uma
funcdo de x por uma de ¢,

y(x,t)= A(x)cos(wt+8) (5.7.2)
0 que corresponde a uma onda estaciondria (Secao 5.5).
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Modos normais - cordas vibrantes:

Como y (x, t) deve ser solucdo da equacao de ondas (5.2.24), obtemos, substituindo a
16.7.2),

5 P | 2 2
19 0 f:- cog Alx)cos(wt +6) = : }2/= < écos(wt+6)
V= B V" 0x )
ou seja,
2
GA . Past, x=2 T
i 14

A solucdo geral da (5.7.3) é (cf. 3.2.15)
A(x)=acos(kx)+bsen (kx) (5.7.4)
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Modos normais - cordas vibrantes:

Entretanto, para que a (5.7.2) satisfaca as condicoes de contorno (5.7.1), é preciso que se
tenha

Al0)= A(N=0 [5.7.5)
Pela (5.7.4), a primeira destas condicées da
A(0)=a=0 {A(x)=bsen (kx) (5.7.6)

€ a segunda condicdo dé entdo
A()=bsen (kl)=0 (5.7.7)
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Modos normais - cordas vibrantes:

"""""

Como b =0 (caso contrario y=0), esta condicao so pode ser satisfeita para valores discretos
k, da varidvel k, dados por

k, =¥ (n=1223,.) (5.7.9)

(Note que n = 0 também dariay=0, en=-1, -2, ... ndo dio nada de Nnovo; y apénas troca de
sinal, o que pode ser absorvido pela constante de fase na (5.7.2): 6> 6+ 1)

Os valores correspondentes de o [cf. (5.7.3)] sdo as freqtiéncias dos modos normais de
vibracao:
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Modos normais - cordas vibrantes:

|

La)n =an=-1—V

(5.7.9)

Levando nas (5.7.6) e (5.7.2), obtemos finalmente as expressoes dos modos normais de

vibracao

v, (x,t)=bysen (k,x)cos(wnt +d,) = b,sen

(om
\ 1

]cos[E vt+ 5”}
I

(D="1,2.3:..)

(5.7.10)
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Modos normais - cordas vibrantes:

Vemos que sio ondas estaciondrias, andlogas as que foram consideradas na Secao. 5.5(b).
O comprimento de onda A, associado ao modo n é

A, :72}:2711 1,2, ] (5.7.11)
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Modos normais - cordas vibrantes:

Figura 5.24 — Modos normais de
vibragao

Os modos de vibracdo mais baixos estado ilus-
trados na Fig. 5.24. O modo de ordem n contém preci-
samente n semicomprimentos de onda e tem (n -1)
nodos (pontos N) além dos extremos fixos. A Fig. 5.24
deve ser comparada com as 4.21 e 4.22, que podem
ser consideradas como aproximacdes dos modos mais
baixos pelos modos de um sistema de um numero
finito de osciladores acoplados: para 2 osciladores,
obtemos aproximacdes dos 2 modos mais baixos; para
4, temos 4 modos, que aproximam os com n =1 até 4
da corda continua (aproximando melhor os 2 primei-
ros que com 2 osciladores), e assim por diante.

Para N osciladores acoplados, hd N modos
normais de vibracio transversal na direcdo y. A corda
continua corresponde ao limite N — <, de forma que
se obtém infinitos modos normais (infinidade discreta:
n=1,2,3,..). Afreqgiiéncia v, do modo n é

0, _V
=—L=n—(n=12.3,.. 14
YT o T ol = : oetited
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Modos normais - cordas vibrantes:

Por conseguinte, utilizando a (5.3.6),

v, =haw (n=123,..)
v 1 (5.7.13)
=—=—4T/

T A

As freqiiéncias sdo multiplos inteiros da freqiiéncia v; do modo mais baixo, que se chama
o modo fundamental. A freqiiéncia v, = nv; do modo n chama-se 0 n-ésimo harmonico da
freqiiéncia vi.

A expressao (5.7.13) de v; engloba as leis das cordas vibrantes, descobertas experimen-
talmente por Mersenne em 1636: A freqtiéncia fundamental é: (i) inversamente proporcional
ao comprimento da corda; (i) proporcional a raiz quadrada da tensdo; (iii) inversamente
proporcional a raiz quadrada da densidade linear de massa da corda. |
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Modos normais - cordas vibrantes:

Estas resultados tém aplicacOes importantes em todos os instrumentos musicais de cordas,
conforme veremos mais adiante.

O fato de que ondas confinadas numa regido limitada do espaco sé podem oscilar em
frequéncias bem definidas, que formam um conjunto discreto (embora haja infinitas freqiiéncias
possiveis) é uma caracteristica geral, extremamente importante, do movimento ondulatério:
os modos normais de vibracdo de uma corda presa nos extremos constituem o exemplo mais
simples deste resultado.
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