4.2 - Especificacao do estado microscépico de um sistema: caso
classico

Para ir um pouco além do exemplo esquemético da se¢ao anterior, temos
que estabelecer formas de especificar o estado microscépico de um sistema
mecéanico.

A evolugao temporal de um sistema de particulas cldssicas somente fica
determinada quando conhecemos as posicoes e as velocidades iniciais de to-
das as particulas. Na formulagao hamiltoniana da mecénica clédssica, que se
adapta melhor a mecénica estatistica e a prépria conexao com a mecanica
quantica, usamos o momento (quantidade de movimento) ao invés da veloci-
dade. Portanto, considerando um sistema de N particulas, em geral pre-
cisamos conhecer 6N coordenadas (3N coordenadas de posi¢ao e 3N coor-
denadas de momento) para caracterizar um estado microscépico (mecanico)
do sistema. Cada ponto desse espago de 6N coordenadas, que é conhecido
como “espaco de fase”, ou espaco I', representa um estado microscépico do
sistema mecanico.

Vamos inicialmente discutir alguns exemplos simples.

Exemplo: particula livre, de massa m, em uma dimensao.

O nosso primeiro exemplo é um sistema de uma tnica particula livre,
em uma dimensao, contida dentro de uma “caixa” de comprimento L e com
energia fixa E. Nesse caso o espago de fase é bidimensional (definido em
termos das coordenadas de posigao = e de momento p). Dados o comprimento
L e a energia F, a regiao do espaco de fase acessivel a essa particula, ou seja,
em que essa particula possa ser encontrada, compreende os dois segmentos
de reta assinalados na figura abaixo. Note que —L/2 < x < +L/2 e que
E = p?/2m, ou seja, p = +vV2mFE.

Nesse exemplo muito simples, o espaco de fase é bidimensional, mas a
regiao acessivel é unidimensional (constituida pelos dois segmentos de reta
indicados na figura). Isso ndo ¢ conveniente na maioria dos célculos mais
simples. Vamos entao recorrer a um artificio que nao afeta os sistemas sufi-
cientemente grandes. Vamos considerar que a energia nao esteja exatamente
fixa, mas que possa variar em torno do valor £ dentro de um intervalo dF.
Mais adiante vamos ver que a constante 0 /' é irrelevante, pois desaparece no
limite termodindmico (isto é, para N — o0), que é um requisito essencial
dos sistemas de interesse fisico. No caso particular de uma tnica particula,
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Figure 1: Os dois segmentos de reta representam a regiao do espago de fase
que é acessivel a uma particula livre, em uma dimensao, contida dentro de
uma “caixa” de comprimento L e com energia fixa F.

dentro da caixa de largura L, quando a energia estiver entre £ e F + 0F, a
regiao acessivel do espaco de fase é constituida pelas duas dreas hachuradas

da figura.
Um elemento de drea nesse espaco de fase é dado por

dl'y = dx dp. (1)

Portanto, a drea da regiao acessivel a esse sistema pode ser escrita na forma
de uma integral dupla,

+L/2 —V2mE+6p +v2mE+3p
Q= / iz / dp+ / dp| = L 2] @)
—-L/2 —V2mE +Vv2mE
Levando em conta que
p=(2mE)"?, (3)
de onde vem Y
op = 5 <f) oE, (4)
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igure 2: A regiao hachurada representa o espaco de fase acessivel a uma
F 2: A hachurad t de f 1
particula livre, em uma dimensao, contida dentro de uma “caixa” de com-
primento L e com energia entre F e £ + 0F.

podemos finalmente escrever o "volume" do espago de fase (nesse caso uma
drea) acessivel ao sistema,

1/2
Q=L (%m) SE. (5)

Mais adiante vamos ver que {2, tem uma relagao direta com a entropia do
sistema (para sistemas suficientemente grandes, é claro).

Exemplo: Duas particulas livres, de mesma massa m, em uma dimensao.

Nesse caso o espaco de fase é quadridimensional, pois precisamos especi-
ficar as duas coordenadas de posicao das particulas, z; e x5, e as duas coor-
denadas de momento ("canonicamente conjugadas", como se costuma dizer),
p1 € pa. Na grande maioria dos problemas de interesse fisico, o hamiltoniano
desse sistema, isto €, a energia em termos de posi¢oes e momentos, é dado

por
1 1
H = %p%+%p%+V($1,.l‘2), (6)

em que V (x1,22) é a energia (potencial) de interagao entre as particulas.
Por enquanto vamos considerar apenas um gés ideal, em que as particulas



nao interagem, ou seja, vamos fazer V (x1,x5) = 0. Vamos considerar que a
energia esteja entre F e E4+0F, ou seja, que os momentos estejam submetidos
a restricao

omE < p? +p2 < 2m (F + 0E). (7)

Além disso, vamos supor que as particulas estejam dentro de uma caixa de
tamanho L, ou seja, que

0<x <L 0<azy<L. (8)

Agora estamos preparados para calcular o volume do espago de fase (nesse
caso ¢ um hipervolume em quatro dimensoes) acessivel ao sistema. Um ele-
mento de volume nesse espaco é dado por

dF4 = d£C1 dﬂ?g dpl dpg (9)

Portanto, o volume da regiao acessivel ao sistema é escrito na forma de uma
integral quddrupla,

L L
Q4 = /dl’l/dl’g // dpldpg (10)
0 0

—0o0
{2mE<p?+p3<2m(E+6E)}

As integrais de posigao sao triviais, mas as integrais de momento sao um
pouquinho mais complicadas,

Q4 = L2 // dpldpg (11)

{2mE<p?+p2<2m(E+5E)}

Essa integral dupla no espaco dos dois momentos nao ¢ senao a area de uma
. : 1/2
coroa circular, de raio R = (2mFE) 2 e espessura

1/2
SR = % (%) SE. (12)

Levando em conta que essa drea é dada por (27 R) d R, temos

Q4= L*(27R)6R = L*27m 0, (13)
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que é o nosso “volume acessivel” no espaco de fase.
Exercicio:

Utilize técnicas de cédlculo diferencial e integral para obter a expressao
famosa, S = mR?, da drea de um circulo de raio R. Notar que a drea da
coroa circular de raio R e espessura R é dada por 05 = 2rROR.

Exemplo: Trés particulas livres, de mesma massa m, em uma dimensao.

Nesse caso o espaco de fase tem seis dimensoes, pois precisamos especificar
as trés coordenadas de posicao, z1, To € 3, € as trés coordenadas de momento
das particulas, p;, po € p3. Vamos considerar particulas livres, com energia
entre £ e F + §E. Entao os momentos estao submetidos & restricao

2mE < pi +p3 +p3 < 2m (E +0E). (14)

Além disso, vamos supor que as particulas estejam dentro de uma caixa de
tamanho L, ou seja, que

0<xz <L 0<zy, < L; 0<ax3<L. (15)
Um elemento de hipervolume no espaco I' seis-dimensional é dado por
dF6 = diUl de dl’g dpl dpg dpg (16)

Portanto, o hipervolume volume da regiao acessivel ao sistema é escrito na
forma de uma integral séxtupla,

L L L
0 0 0

{2mE<p1+p2+p3<2m (E+6E)}

As integrais de posicao sao triviais. Entao

Qg = L? /// dp1dpadps. (18)

{2mE<p1 +p35 +p§<2m E+5E)}



Essa iltima integral tripla no espago dos momentos é o volume de uma coroa
L. . 1/2
esférica de raio R = (2mE)"? e espessura

1/2
SR= (%’") 5E. (19)

Levando em conta que esse volume é dado por (47 R?) R, temos
O = L? (47R?) 6R = L* 47 (2m)"* B2 S, (20)
que é o “hipervolume acessivel” no espaco de fase.
Exercicio:

Utilize técnicas de célculo diferencial e integral para obter a expressao
famosa, V' = (47/3) R3, do volume de uma esfera de raios R. Note que o
volume da coroa esférica de raio R e espessura dR ¢ dado por 6V = 47 R%§R.

Exemplo: Quatro particulas livres, de mesma massa m, em uma dimen-
Sa0.

Nesse caso o espaco de fase tem oito dimensoes, pois precisamos especificar
as quatro coordenadas de posicao e as quatro coordenadas de momento das
particulas. Vamos considerar particulas livres, com energia entre E'e E+0F.
Os momentos estao submetidos ao vinculo

2mE < pi +p3 +pi +pi < 2m (E +0E). (21)
As particulas estao dentro de uma caixa de tamanho L, d onde temos
0<x <L 0<uxy <L 0<az3<L 0<xy <L. (22)
Um elemento de hipervolume no espaco I' oito-dimensional é dado por
dl's = dxy dxo dxs dxy dpy dps dps dpy. (23)

Portanto, o hipervolume volume da regiao acessivel ao sistema é escrito na
forma da integral

L L L L +o0
Qg = /dxlfd:vg/dxg/dm // dprdpadpsdpy.
0 0 0 0 —o0

{2mE<p?+p3+pi+pi<2m(E+SE)}

(24)



As integrais de posicao sao triviais,

+oo
Qg =L* / : / dp1dpadpsdpa, (25)
{2mE§p§+p§+z;§iOp3gzm(E+5E)}

mas a integral no espago dos momentos é mais complicada. Essa iltima

integral quadrupla no espago dos momentos ¢ o hipervolume, num espago
. ) . . 1/2

quadrimensional, de uma hipercoroa de raio R = (2mFE) "'~ e espessura

1 9 1/2
6R= (%1) SE. (26)

Embora os gregos talvez nao soubessem, nao ¢é dificil langar mao de técnicas
de calculo para mostar que o hipervolume de uma hiperesfera de raio R num
espago quadrimensional é dado por

Vi = C4RY, (27)
de onde vem o hipervolume da hipercoroa de espesssura 0 R,
§Vy = 4C4R*SR. (28)
Usando esses resultados, temos o hipervolume acessivel ao sistema,
Qg = L* (4C4R*R) = L*2Cy (2m)* E §E, (29)
em que C); é uma constante a ser calculada.
Exercicio:

Considere agora um oscilador harménico unidimensional, dado pela en-
ergia (hamiltoniano)

1 1
H = %Zf + 5]656‘2, (30)

em que a massa m e a constante eldstica k sao grandezas positivas. O espaco
de fase é definido pelas coordenadas x e p. Dada a energia F, a regiao
acessivel do espago de fase ¢ uma elipse (com semi-eixos V2mE e \/2E/k).
Se a energia estiver entre F e E+§F, a regiao acessivel é uma coroa eliptica.




Figure 3: A regiao hachurada representa o espaco de fase acessivel a um
oscilador harmoénico unidimensional com energia entre £ e F + 0 F.

Obtenha o volume do espago de fase acessivl a esse sistema (isto é, a drea
da coroa eliptica da figura).

Depois dessa clecao de exemplos, estamos preparados para lidar com a
situagao mais geral e interessante de um gés de particulas cldssicas em trés
dimensoes. O hamiltoniano é uma funcao das coordenadas de posicao e de
momento, sendo conveniente escrever a forma abreviada

H(Q7p) :H(qhQ%"'7Q3N7p17p27"'7p3N)7 (31)

em que se costuma usar a letra ¢ para representar as 3N coordenadas de
posicao e a letra p para representar as 3N coordenadas de momento. Quando
a energia estiver entre ' e E + 0F, a regiao do espaco de fase acessivel ao
sistema serd um hipervolume limitado pelas hipersuperficies H (¢,p) = E e
H(q,p) = E+JE.

Estamos agora em condigoes de introduzir a nossa hipétese estatistica
fundamental:

“qualquer ponto do (hiper)volume acessivel ao sistema no espago
de fase é igualmente provavel”, sendo nula a probabilidade de encontrar
o sistema fora da regiao acessivel do espaco de fase.
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Vamos considerar, por exemplo, o caso relativamente simples de N particu-
las cléssicas monoatomicas e livres, constituindo um gés ideal cléssico, dentro
de um recipiente de volume V', com energia entre F e F+JF. O hamiltoniano
desse sistema é dado pela soma das energias cinéticas das particulas,

1

N
1
2 —2
— : 2 32
5 (p2, + 0, + 1) E: 5 P (32)

Mz

=1

O elemento infinitesimal de volume nesse espaco de 6/N dimensoes é dado
por
dlen = &rq..Prydpy...Ppn, (33)

em que estamos usando a notacdao abreviada, d®r; = dw;dy;dz; e d’p; =
dpizdpiydp;.. Entao, o hipervolume do espaco de fase acessivel ao sistema ¢
dado pela integral miltipla

Qeny =Q(E,V,N;E) = / /d3T1 APry / / Ep1...Ppn,

E<H(q,p)<E+SE
(34)

que depende de E, V, N e do valor fixo 0 F.

Em analogia com exemplos anteriores, as integrais de posicao fatorizam-se
completamente e contribuem para € com um fator V¥ (cada particula estd
dentro de uma caixa de volume V). Portanto, se estivermos preocupados
apenas com a dependéncia de 2 com o volume, temos

Q~ VY (35)

Também é facil calcular a dependéncia com a energia E, no limite de um
nimero N muito grande particulas. Levando em conta a forma do hamilto-
niano, a integracao deve ser feita num regiao do espago dos momentos em
que

N
2mE <Y P” < 2m(E+6E), (36)
i=1
ou seja, numa hipercoroa esférica, de raio R = (2mE)1/ e espessura

1/2
SR — % (%m) 5E, (37)



num espago 3/N-dimensional. Em duas dimensoes, o “volume da hipercoroa
esférica” de raio R e espessura 0R é uma “drea usual”’, dada por 2mrROR.
Em trés dimensoes, o “volume da hipercoroa esférica” de raio R e espessura
SR & dado por 47rR?JR. Entao, levando em conta que o volume de uma
hiperesfera de raio R num espaco d-dimensional pode ser escrio na forma

Vy=CyR%, (38)

em que prefator C; depende da dimnensao d, a drea da hipercoroa de raio R
e espessura 0 R é dada por

6Vy;=dCyR™SR. (39)
Portanto, fazendo d = 3N, podemos escrever
Qon = VY [BNCsn R '6R] (40)
de onde obtemos a dependéncia de €2 com o volume e a energia,

2m

. >1/2 SE. (41)

1 1
Qen = Q(E,V,N;0E) = VN3NCyy (2mE)2®N~Y 5 (

Mesmo sem o conhecer a forma de Csy, que depende apenas de N, essa
expressao pode ser utilizada para extrair pelo menos a dependéncia de {2 em

relacao a £/ e a V', no limite termodindmico de um sistema muito grande
(E,V — 00). Nesse caso, sem fazer nenhum célculo, é fécil perceber que

Q(E,V,N;0E) ~ E2 VN, (42)

O fator o F foi descartado, pois nao tem nenhuma relevancia no limite de N
muito grande. De fato, com §F fixo, temos o limite

1
A}iinoo N IndE = 0. (43)
No momento, portanto, nem vale a pena se preocupar com o cédlculo exato
do volume de uma hipercoroa num espago hiperdimensional (que depende
de alguns truques elementares de cédculo !!). Logo adiante vamos explorar
algumas conseqiiéncias desses resultados (inclusive a conexao com a forma
da entropia de um gdas ideal cldssico).
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