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(Métodos de Solucao)

Carlos De Marqui Junior

Departamento de Engenharia Aeronautica
Escola de Engenharia de Sao Carlos

Universidade de Sao Paulo




- Os problemas aeroelasticos podem ser estaticos ou dinamicos. O
problema é dinamico se a inércia tiver um papel fundamental no
fenomeno. Em geral, o diagrama a seguir sugerido por Collar na

década de 1940 se aplica:

Forcas inerciais
(Dinamica)

Em problemas modernos,
o controle e as cargas
térmicas também podem

Mecanica de voo Dinamica ser presentes (Aero-
Aeroelas- Estrutural servo-termo-
ticidade elasticidade).
Dinamica
Forcas Aerodinamicas Forcas Elasticas
(Mecanica dos fluidos) (Mecanica dos sélidos)

( Aeroelasticidade Estatica
(e
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Classificacao de problemas aeroelasticos

Estatica

Dinamica

Estabilidade Divergéncia

Resposta Distribuicao de
carregamento;
Efetividade de comando;
Reversao de comando

Flutter;
Flutter de estol

Resposta a rajada;
Resposta de comando;
Cargas dinamicas de pouso;
Buffeting;

Galloping
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Analise Aeroelastica de uma Secao Tipica com 2GDL

Energia Potencial

1 1
P = —lkh* + —k,0*
> K +2k9

Velocidade do centro de massa C

ve=vp+60bs xb[(1+a)—(1+e)]b;

Velocidade inercial do ponto

Vp=—hi2 Xg =€ —d

de referencia P:

Portanto: Ve = —hiz + bl(a — e)f)z

~ N , 1 |
E a expressao de energia cinética sera: K = 5mvc Ve + > 1c92
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1 : : |
K = 5 (h* + b*x50% + 2bxphd) + 51(;92 Ip = Ic + mb*x}

1 . . 1. .
= zm (h2 + 2bx9h.9) + 51;:92

Para obter as forcas generalizadas relacionadas com cada GDL, escrevemos o trabalho
realizado pela sustentacao devido a um deslocamento virtual do ponto Q e pelo momento
em torno de Q devido a uma rotacao virtual:

. A -
Vo = —hiz + b6 (E +a) b,
Deslocamento virtual do ponto Q

) 1 )
5po = —Shi + b36 (5 +a) b,

A rotacdo virtual é 560 f)3

E, portanto, o trabalho virtual das forcas aerodinamicas:

& -

1
SW = L[—8h+b(— +a) 50] + M0
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Com forcas generalizadas:

On=—L
1

Utilizando as equacoes de Lagrange:
d (0K oP
— | — — = 0; ' =1,2,....n
dt (aq,-) tog =2 (=h2-n

Podemos obter as equacoes de movimento do sistema:

Estacionario
m (h + bxg) + kyh = — L L = 27npsbU?0
. . 1 =0
Ip9+n2b,\’9h+k99=M%+b(§—|—a)L M%

&

EESC - USP




Que podem ser escritas na forma matricial:

mb? mb?xy % N mbzcu,?; 27 poob* U? % 10
mb? xy Ip () 0 lpwé —2(% +a) Tpecb?U? | | 6 0

Aqui, utilizaremos o método p, onde se assume o movimento dos GDLs como:

h = hexp(vt) O — gexp(vt)
mb*v? + i71b2a),21 mb*v?xy + 27 pacb* U? % 0
mb*v?xg L} + [,v* —2(a + %)T[pooszz ol |o
v=pU/b
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Onde p € uma variavel adimensional desconhecida!




Dividindo as equacées por mU? e definindo os parametros adimensionais:

2 1p o — ©h

_ 2 T Wy
mb

m U

= en® = bap

As equacoes sao alteradas para:

) _
P+ 5P+ 5| _ |0
x9p2 r2p2+%—%(a+% 0 0

Para obtermos solucao nao trivial, resolvemos o determinante e, tipicamente, obteremos
dois pares de raizes complexo-conjugadas

bv; b b U r, o
= —=—(I"1 £iQ Vp = — Q) — = — 4
p1 U U( 108 p1 U(rlilgl)bwg g ila)g

( OoU
(?73 P2 e = E(Fz + i§22) Vp, = E([‘2 i—in)L — E :I:i&
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(Fl :tlQ]) <0 \/ U VR
([ £i€25) e
. , B
Fk ¢ relacionada com o amortecimento \/ U \/ v
Qk é relacionada com a frequéncia _ p(”)_ _
N
. ) L >0 ‘\}f\’ f/\ /\ ,
A parte real esta diretamente relacionada com a estabilidade: RNy \/
L2 T
Wy TB
0.6 |
0.4
0.2
05 1 15
( ~0.2}
’!73 | | | | | | U -04
05 1 15 2 25 3 buw ~0.6 |
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0.5 1 1.5

Up m Obtida assumindo p=0
Vp=——=r | ——— na matrix resolvendo
bwg V 1+ 2a para V.
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Analise Classica de Flutter

Assume movimento harmonico simples

h(t) = hexp(iot)
O(t) =0 exp(iwt)

L(t) = Lexp(iwt)
M(t) = Mexp(iwt)

_ h _
L= —npob’? |:€h(k, Myo)— + €y (k, MOO)({| k = b_a)
b prem—
U
_ I _ u
M = npsob* @ | my(k, MOO)E + mp (k, Mx)0 Moo = Coo
o0

&

EESC - USP




Voltando nas equacoes de movimento da secao tipica:

m (7% + bxgé) + kph = — L 1

M= M%+b(§+a)L
[ph + mbxgh + ke = M

Na analise classica de flutter, presumimos que o movimento é harmonico simples,
h(t) = hexp(iwt) L(t) = Lexp(iwt)

6(t) =6 exp(iwt) M(t) = Mexp(iwt)
Substiuindo nas equacoes de movimento:

_ h _
B - _ _ _ 3 2 n
—wimh — a)2171bx99 + ma)%h — _ T L= —mpxb’w |:€h(k, Moo)b + Co(k, Moo)9:|

2 217 20 — M h
w “mbxgh — o“Ip0 + IpawyH = M M = npaob*@? [m,,(k, Moo)g + my (k, Moo)ai|
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Utilizando a aerodinamica nas equacoes:

m | wp\ 2 h mxg 1= m
e [1- () [+ oo} 5+ [ 2255 + o) =
mxg h Ip | wp \ 2 | - Ip
[npoob i (K )] b {JT,Ooob4 [ ( a)) ] +mp (k. )J ' mb?

Podemos escrever em funcao dos parametros adimensionais:

2 | h
1= (Z2) [+ 3+ (xo + )0 =0
1) ] b

h 2 _
(xg + mp) — + {urz 1 - (%) ] +me} 6 =0
b 10)

m,e, d, I/ P. Wh, g, and b sdo conhecidos (pardmetros do sistema)

(!' 73 F. 5, @, Poos Moo_s. and kK descrevem o movimento e condi¢ées de voo
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A solucao nao trivial é obtida através do determinante dos coeficientes das variaveis de movimento:

| o \2
u[l—az(;") ]—{—Kh uxg + Cg
X — () Determinante de Flutter!
1Xxg + my, wr? [1 - (%) ] + my

Onde o parametro 0 = W / g fo1 introduzido e o determinante forncece um polinémio
quadratico com A = (wg/w)?> como variavel desconhecida

Para a solucao completa, em uma dada condicao de voo, na fronteira de flutter,
restam quatro variaveis desconhecidas:

wg/w, i =m/(Tpschb?), Msw k= bw/U

A Unica equacao disponivel € o polinomio proveniente da solucao do determinante.

equacao complexa representa 2 equacoes reais, onde as partes reais e imaginarias devem
ser zero para obtencao de uma solucao!

«P Entretanto, os coeficientes aerodinamicos sao grandezas complexas e, portanto, esta
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A partir das ultimas observacoes, concluimos que 4 variaveis desconhecidas devem
ser especificadas para a solucao.

O seguinte procedimento pode ser adotado:

ot

6?737 :
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Especificar altitude (define razao de massa)

Determinar um valor 1nicial para Mach, zero, por exemplo

Lembrando que o determinante de flutter leva a uma eq quadraticaem )
utilize um algoritmo para encontrar o valor de frequéncia reduzida L para o
qual a parte imaginaria de uma das duas raizes para ). seja nula, que é k F-
Faca wy/wp = /A(kg) utilizando a raiz para a qual A(kp) € real;
Determine Up = bwr/kp € Mx, = Ur/cx

Repita os passos 3 — 5 com o valor M,,, obtido no passo 5 até que ocorra a
convergéncia para M, ,, kp, € Up na condi¢do de flutter para uma dada razao
de massa

Repita todo o procediménto para varios valores de razao de massa, para

determinar a fronteira de flutter em func¢éo de altitude por M., kr, and Ug




Alternativamente, seguinte procedimento pode ser adotado:

&
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Especificar uma faixa de valores de frequéncia reduzida para a analise. Por
exemplo, entre 0.001 e 1.0

Para cada frequéncia reduzida (e um valor especificado de Mach) calcular a
aerodinamica

Resolva o determinante de flutter, que fornece uma equacao quadratica com
coeficientes complexos, para os valores de x = (wy/w)? que correspondem a cada
valor da faixa de frequéncia reduzida na analise. Observe que as raizes sao, em
geral, complexas e que a parte real é uma aproximacio de (wy/w)? enquanto
a parte imaginaria é relacionada com o amortecimento do GDL.

Interpole para encontrar o valor de frequéncia reduzida tal que a parte
1maginaria de uma das raizes seja nula, assim, o valor de freq. reduzida no
qual a curva cruza o zero é determinado. Este valor € uma aproximacao de
para kg ,fazendo o valor de A ser real quando k = kg




Solucoes de Engenharia para Flutter (métodos
aproximados)

» As solucoes anteriormente discutidas, p e classica, tém por objetivo determinar as
condicoes de voo que correspondem a condicao de fronteira de flutter.

 Meétodo p é baseado na solucao das equacoes generalizadas que fornecem
autovalores cuja parte real nos informa sobre a evolucao do amortecimento modal.

* Por outro lado, a solucao Classica de Theodorsen é baseada na hipotese de MHS (o
que aconteceria apenas na fronteira de estabilidade). Portanto, se busca através da
solucao do determinante de flutter as condi¢coes que propiciam MHS.

» As solucoes aproximadas tentam propiciar o estudo de margem de estabilidade e a
previsao da evolucao aeroelastica que permita compreender o mecanismo de
instabilidade. Destaca-se que o método p, quando combinado com um modelo
aerodinamico adequado, cumpre tais tarefas.

&
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Método k

« Método k para solucao aproximada do problema de flutter tentar levar em conta o
efeito de amortecimento estrutural no problema.

+ Ele inclui artificialmente, um termo de amortecimento proporcional ao
deslocamento, mas em fase com a velocidade estrutural.

) Dy, = Dy exp(iwt)
m (h + bxeé) + kyh = — L+ Dy,

= —igpmwjhexp(iot)

Ip6 + mbxgh + ke = M + Dy Dy = Dy exp(iwt)

= —igp Ipa)gg exp(iwt)

{,u [1 — (%)2 (1 —i—ig;,)] —i—Zh} g + (uxg +€6)0 =0

_ , -
(pxe + my) g + {,urz [1 — (%) (1 +ig9):| +I729} 0=0
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Inicialmente, assumia-se valores para os coeficientes de amortecimento e buscava-
se a solucao.

Posteriormente, os coeficientes de amortecimento passaram a ser tratados como
variavels desconhecidas.

Combinando com a presenca da razao de flutter, o termo de amortecimento passou a
ser tratado como:

Wa \ 2
7= (—") (1+ig)
0]
E o derterminante de flutter passou a ser:

L (‘1 — 022) + 1xg + g
Xg + my, ur? (1 — Z) + myg

que fornece uma equacao quadratica em Z.

* Procedimento de solucao é similar ao caso de flutter classico anteriormente discutido.
(P « A diferenca é que os resultados consistem em doilis pares de numeros
!73 reais (w1, g1)and (w;, g2) , que devem ser plotados em funcéo da velocidade ou
EESC - USP velocidade reduzida.




Os graficos dos coeficientes de amortecimento em funcao da velocidade passariam, entao, a
fornecer uma medida da margem de estabilidade em condicoes proxima a fronteira de
flutter (método U-g).

O Método também é baseado na hipotese de MHS. Portanto, os coeficientes de
amortecimento (artificiais) devem ser interpretados, para cada frequéncia reduzida
assumida ou analisada na solucao, como o amortecimento exigido para que se tenha MHS.
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Método p-k

A figura anterior mostra que tanto o acoplamento entre modos ¢é incorretamente previsto
pelo método k. Além disso, o método também preve incorretamente qual modo fica instavel.
Por outro lado, o método k tem a vantagem de utilizar uma aerodinamica baseada na
hipotese de MHS, o que é mais precisa que para movimentos transientes.

« Método p-k traz o compromisso entre a precisao do método p e hipétese MHS do k.

- Ele é baseado na analise do método p com a restricao de um modelo aerodinamico
baseado na hipotese de MHS.

2
PIM)+ L5 [M0?] — prl AGR)| = 0

Deve se calcular a matriz aerodinamica para um valor arbitrario de k.

Depois disso, para um conjunto de frequéncias reduzidas k, como por exemplo, ky = bw; /U
para a 1-ésima raiz, calcula-se o determinante para p.

b
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O Resultado tipico apresenta pares complexo conjugados e algumas raizes reais.




Seleciona-se uma das raizes complexas e assume-se como a solucao inicial na forma:

ki = |S(P)| "= fﬁl(qp)

E se calcula novamente a matriz aerodinamica [A(iky)]

Com esta nova matriz, recalcula-se o determininante de flutter para obter novas raizes ps

N
h=|3p)| = ,((—2")

A atualizacao das raizes para cada k resulta em um esquema iterativo convergente para
determinacao das raizes, onde o valor negativo da parte real é uma medida do amortecimento
modal.
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FREQUENCY ~ CPS
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Ky o < L o -Kg o B -I"‘?
« 7?& o g ¢ — S T
My i, "
y Im<M y
Y

U = 30 ft/sec U = 60 ft/sec

w = 0.975 (27) rad/sec = 1.095 (27) rad/sec

k = 0.10N k = 0.0566

«K o o =10 -K, o o -l
qa:Mg.ﬂ_-—;—\—\** D> q:M éﬂxr D>
Y Y

U = 90 ft/sec U = 120 fi/sec

w = 1.265 (27) rad/sec w = 1.47 (27) vad/sec

k = 0.0435 k = 0.0380

-K,o MY -1,0

U = 150 ft/sec

6?9 e e

k = 0.0350
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1 Introduction to structural dynamics and aeroelasticity

D. Hodges and A. Pierce

* Leitura Capitulo 5 até o item 5.6
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