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Note e adote: Nessa lista, usamos v = V/N en = N/V.

Se necessario use nos exercicios (nao precisa demonstrar) as seguinte relagoes termodiné-

micas:
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onde ((s) é a funcdo zeta de Riemann continuada analiticamente para todo s # 1. Essa

C(v — k)a* (3)

equagao isola a singularidade da func¢éo g,(e”) em a = 0; o restante da fun¢ao pode ser
expandido em poténcias de a.

Pelo lema de Sommerfeld,
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@ Mostre que a entropia de um gas ideal em equilibrio térmico é dada pela férmula
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no caso de bésons, e pela formula
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no caso de férmions. Verifique que esses resultados sao consistentes com a férmula geral
S = _kBZ {Zps ) Inp.(n } ) (6)
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onde p.(n) é a probabilidade de haver exatamente n particulas no estado de energia ¢.

@ Calcule, para as trés estatisticas, as expressoes relevantes para a quantidade (n?) —

(n.)? a partir das respectivas probabilidades p.(n). Mostre que, de forma geral,
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Compare com o resultado correspondente para um sistema embutido em um ensemble cano-

nico grande.

@ Mostre que, se o nimero de ocupacao n. de um nivel de energia ¢ for restrito aos

valores 0,1, --- ,[, entdo o nimero médio de ocupagao daquele nivel é dado por
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Verifique que, enquanto [ = 1 leva a (n.)pp., | — oo leva a (n.)pEg..

A criticalidade do gas de bdsons ideal.

(a) Combinando as equagdes seguintes para o comportamento critico do gés de bésons,
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mostre que, a medida que 71" se aproxima de T, por cima, o parametro a = —1Inz do

gas de Bose ideal assume a forma:
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(b) Mostre que, para um gas de Bose ideal:
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Mostre, entao, que:
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Verifique que, a medida que 7" se aproxima de 7T, por cima, tanto 7 quanto C'p divergem

como (T —T,)~".
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@ Propriedades do gés de Bose ideal.
(a) Mostre que a compressibilidade isotérmica k7 e a compressibilidade adiabatica kg de

um gas de Bose ideal sdo dadas por:
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onde n(= N/V') é a densidade de particulas no gis. Note que, conforme z — 0, kr
e kg se aproximam de seus respectivos valores classicos, a saber, 1/P e 1/yP. Como

elas se comportam quando z — 17

(b) Usando relagoes termodindmicas mostre que

ACvg1/2(2) _ 595/2(2)91/2(2)
INkgs2(2) 3 {93/2(;;)}2 |

(16)

Cr _
fy CV_

Extra: calcule v em termos de T, V, N para o gas de bdsons nao condensado. Para tal, use

softwares algébricos, como o Mathematica.

Considere um gas de Bose ideal em um campo gravitacional uniforme com acele-

racao g.

(a) Mostre que o fenomeno de condensagao de Bose-Einstein nesse gas ocorre a uma tem-

peratura 7T, dada por:
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onde L é a altura do recipiente e mgL < kpT?. Para tal, comece calculando a

densidade de estados. Durante o calculo, mantenha sempre em mente que mglL <

kpT? e use isso durante a conta (e ndo somente no final).



(b) Mostre que a condensacao é acompanhada por uma descontinuidade no calor especifico

Cy do gas:
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@ Considere um gas de Bose ideal confinado a uma regiao de area A em duas dimen-

soes.

(a) Expresse o nimero de particulas nos estados excitados, N,, e o nimero de particulas
no estado fundamental, Ny, em termos de z, T' e A, e mostre que o sistema nao exibe

condensacao de Bose-Einstein, a menos que 7" — 0 K.

(b) Refine seu argumento para mostrar que, se a area A e o numero total de particulas
N forem mantidos fixos e exigirmos que tanto N, quanto Ny sejam da ordem de NV,
entao alcangamos condensacao quando:
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onde [ = y/A/N é a distancia média entre particulas no sistema. Com isso, se tanto
A quanto N — oo, mantendo [ fixo, entao a temperatura de condensagao realmente

tende a zero.

Considere um géas de Bose n-dimensional cujo espectro de energia de uma unica

particula é dado por € « p°, onde s é um niimero positivo.

(a) Discuta o inicio da condensacdo de Bose-Einstein nesse sistema, especialmente sua

dependéncia com n e s.

(b) Estude o comportamento termodindmico desse sistema e mostre que:
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@ Calcule a densidade numérica de fétons, a densidade de entropia e a densidade de

energia do fundo césmico de microondas a 2725 K.



Assumindo a relacao de dispersao w = Ak®, onde w é a frequéncia angular e k é

o numero de onda de um modo vibracional existente em um soélido n-dimensional, mostre
que a respectiva contribuicao para o calor especifico do sélido em baixas temperaturas é
proporcional a T™°. Note que, enquanto s = 1 corresponde ao caso de ondas eldsticas
em soélidos, s = 2 se aplica a ondas de spin propagando-se em um sistema ferromagnético.
Note ainda que os elementos selénio e teltrio formam cristais nos quais cadeias atomicas
estao organizadas em paralelo, de modo que eles se comportam aproximadamente como
unidimensionais. Assim, em uma certa faixa de temperaturas, a lei 7" é valida. Por uma
razao semelhante, o grafeno (n = 2, s = 1) obedece a uma lei 7% em uma certa faixa de

temperaturas.

@ O gas de Fermi ideal.

(a) Mostre que
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(b) Mostre, entao, que:
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(c) Em baixas temperaturas, conclua que:
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(d) Mostre que as compressibilidade isotérmica k7 e compressibilidade adiabatica kg sao

dadas por:
1 3
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onde n = N/V é a densidade de particulas no gas.
(e) Em baixas temperaturas, encontre que:
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(f) Utilizando a relac¢do termodindmica:
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mostre que:

Cp — CV o 4 Cvfl/Q(Z) - ﬂj (kJBT

2
Cy  9Nkgfsp() ~ 3 ) (kT < €p). (28)

€

(g) Finalmente, utilizando a relagdo termodindmica v = kp/kg, verifique os resultados

para 7 encontrados em (a)-(c).

@ Obtenha estimativas numéricas da energia de Fermi (em eV) e da temperatura de
Fermi (em K) para os seguintes sistemas: (a) elétrons de conducdao em prata, chumbo e
aluminio; (b) nicleons em um nicleo pesado, como *®Hgg,; e (c) atomos de *He no hélio

liquido-3 (volume atémico: 63 A® por atomo).

@ Utilizando o lema de Sommerfeld, mostre que o potencial quimico de um gés de

Fermi em baixas temperaturas é dado por:
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e a energia média por particula é dada por:
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Determine, assim, a correcao de T° para o resultado usual de T para o calor especifico
de um gés de elétrons. Compare a magnitude do termo de 7%, em um metal tipico como
o cobre, com o calor especifico em baixas temperaturas decorrente dos modos de Debye em

sélidos.

Considere um gas de Fermi ideal, com espectro de energia € o< p*; contido em uma

caixa de “volume” V' em um espacgo de n dimensoes. Mostre que, para este sistema:

(a)
PV = %U (31)



Co_n(nyy) Jwpni(z) (n>2 foss(2) (32)

NkB B S fn/s(z) S f(n/s)—l(z)

()

Cp—Cy _ ( sCy )2 f(n/s)—l(z>
Nkp nNkp fn/s(z)

(d) A equacdo de uma adiabética é PV1*+(s/") = constante.

(e) Cp/Cy tende a 1 + (s/n) quando T" > Tp, enquanto para 7' < Tp, Cp/Cy =~
1+ (7%/3)(kgT/er)?, independentemente dos valores de s e n.

(f) Examine os resultados (b) e (c¢) no limite de altas temperaturas (7' > Tx), bem como
no limite de baixas temperaturas (1" < Ty ), e compare as expressoes resultantes com aquelas
de um gés nao relativistico e um gas relativistico extremo em trés dimensodes. Extra, nao
precisa entregar: usando softwares algébricos (como o Mathematica) repita a anélise para

temperaturas arbitrarias.

@ Considere o paramagnetismo de Pauli de um gas ideal de férmions com momento

magnético intrinseco p* e spin JA(J =1,3,...).

Encontre expressoes para:
(a) A energia de Fermi do gés, levando em conta o fator de degenerescéncia.

(b) A magnetizagao e susceptibilidade do sistema em baixas temperaturas. Para determi-
nar os regimes de alta e baixa temperaturas, vocé deve primeiro identificar a escala de

temperatura caracteristica do problema.

(c) A magnetizagao e susceptibilidade do sistema em altas temperaturas (vocé deve recu-
perar a fungao de Brillouin B, (z), veja aqui). Grafique M/(NgugJ) como fungao de
x=JgupB/(kgT).

Note e adote: A energia potencial de um dipolo magnético na presenca de um campo
magnético de médulo B na diregao z é dada por —(gupm)B, onde m = —J,...,+J. A
energia total € do dipolo para uma determinada configuragao é entao dada por € = % —

gupmB, sendo M a massa da particula.

O gas de elétrons relativistico.


https://en.wikipedia.org/wiki/Brillouin_and_Langevin_functions

(a)

Mostre que a energia do estado fundamental Ey é:
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Grafique Ey(z)/V como fungao de x mantendo os demais parametros constantes.

Verifique que o resultado acima para Fy e a equacao
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Grafique Py(z)/V como fungao de z.

Mostre que o calor especifico em baixas temperaturas é dado por:
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Verifique que esta formula fornece resultados corretos tanto para o caso nao relati-
vistico quanto para o caso relativistico extremo. Extra, nao precisa entregar: usando
softwares algébricos (como o Mathematica) calcule ]\%; para temperaturas arbitrarias.

Grafique o resultado.



