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Variação da tensão de fratura para a 
alumina em função do tamanho 

crítico de trinca na superfície
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𝐾𝐼𝐶 = 3𝑀𝑃𝑎.𝑚 Τ1 2

𝑌𝑠𝑢𝑝 = 1,12
𝑌𝑣𝑜𝑙 = 1

𝝈𝒇

𝝈𝒇

𝒄 𝟐𝒄 Superfície 

Volume →

𝟐𝟓𝟎 − 𝟕𝟓𝟎𝑴𝑷𝒂

𝟒 − 𝟏𝟑 𝛍𝐦



Variação da tensão de fratura para o 
vidro em função do tamanho crítico 

de trinca na superfície

𝜎𝑓 𝑐 =
1

𝑌

𝐾
𝐼𝐶

𝜋𝑐

𝐾𝐼𝐶 = 0,5 𝑀𝑃𝑎.𝑚 Τ1 2

𝑌𝑠𝑢𝑝 = 1,12
𝑌𝑣𝑜𝑙 = 1

𝝈𝒇

𝝈𝒇

𝒄 𝟐𝒄 Superfície 

Volume →
𝟐𝟖

𝒂 𝟓𝟔𝑴𝑷𝒂

𝟐𝟎 − 𝟖𝟎 𝛍𝐦



Variação dos resultados de resistência mecânica de 
materiais cerâmicos

• Quando ensaiamos um 
série de corpos de prova 
cerâmicos, observamos 
grande variação dos 
resultados.

• Mesmo se os CPs forem 
provenientes de um mesmo 
lote de fabricação.

• Isso é devido à
– distribuição de defeitos

geradores de trincas nos CPs
– grande sensibilidade das 

cerâmicas a pequenas 
variações nas dimensões e 
orientações desses defeitos 
(consequência do baixo KIc)



Estatística da fratura

• A estatística da fratura é baseada no critério do elo mais 
fraco.

• Se aplica muito bem a materiais cerâmicos frágeis, ou seja, 
que falham pela propagação instável de trinca a partir do 
maior defeito (o elo mais fraco neste caso)

• Existem várias funções (equações) de distribuição 
estatística são baseadas no critério do elo mais fraco: 
– Distribuição de Weibull
– Distribuições de densidade de falha
– Distribuições do valor extremo

• A distribuição de Weibull é a mais popular, pela 
simplicidade matemática e maior concordância com os 
dados experimentais.



Distribuição de Weibull
• A probabilidade de ruptura de uma corrente com 𝑵 elos semelhantes é 

controlada pela probabilidade de ruptura ou falha do elo mais fraco, 
𝑷𝒇. 

• Sendo 𝑷𝒔 a probabilidade de sobrevivência de um elo, a probabilidade 
de sobrevivência de uma corrente de 𝑵 elos, 𝑷𝒔𝑵, pode ser escrita 
como a multiplicação das probabilidades dos 𝑁 elos individuais: 

𝑃𝑠𝑁 = 𝑃𝑠
𝑁 = 1 − 𝑃𝑓

𝑁

𝑃𝑠𝑁 = 1 − 𝑃𝑓𝑁 = 1 − 𝑃𝑓
𝑁

𝑃𝑓𝑁 = 1 − 1 − 𝑃𝑓
𝑁

• Essa última expressão pode ser escrita de forma aproximada como:

𝑃𝑓𝑁 = 1 − 𝑒𝑥𝑝 −𝑁𝑓 

considerando 𝑓  uma função do parâmetro , positiva, crescente, que 
vai para zero quando  = 𝑚𝑖𝑛. A função mais simples que satisfaz essas 
condições (segundo Weibull) é :

𝑓  =
− 𝑚𝑖𝑛

0

𝑚



Distribuição de Weibull
• A aplicação para materiais é feita aproximando-se o comportamento do 

material ao de uma corrente, cujo número de elos é dado pelo volume 
(ou superfície) em questão: 

𝑃𝐹 = 1 − 𝑒𝑥𝑝 −ශ
− 𝑚𝑖𝑛

0

𝑚

ⅆ𝑉

onde 
𝑉 é o volume
 é a tensão sobre um elemento de volume ⅆ𝑣
𝑚𝑖𝑛 é a tensão mínima para a qual existe uma expectativa de falha
0 é um parâmetro de normalização de tensão, e 
m é o chamado de módulo de Weibull

• Observe que 𝑁𝑓  é substituído por uma integral de volume, pois o
material não é mais um conjunto discreto de componentes, mas é
um meio contínuo.

• 𝒎𝒊𝒏 é frequentemente igualado a zero, sem muito erro, o que
significa assumir que sempre há uma probabilidade de falha por
menor que seja a tensão. Isso dá uma análise pessimista ao sistema, o
que é mais seguro.



Distribuição de Weibull
• Reescrevendo a expressão para a probabilidade acumulada de falha 

com 𝑚𝑖𝑛 = 0:

𝑃𝐹 = 1 − 𝑒𝑥𝑝 −ශ


0

𝑚

ⅆ𝑉

• Que também pode ser expressa da  seguinte forma, introduzindo o 
termo 𝑃𝑆, a probabilidade de sobrevivência:

𝑃𝑆 = 1 − 𝑃𝐹 = 𝑒𝑥𝑝 −ශ


0

𝑚

ⅆ𝑉

• Para ensaios de tração pura e uniforme (todo volume do corpo de 
prova fica sob tração constante), considerando volume unitário:

1 − 𝑃𝐹 = 𝑒𝑥𝑝 −


0

𝑚



Distribuição de Weibull

𝑃𝐹 = 1 − 𝑒𝑥𝑝 −


0

𝑚

• Rearranjando e aplicando logaritmo nos dois 
lados da expressão acima:

ln
1

1 − 𝑃𝐹
=



0

𝑚

• E aplicando logaritmo de novo:

ln ln
1

1 − 𝑃𝐹
= 𝑚 ln



0
= ln

1

0
𝑚

+𝑚 ln



Distribuição de Weibull
• Para determinação de 0, consideramos:

ln ln
1

1 − 𝑃𝐹
= 0

ln
1

1 − 𝑃𝐹
= 1

1

1 − 𝑃𝐹
= 𝑒1

𝑃𝐹 = 1 −
1

𝑒
= 0,63 ou 63%

• Nesse caso, 

𝑚 ln = − ln
1

0
𝑚

ln𝑚 = ln 0
𝑚

 = 0

Assim, 0 = tensão 
característica é a 
tensão para a qual a 
probabilidade de 
falha é 0,63 ou 63%; 
ou a probabilidade de 
sobrevivência é 0,37 
ou 37% (1/e).



Projeto determinístico vs. abordagem estatística
Função de distribuição de Weibull –

a resistência do elo mais fraco.
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• m = módulo de Weibull

• 0 = resistência 
característica, para a 
qual a probabilidade de 
sobrevivência é 0,37 
(1/e)

• min = nível de tensão 
abaixo do qual a 
probabilidade de fratura 
é zero



Projeto determinístico vs. abordagem estatística

Forma acumulada da distribuição de Weibull

Efeito do módulo de Weibull (m) 
na probabilidade de sobrevivência.

Aços tem m da ordem de 100!





Gráfico de Weibull

• Equação de uma reta 𝒚 = 𝒃𝒙 + 𝒄𝒕𝒆.
• Quanto maior a inclinação, maior o 

módulo de Weibull m e menor é a 
variabilidade dos resultados.

• Cerâmicas têm valores de m entre 5 e 
20 (aços m = 100).

• É preciso um grande número de 
corpos de prova para determinação de 
m:
• 30 cps resultam m com 20% de 

erro
• ~100 cps são necessários para m 

com +90% confiança



Procedimento para estatística de Weibull

1. Organizar os dados em ordem crescente de 
resistência mecânica

2. Determine PS para cada resultado:

𝑃𝑆 = 1 −
𝑗

𝑁+1
, onde j é a posição do resultado

ou      𝑃𝑆 = 1 −
𝑗−0,3

𝑁+0,4
, que é mais preciso

3. Calcule ln e −ln ln
1

𝑃𝑆

4. Faça um gráfico de −ln ln
1

𝑃𝑆
versus ln

5. Por regressão linear, obtenha a equação da reta. O 
coeficiente angular é o módulo de Weibull, 𝑚.



Gráfico de Weibull

ln 0



Efeito do volume

𝑃𝑆 = 𝑒𝑥𝑝 −
𝑉

𝑉0



0

𝑚

onde 𝑉 = 𝑛𝑉0



Efeito do volume

• Para outros tipos de ensaio mecânico que não 
o de tração pura, consideramos um volume 
efetivo 𝑉𝑒𝑓 = 𝐿𝐹𝑉, onde 𝐿𝐹 é um fator de 

carregamento que depende do ensaio:



Efeito de duas populações de defeitos



Probabilidade de falha para alguns 
níveis de responsabilidade



Proof testing: 100% dos componentes 
ensaiados em uma tensão máxima PT



Efeito do tempo


