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Sistema com multiplos graus de
liberdade (MDOF)
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Como obtemos a eq do movimento de um sistema utilizando mecanica
Lagrangeana?

Pensando e um particula unidimensional sujeito a uma

L(x)= J.xz f(x,x,0)dt forca externa:
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d(oT &V _0
dt| do. 0”9 "

d dT =14

——=mJX —=(k, +k,)x, —k,x

dt Bx axl ( 1 2) 1 749

d oT 3 A

dt ox, — % g =—k,X, +(k2 +k, )xz - k.x,

d dT oV

= m,X —=-k.x,+(k,+k,)x

dt ox, # 5 ox, 372 (3 4)3
Resultando em (na 1
forma matricial): | onde fxl )
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e as matrizes SIMETRICAS:

m ) k+k, —k, 0
|m]= m, [k|=| -k,  k+k K
| m, 0 —Ky KTk,
(matriz de massa) (matriz de rigidez)
Note que: 1

, , l.e. trizes d
T = _{q}T [m]{q} 1.e. as matrizes de

" massa e rigidez sao
derivadas de formas

] T “quadraticas”: elas sao
& y=Lig) [klfg)  auadriticas” o

o) positiva semi-definidas
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Analise modal: o problema de autovalor
dinamico (vibracao livre nao-amortecida)

{0} =0 nas equagdes (*):

Zml,q]+z 4, =0 1=12,..n

Examine as solucoes de forma:

q,)=u,f(t) j=12,...n

(o movimento de todos os graus de liberdade —
«?73 coordenadas generalizadas — é descrito pela mesma
eesc.usp funcao do tempo: movimento sincronizado).
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O problema do autovalor

Entao,
Zm u. +ka,juJ =0 =12 .0
resultandoem (constante)
. Zki]u}. l
—j;: B =1 i=12,...n
i Emzjiuj
1° quociente: j=1

w|f+Af=0 :>f(t):Ae‘/‘_M+A eV =
=Ae” + A,e™™ =C cos(wt — @)

)




Entao, o movimento sincronizado sera harmonico em uma
certa frequéncia. Para determinar essa frequeéncia, use o 2°

quoclente:

na forma matricial:

([k ] = 0)2 [I”IT]){M} =0 (problema de autovalor)

para solucoes nao-triviais ({u} =0):

[k] — o’ [ ] =0 um pOlizrlémio de ordem
6?9 | m |

nemw
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Como esperado, havera n movimentos sincronizados
possivels em n frequéncias harmonicas (as raizes positivas
do polinomio), onde n é o niumero de coordenadas (graus de
liberdade) generalizadas (ou independentes) do sistema:

p/

frequéncias “naturais’
0sS0,s..0 <..0, do sistema ou

t autovalores
frequéncia natural fundamental

Associado com cada autovalor, ha um autovetor ou
“forma do modo” descrevendo o movimento sincronizado

correspondente:

6?73 ([k]—a)f [m]){u}r =0= {u}r r=12,...n
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* (Conclusoes importantes:

o Para obter os autovalores ou frequéncias "naturais" do sistema, a
condicao

fo1l aplicada

o Matematicamente, essa condicao implica para sistemas lineares
que o posto do sistema seja menor que a dimensao da matriz e
que haja mais incognitas (elementos do autovetor que descrevam
o movimento sincrono ou “forma do modo”) do que o nimero de
equacoes INDEPENDENTES.

o Portanto, as formas do modo NAO SAO UNICAS - eles descrevem
o MOVIMENTO RELATIVO associado a uma determinada
frequéncia natural ou, em outras palavras, a AMPLITUDE de um
autovetor ¢ INDETERMINADA

,
«?73 Example: The eigenvector {1, 2, 3}T is the same as {2> 4, 6}
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Ortogonalidade dos autovetores

Para quaisquer dois autovalores escreva:
(k —w’ :m:){u}r =0= |k|[{u} =] [m|{u}
(k —’ m){u}s =0= :k:{u}s =’ :m:{u}s

Pré-multiplique a primeira por {u}§ e a segunda por {u};
{u}ir k{u} = o, {u}j m|{u}
{u}, [ku}, = o} {u}, [m]){u},

Subtrala a primeira pela transposta da segunda:
&

— (0> —> Mu [m]{u cOmMo [m| =[m]
6?9 0= (0 —@; J{u}, [m]{u},

7 -
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e Se os dois autovalores forem distintos

{u}f m{u} =0 (o, #o,)

o os dois autovetores correspondentes sao ortogonais em
relacao a matriz de massa

e Se o0s dois autovalores forem 1guais

{u}i imju} >0 (0, =w,)

o o0 autovetor correspondente é normalizado por uma constante
arbitraria, por exemplo:

1 (unit mass)
(... and 1t becomes an

T
6?73 {” },' [m]{u },- =i (totdl mass) UNIQUE vector)

EESC + USP m, (“generalized” mass)




* Interpretacao Fisica:
o Observe que:

a)s |m | {u }s

o ¢é a forca inercial associada ao movimento sincrono
descrito pelo autovetor s. O produto:

o {u }’T |m |{u }S

o corresponde ao produto escalar (ou "ponto") entre a forca
1nercial associada ao autovetor s e ao autovetor r.

o O resultado {Z(}f [l?l]{ll}s =)

indica que os dois vetores sao "ortogonais" ou, fisicamente,
«?9 que a for¢a 1nercial associada ao autovetor s nao afeta o
eesc.ys Movimento associado ao autovetor r.




As expressoes anteriores
{u}: k{u} =, {u}j m|{u}
{u}, [k {u}, =@ {u}, [m]fu},

podem ser usadas para demonstrar propriedades similares
envolvendo a rigidez:

(R}, =, Il
—{u, )}, = o), [},

Subtrala a primeira pela transposta da segunda para obter:
Delta de Dirac

| | 7 e

7
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* Interpretacao fisica

O Itad
Y k) =0 (0, 2 0,)

indica que os dois autovetores também sao
"ortogonais" ou, fisicamente, DESACOPLADOS em

relacao as componentes de forca elastica
o Portanto, os movimentos sincronos associados a
autovetores ou formas dos modos associados a

autovalores distintos ou frequéencias naturais sao
ELASTICAMENTE E INERCIALMENTE

INDEPENDENTES ou "ORTOGONAIS" entre si:
«F g} =C {u} cos(wt+¢,) r=12,..n
-

eesc.usp  (SE as condicoes iniciais forem tais que um unico modo é excitado)




 Para condicoes 1niciais gerals, o movimento sera
uma superposicao (combinacao linear) dos
movimentos independentes associados a cada forma
do modo ou autovetor

{q(1)} = Zn:C Auj cos(w,t+¢,)

* As 2n constantes, C, e ¢.. sao obtidas a partir das
condicoes 1niciais (deslocamento inicial e velocidade
inicial - estados) de cada coordenada generalizada:

fq(0)}, {g(0)} r=1,2,...n

« A participacao relativa (“importancia’) de um modo
( particular no movimento resultante é dada por C
(e r
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O movimento “natural”

O resultado geral:

{ur }: \m{u} =6(r,s)m,
{u}: |k [{u} =6(r, )k, r,s=12,...n

pode ser expressado para todos os modos:

(][] e

(] [k ][

u

U

= diag(m,)
= diag(k)

onde diag(m,.) e diag(k,) representam as matrizes
diagonails de massas e rigidez generalizadas,

respectivamente, e




Ka u, T, ]

=, u U

[w]={{u} {u}, - {u} |=| 7 7 2
I e U 'Zzun u, |

é chamada de matriz modal (autovetores dos
autovalores correspondentes sao alinhados em suas

colunas). No exemplo MDOF, a forma matricial geral
de um sistema sem amortecimento fo1 identificada:

(e g =10]] (s
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Assuma a transformacao linear de coordenadas
(mapeamento):

laqOr=n0){u} +n,0O{u}, +...4+n,0O){u}
{6]}= [”]{77} (%)

Substitua (**) em (¥) e pré-multiplique a expressao pela
transposta da matriz modal:

[u ]T [m][u]{ﬁ}+ [u ]T 3 [u]{n} = [u ]T {Q}

=diag(m, ) —diag(k,) SN} (FFF)

« (massa generalizada) (rigidez generalizada)

(O sistema ¢ desacoplado, pois as matrizes sao diagonais!)
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(e

EESC - USP

O Movimento “Natural” (Conclusao)

As novas coordenadas sao chamadas de coordenadas
"naturais" ou modais. Quando expresso em termos de
coordenadas generalizadas, QUALQUER sistema
dinamico é DESACOPLADO

Resposta a pergunta anterior: O acoplamento dinamico
NAO é uma propriedade fundamental de um sistema
linear; € uma funcao apenas das coordenadas
generalizadas!

Somente a transformacao linear definida pela matriz
modal é capaz de desacoplar simultaneamente as
matrizes de massa e rigidez
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Coordenadas “Naturais” Normalizadas

A equacao (***) pode ser escrita como:

17} +diag™ (m, )diag(k,){n}=diag™ (m ){N}

* O segundo termo do lado esquerdo é simplificado:

(matriz diagonal com o quadrado das frequéncias naturais)

diag™' (m )diag(k,) = diag (k—’): diag (a)f )
) m
 Kntao:

%

(forma mais simples

{i}+diag (@] ){n} = diag™ (m){N}| 5 00me o
sistema com MDOF)




* O resultado anterior é equivalente a normalizar
os autovetores pelo inverso da raiz quadrada da
massa generalizada:

! @] [m][7]=diag(1)=[/]
%

— / i e g AT
{”},-_ M{I },,, 7] _k]hﬁ]:diag(a),.)
7] = diag /* (m, )[u]

&
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Exemplo MDOF (continua)

(simplifique —F (1) —15 (1)
para 2 DOF) my NN my NN
, §_'xl(t) z E»xz(t) k;
oo o r-1 Oq i 2 '_'],ﬂ
m =m,=m Ty - K=k
k =k =k =k @ 1 -1 2|

Problema de autovalor: ([k |-’ [m]){u }=0

«?9 s :(2—@2)2—1:0=>512: D=0 %

—2 —2 _
EESL - USP -1 2-w W, =3




W, =Jk/m

Entao, as duas frequéncias naturais sao

W, = +/3k/m
Os dois autovetores sao encontradas substituindo os dois
autovalores no problema de autovalor e notando que as
duas equacoes sao redundantes. Usando a primeira para
resolver para o autovetor:

o =1=2-Du~" —u)" =0=|u" =u]

@, =3=2-3)u " —u" =0=|u~ =—u]

«P resultando nos pares:
P
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0
W, = Jk/m & {u} =+ | ] _
kel 1 1
o =]
W, = 3k/m & {11}2 —, 1 . e 3
) ) mz <1.7.1>+k2 <771>:<F1‘|'Fz>
i B 2 s 24 1, | i 6d | _FI_FL
lu] [m]|ae]=m ,
:2 1 . 771 k(1] rnlﬂ 1 F1 +F2ﬂ
r k _ I B B > 4 — % P .
[k ][u]=k n,| m 31| 2m | FB=E;

|| 6 . ml sl
«! diag(a),.z)
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O mesmo resultado seria obtido usando diretamente as
coordenadas naturais normalizadas:

m._, =m

r=

, =2m

T
N =L (= diag (o)

(1 m| 34
{17}2= ! 3

1 1] <"l >+ — S L

[,7]: T,| m 31 (n,| 2m _FI—FL
J2m|l -1

— —

!
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Analise Modal (conclusao)

 Procedimento geral para solucao de vibracao forcada
de um sistema com MDOF (o melhor para n grande!)

1) Dadas as condicoes 1niciais e as funcoes de forca

19O} {4} {00} (@] =[a] [m]
2) Mapeile nas coordenas naturais
O} =T {9} {iO}=[a] {40} {NoO}=[u] {o0}
3) Solucione o problema em coordenadas naturais

(conjunto de EDOs de 2% ordem desacopladas) — use a
transformada de Laplace, por exemplo

{7} + diag (a)f ){n} = diag™ (m,){N(1)}
4) Retorne a solucao para as coordenadas originais

EESL'-I.; {Q(f)} = [’7]{77(’)}




Teste Modal

- Na pratica, as propriedades de massa e rigidez do sistema nao sao
completamente conhecidas, especialmente em sistemas de varios
ograus de liberdade muito complicados ou sistemas continuos.

- Testes modais (trabalho experimental) tornam-se necessarios para
determinar e / ou validar as previsoes tedricas sobre a natureza e
extensao dos niveis de vibracao e / ou estabilidade de sistemas
dinamicos.

- Em geral, o comportamento do sistema dinamico pode ser
completamente conhecido depois que as “ressonancias” ou
frequéncias naturais, as formas dos modos correspondentes e as
massas generalizadas sao obtidas nos testes de vibracao no solo

(GVT).
(e
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