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3.1 Oscilador harmonico

Sem dissipacao de energia Diagrama de corpo livre
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Transformada de Laplace (e a inversa)

X (s) = p{x()} = jo“’ e~ x(1)dt
s tem dimensoes de frequéncia — variavel de Laplace

[s Ix[7]=1
x(t) =0 {1 X(s)]

Propriedades importantes:
1) Deslocamento @{e“x(t)}=X(s—a)

2) Derivada o{x()} = sX (s)—x(0)
P1(t)} = > X (5)— sx(0) — %(0)




3) Linearidade o{ax, (¢)+bx,(¢)}=aX,(s)+bX,(s)
" {aX (s)+bX,(s)}=ax (1) + bx, (1)

Exemplos de transformadas

(0 X(s)
| 1/s
! /s
e 1/(s—a)
sin(ar) a/(s*+a’)

6?9 cos(at) s/(sz ] a2)
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e Solucdo de (3.1): X+w'x=f
s* X (8)—sx(0)—x(0)+ @’ X (s) = F(s)
(57 + @] ) X (5) = sx(0)+(0) + ()
sx(O) x(0) + F(s)

X(s)=
(5)= s +a),,2, sPtw sC+o
s T - F(s) |
x(1) =x(0)0 ' s ——= 1+ X(0)0 I ——t+ 0 ' 1 ( )2 '
ST+ | ST+ ST+

* A solucao para F(s) = 0 (equacao homogénea) é:

x(1)=x(0)cos(w )+ a() )sm(a) t) (32)

n

fe
(?9 x(0),x(0) sdo o deslocamento e velocidade iniciais, respectivamente
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* Definicoes:

T_Zn
1) Periodo (s): ~
n k
2) Frequéncia angular (rad/s): @, = .
Al 1l
3) Frequéncia natural (Hz): f,===—1"
I 2r
4) Amplitude do movimento (m): A
. De (3.2): 6 =tan™ A _ o X(0)
A, =x(0)= Acos¢ A 4, ®,x(0)
x(0) , ¢ |4 > > x°(0)
«FAzz_:Asimp A, A:\/A1 + A, :\/x (O)t—%
& @, O
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Entao, (3.2) pode ser reescrita como:

x(1)= A,;cos(m 1)+ A, sin(w 1)
x(1)= A[cosd cos(w 1)+ sinpsin(w, 1)}
x(1)=Acos(w, t—¢) (33)

Onde ¢ é 1dentificado como a fase do oscilador
harmonico. O primelro maximo ocorre quando

cos(w Aty —¢)=1= w At, =@

¢
o N, =
"

n

(o valor na figura da pagina 6)




O movimento pode ser descrito por um fasor A girando a
uma velocidade angular constante (a frequéncia angular)
X0 [

x(0) [02

x(7)

7
/
S |

>

Acos(w 1 — @)

|||||||||
000000000000

A=|Al
«?9 o =arg(A) @r=0

EESC - USP




Outra solucao para (3.1): x(1)=x,(1)+x,(1)

A solucao homogénea é obtida fazendo f(t) = 0, assumindo

a solucao exponencial e substituindo na equacao
diferencial:

. S A eia)nt xh (t) - est
sin(w 1) [, ;

~ste’ +wie” =0

b A5 w0 =0=35, =1,
Ll =" +ae ™
~x,(1)=c¢ [cosw t+isinw,t|+c, [cosw t—isinw, ]

sox, (1) =(c, tc,)cosm t+i(c,—c,)sinw, !

4 A,
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A solugdo particular é associada a fungéo de carregamento.
E qualquer solucao que satisfaca a equacao diferencial
completa:

Assuma excitacao harmonica: f(¢)= f,coswt

Tente X,(f) =ccos@ e substitua na E.D.:

—w’ccoswt + W ccoswt = f, cos Wt

(e i
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A solucao completa é:

()
: COS i ,
x(t)=A,cosw t+ A, sinw 1+ foz - Dominio do
W, -0 tempo
De antes:
X(s)= 3x(0) x(O) F(S) Dominio da

2 .
s +a) s +a) 3 + W, frequéncia

Para condicoes iniciais nulas cada féormula resulta:

M _ | X(@s) 1
6?9 ) o -0 F(s) s+
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As duas sao chamadas de resposta em frequéncia complexa
e funcao de transferéncia do sistema, respectivamente, que
relacionam a saida e entrada do sistema (no dominio do
tempo e da frequéncia, respectivamente):

A0 . H(o/o,) > x(0)
Fs) H (s) X(s)

7 _ x(1) ]
o= o T (fo)

N X(s) _ 1
«?Pj f(s)= F(s) s+’
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arg(H)
(deg)

200

150 -

10




3.2 Vibracao amortecida

N ﬂc B
\—/\/\/\/— m >
Nk

> X

mi+cx+hkx=F

c k F é A ]
P+—E+—x=— —=2lw, |ZE=-
m - m m m kg s

$+2lw x+w.x=f (34)

«?73 { é o fator de amortecimento (parametro adimensional)
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A solucao prossegue como anteriormente:
x,(t)=e"
sste” + 20w se” +wie” =0
2w, + 407 (5 -1)
2

=5, =—C0,tin\1-§* =-{o, tio,

'+ 20w, + 0 =0= s, =

~Cw,+iw, )t ~Cw,—iwy )t Lo, | —i 1
x, (1) = ¢, Tt | o Ut ) = g Cw’(cle’“"’t +c,e ’“’"’)

~x, (1) = Ae”*" cos(w,t —¢) (3.5)

«P Note que a “frequéencia angular amortecida”, wg,
2~ substitui a frequéncia angular neste caso
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Com o passar do tempo, a solucao homogénea aproxima-se de zero.
Entao, ela é também chamada de solucao transiente, associada com

as condicoes 1niciais aplicadas ao sistema.

A solucéo particular é, para excitacdo harmonica, f(t) = fye'®*

Tente X ,(7)= ce'”:
—w’ce +2ilww ce'™ +w>ce™ = f.e'”

.

o -’ +2iloo,

nx, (=R /) (3.6)

o, -0’ +2ifoo, |

(![;3 A solucao particular também é chamada de solucao em regime
EESC-UsF permanente, pols € a Unica que permanece conforme t —» o




Entao, a resposta em frequéncia complexa e a funcao de
transferéncia associadas com o sistema amortecido sao,
respectivamente:

]
- (0/o,) +2i (0/,)

1
2 2
s+, +2(sw,

Ho/w,)=

H(s)=

Note que, se o fator de amortecimento tende a zero, a
solucao para o oscilador harmonico é obtida. Além
disso, na ressonancia do caso amortecido, a resposta

«?PD nao tende a infinito.
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