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Entregar somente os itens ou exercicios com asterisco (*). Neste curso, nos referimos a
funcao de particao canonica de N particulas como @)n. Na lista, estamos nos referindo a
2, conforme notagao da maioria dos livros modernos, em contraste com o Huang (e com as
aulas), que usa I para a mesma quantidade. Além disso, nessa lista é usada a notac¢ao (X™)..
para o m—ésimo cumulante da varidvel X em contraste com (X™), que é simplesmente a

média de X™.

@ Considere N osciladores harmonicos classicos distinguiveis com coordenadas e mo-

mentos {q;, p;}, sujeitos a um Hamiltoniano:

Mlanh) = 3 | 25+ 70 0

(a) Calcule a entropia S, como uma fungao da energia total E.

(b) Calcule a energia F e a capacidade calorifica C' (a volume constante), como fungoes

da temperatura 7' e .

(c¢) Encontre a densidade de probabilidade conjunta P(p,q) para um unico oscilador. As-

sim, calcule a energia cinética média e a energia potencial média para cada oscilador.

@ A energia cinética rotacional de um rotor com trés graus de liberdade pode ser escrita
como: , ) )
L L L

3 n ¢

€rot = =7 T+ =5 + 7, 2

oL 2L 20, (2)

onde (&, 7, () sdo coordenadas em um referencial rotativo cujos eixos coincidem com os eixos

principais do rotor, enquanto (L, Ly, L¢) sdo os momentos angulares correspondentes.
(a) Encontre a funcao de partigdo Qot(7) na aproximagao classica.

(b) Calcule o calor especifico rotacional e compare com o resultado esperado pelo teorema

de equiparticao de energia.



@ Um gas classico ideal composto por N particulas, cada uma de massa m, esta contido
em um cilindro vertical de altura L colocado em um campo gravitacional uniforme (de
aceleragao ¢g) e estd em equilibrio térmico; em ultima andlise, tanto N quanto L — oc.
Calcule a funcao de particao do gas e derive expressoes para suas principais propriedades
termodinamicas. Explique por que o calor especifico deste sistema é maior do que o de um

sistema correspondente em espagco livre.

@ Considere moléculas em forma de bastdo com momento de inércia I e um momento
de dipolo p. A contribuicao dos graus de liberdade rotacionais para o Hamiltoniano é dada

por:

Heot. = 1 vp+ o — ukE cosf (3)
2\ sin®6 ’

onde E é um campo elétrico externo. (¢ € [0,27], 6 € [0, 7] sdo os angulos azimutal e polar,

€ Py, Pp S40 seus momentos conjugados e tém, portanto, dimensdo de momento angular)

(a) Calcule a contribuigao dos graus de liberdade rotacionais de cada dipolo para a fungao

de particao cléssica.
(b) Obtenha a polarizagdo média P = (ucosf) de cada dipolo.

(c) Encontre a polarizabilidade em campo zero:

oP
XT = Byl . (4)

(d) Calcule a energia rotacional por particula (em E finito) e comente sobre seus limites

de alta e baixa temperatura.

(e) Esboce o gréfico do calor especifico rotacional por dipolo.

@ N particulas relativisticas indistinguiveis movem-se em uma dimensao sujeitas a

um Hamiltoniano:
N

H({pi,a:}) = lelpsl + U(a)] (5)

=1

com U(g;) = 0 para 0 < ¢; < L e U(g;) = oo caso contrario. Considere um ensemble

microcandnico de energia total E.



(a) Calcule o volume disponivel no espago de fases Q(E, L, N). (Dica: O volume da

hiperpiramide definido por ¢ ; z; < R e z; > 0, em d dimensdes, é R%/d!.)
(b) Calcule a entropia S(F, L, N).
(c) Calcule a pressao unidimensional P.
(d) Obtenha as capacidades térmicas a comprimento e pressao constante, C e Cp.
(e) Qual é a probabilidade P(p;) de encontrar uma particula com momento p;?

(f) Obtenha os resultados anteriores usando o tratamento no ensemble canoénico, assu-
mindo o sistema a uma temperatura 7. Use a funcao de particdo para determinar a

densidade de estados e ) através de sua transformada de Laplace inversa.

@ Considere um gas de N esferas rigidas em uma caixa. Uma Unica esfera exclui um
volume w ao seu redor, enquanto seu centro de massa pode explorar um volume V' (se a
caixa estiver vazia). Nao ha outras interagoes entre as esferas, exceto pelas restrigoes de

exclusao rigida.

(a) Calcule a entropia S, como uma fungao da energia total E. (Dica: (V —aw)(V — (N —

a)w) = (V — Nw/2)%)
(b) Calcule a equacao de estado desse gés.
(c) Mostre que a compressibilidade isotérmica,

1 [foV
=y (or), o

¢ sempre positiva.

Considere um gas de N atomos nao interagentes em uma caixa d-dimensional de
“volume” V', com energia cinética:

N
H=> Alpl, (7)
=1

onde p; é o momento da ¢-ésima particula.



(a)

(d)

Calcule a fungao de partigao classica Qn(7T') a uma temperatura 7. Vocé nao precisa

determinar as constantes numéricas vindas das integragoes.

Calcule a pressao e a energia interna deste gas. Como o teorema da equiparticdo é

modificado para graus de liberdade nao quadraticos?

Agora considere um gés diatémico de N moléculas, cada uma com energia

s t

SO,

o= A (] +[52)) + K [ —

, (8)

)+ K

onde os expoentes referem-se as duas particulas na molécula. Observe que este po-

tencial irreal permite que os dois atomos ocupem o mesmo ponto. Calcule o valor

<

esperado

t
cj;(l) . q—Z(Q)‘ >’ (9)
a uma temperatura 7'.

Calcule a razao de capacidade térmica v = Cp/Cy, para o gas diatémico acima.

Uma solucao diluida de surfactantes pode ser considerada como um gas ideal tridi-

mensional. Como as moléculas de surfactante podem reduzir sua energia ao entrarem em

contato com o ar, uma fragdo delas migra para a superficie, onde podem ser tratadas como

um gas ideal bidimensional. Surfactantes também sao adsorvidos por outros meios porosos,

como polimeros e géis, com afinidade por eles.

(a)

Considere um gas ideal de particulas classicas de massa m em d dimensoes, movendo-se
em um potencial atrativo uniforme de intensidade 4. Mostre que o potencial quimico

a uma temperatura 1" e densidade de particulas n, é dado por

h

N v (10)

pa =~ + kT [ng(Ar)?], onde Ar =

Se um surfactante reduz sua energia em £y ao mover-se da solugao para a superficie,
calcule a concentracao de surfactantes flutuantes como uma funcéo da concentragao

da solugao n(= n3), a uma temperatura 7.

Observagao sobre uso pratico: Géis sao formados pela ligagao cruzada de polimeros

lineares. Sugere-se que o gel poroso deva ser considerado como fractal e os surfactantes
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adsorvidos em sua superficie tratados como um gés em um espaco de ds-dimensoes,
com dy nao inteiro. Essa afirmacao pode ser testada comparando a adsorgao relativa de
surfactantes em um gel e nos polimeros individuais (presumivelmente unidimensionais)
antes da ligagdo cruzada, como uma funcao da temperatura. Em termos algébricos, é
possivel refazer os itens anteriores considerando a superficie dy dimensional e mudando

a dependéncia da energia com a dimensao, isto ¢, usando

(Ngel) = A~ exp [B(es — Egel)] - (11)

@ N moléculas diatomicas estao presas a uma superficie metalica de simetria qua-
drada. Cada molécula pode estar deitada na superficie, caso em que deve estar alinhada em
uma de duas direcoes, x e y, ou pode estar em pé ao longo da direcao z. Ha4 um custo de
energia de € > (0 associado a uma molécula em pé, e energia zero para moléculas deitadas

ao longo das diregoes x ou y.

(a) Quantos microestados possuem o menor valor de energia? Qual é o maior valor da

energia de microestado?

(b) Para microestados microcanénicos de energia E, calcule o ntimero de estados Q(F, N)

e a entropia S(E, N).
(c) Calcule a capacidade térmica C(T') e faga seu esboco.
(d) Qual é a probabilidade de que uma molécula especifica esteja de pé?

(e) Qual é o maior valor possivel da energia interna a qualquer temperatura positiva?

@ Considere N osciladores harmonicos quanticos independentes sujeitos a um Hamil-
toniano:

N
1
H({n}) = Yt (mi+ 3) (12)
i=1
onde n; = 0,1,2,--- é o nimero de ocupagao quantica para o i-ésimo oscilador.
(a) Calcule a entropia S, como uma fungao da energia total £. Para tal, mostre que Q(F)

pode ser interpretada como o nimero de maneiras de rearranjar M = Y, n; bolas, e

N — 1 parti¢oes ao longo de uma linha.



(b) Calcule a energia E e o calor especifico C' como fungoes da temperatura 7' e do nimero

N.

(c) Encontre a probabilidade p(n) de que um oscilador particular esteja em seu n-ésimo

nivel quantico.

(d) Compare os calores especificos para osciladores classicos e quanticos.

@ Considere N spins quantizados nao interagentes em um campo magnético B =
Bz, e a uma temperatura 7. O trabalho realizado pelo campo é dado por BM,, com
uma magnetizacao M, = ,uzij\il m;. Para cada spin, m; assume apenas os 2s + 1 valores

—s,—s+1,---,s.

(a) Calcule a func¢ao de particao de Gibbs Q(T, B). Observe que o ensemble correspon-

dente ao macroestado (T, B) inclui trabalho magnético.

(b) Calcule a energia livre de Gibbs G(T, B), e mostre que, para B pequeno,

B Nu?s(s +1)B?
6kgT

G(B) = G(0) +O(BY. (13)

(c) Calcule a susceptibilidade a campo nulo y = OM,/0B|g—0, ¢ mostre que ela satisfaz

a lei de Curie:

x =c¢/T. (14)

(d) Mostre que Cg — Cyy = ¢B?/T?, onde Cp e Oy sdo as capacidades térmicas a B

constante e M constante, respectivamente.

@ Um gas ideal de particulas esta em contato com a superficie de um catalisador.

(a) Mostre que o potencial quimico das particulas do gés estd relacionado a sua tempera-

tura e pressao via
P

onde Ay é uma constante.



(b) Se houver N sitios de adsor¢ao distintos na superficie, e cada particula adsorvida
ganhar uma energia € apds a adsorcao, calcule a funcao de grande particao para o gas

bidimensional com um potencial quimico p.

(¢) Em equilibrio, o gés e as particulas da superficie estdo na mesma temperatura e po-
tencial quimico. Mostre que a fragao de sitios da superficie ocupados é entao dada por

f(r,P)=P/(P+ Py(T)). Encontre Py(T).

(d) No ensemble de grande parti¢ao, o nimero de particulas N é uma varidvel aleatoria.

Calcule sua funcao caracteristica (exp(—ikN)) em termos de Q(5u), e mostre que

o"od

N™, = —(kgT)" ' ——| | 16
(V™) = ~(ksT)" (16)
onde ® é o grande potencial termodinamico.
(e) Usando a fungao caracteristica, mostre que:
(N
(V?), = kg2 (17)
o |p
(f) Mostre que as flutuagoes no nimero de particulas adsorvidas satisfazem:
NYH, 11—
(V) = f. (18)
(N)e  Nf

@ O oxigénio molecular tem um momento de spin liquido S de unidade, ou seja, S,

¢ quantizado em —1, 0 ou +1. O Hamiltoniano para um géas ideal de N dessas moléculas

em um campo magnético B || Z é:

szli_ugs;], (19)

i=1
onde {p;} sdo os momentos do centro de massa das moléculas. As coordenadas correspon-

dentes {¢;} estdo confinadas a um volume V. (Ignore todos os outros graus de liberdade.)

(a) Tratando {p;, q;} classicamente, mas os graus de liberdade de spin como quantizados,

calcule a funcao de particao Qn(T,V, B).

(b) Quais sao as probabilidades para S° de uma molécula especifica assumir os valores —1,

0 ou +1 a uma temperatura 77



(c)
(d)

Encontre o momento dipolar magnético médio, (M)/V, onde M = SN | 2.

Calcule a susceptibilidade de campo zero x = d(M)/ 83‘370

Considere um polimero formado conectando N moléculas em forma de disco em

uma cadeia unidimensional. Cada molécula pode se alinhar ao longo de seu eixo longo

(comprimento 2a) ou curto (comprimento a). A energia da molécula alinhada ao longo de

seu eixo curto é maior por €, ou seja, a energia total ¢ H = €U, onde U é o numero de

mondmeros alinhados ao longo do eixo curto.

Calcule a fungao de partigao, Qn(7), do polimero.

Encontre as probabilidades relativas para um mondémero estar alinhado ao longo de

seu eixo curto ou longo.

Calcule o comprimento médio, (L(T, N)), do polimero.

Obtenha a variancia, (L(T, N)?)..

O que o teorema do limite central diz sobre a distribuicao de probabilidade para o

comprimento L(T, N)?

O uranio natural é composto de dois isétopos: 238U e 23°U, com porcentagens de

99,27% e 0,72%, respectivamente. Se o gas hexafluoreto de urdnio UFg for injetado em

um cilindro metalico oco em répida rotagdo com raio interno R (e altura H), a pressao de

equilibrio do gas sera maior no raio interno, e as diferencas de concentracao isotépicas entre

o eixo e o raio interno permitirdo o enriquecimento da concentracao de #°U.

(a)

Escreva a Lagrangiana L£({q,qr}) para particulas de massa m movendo-se em um
sistema de coordenadas cilindricas rotacionando com velocidade angular w e use uma

transformacao de Legendre

{Qk Pk} Zkak (20)

para mostrar que o Hamiltoniano de uma particula H nesse sistema de coordenadas

cilindricas é

2 2 2 2 2,2
p: (pe — mriw) p.;  mwr

2m 2mr? 2m 2

H(T70727p7“7p97pz) = (21)



Ignore os graus de liberdade internos das moléculas, ja que eles nao afetardao a densi-
dade como uma funcao da posicao. Mostre que a funcao de particao de uma particula

pode ser escrita como

1 o) (%s) [e's] R 27 o)
QL) =5 [ dp [ dpo [ dp. [ar [0 [T aze M (22)

construindo o jacobiano vindo da matriz de dimensao 6 que faz a transformagao entre
as coordenadas cartesianas e cilindricas para a integral no espago de fase (vocé deve
ser capaz de prever o resultado antes de fazer a conta). Calcule a funcao de particao

(21 em uma forma fechada e determine a energia livre de Helmholtz para este sistema.

Determine a densidade n(r) como fungao da distancia r do eixo para as N moléculas
de gas no cilindro em rotagdo. Mostre que, no limite w — 0, a densidade se torna
uniforme com o valor n = N/mR?H. Encontre uma expressio para a razao da pressio

no raio interno do cilindro R para a pressao no eixo do cilindro como uma funcao de

we R.

Calcule as razoes de pressao para os dois gases isotopicamente diferentes UFg a tem-
peratura ambiente para o caso wR = 500m/s. Mostre que a razao de pressdao para
2387 é aproximadamente 20% maior que a razao de pressao para 22U, de modo que
a extracdo de gds préximo ao eixo resulta em uma concentracao enriquecida de 23°U.
Uma série de centrifugas pode ser usada para aumentar a concentracao de 2*°U para
criar um grau fissil de urdnio para uso em reatores de geracao de energia ou em armas
nucleares. Nao surpreendentemente, essa tecnologia ¢ uma preocupacao importante

para a proliferacao nuclear.

Generalizacoes da distribuicao de Maxwell-Boltzmann em trés dimensdes.

(a)

Mostre que a distribuicao de momento das particulas em um gas relativistico de Boltz-

mann, co1mn

e=c (p2 + m%cQ)l/2 , (23)

¢ dada por
1/2
F(p)dp = Ce Pl tmie) gy, (24)



com a constante de normalizagao

- B
¢= m3cKy(Bmoc?)’ (25)

onde K,(z) é uma funcao de Bessel modificada.

(b) Verifique que, no limite nio relativistico (kgT < mgc?), obtemos a distribuigao de

Maxwell:

F(p)dp = (5

3/2
—A2mo (42 2
o) ) (20

enquanto, no limite relativistico extremo (kT > moc?), obtemos
B’ sy
e ) 27)

™

(c) Verifique que, de forma geral,

(pu) = 3kgT, (28)

sendo u o modulo da velocidade da particula.
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