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Primeiro, vetores...

Como descrever a posicao

Para descrever essa a posi¢cao de um certo corpo, temos que lan¢ar mao de um conceito matematico novo (em certa
medida) o vetor. Para nossos propositos, nos deteremos numa interpretagao geometrica do vetor, dizemos que algo € um
"vetor” se puder ser representado por um segmento de linha determinado, com diregao, sentido e médulo bem definidos

i

COMUTATIVIDADE;

ASSOCIATIVIDADE;

DISTRIBUTIVIDADE;

NORMA, PRODUTO ESCALAR, SOMA DE VETORES E PRODUTO VETORIAL.
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medida) o vetor. Para nossos propositos, nos deteremos numa interpretagao geometrica do vetor, dizemos que algo € um
"vetor” se puder ser representado por um segmento de linha determinado, com diregao, sentido e médulo bem definidos

i

COMUTATIVIDADE; A+B =B +A
ASSOCIATIVIDADE; A+ (B+C)=(A+B) +C
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Limite:

-ihtuitivalﬁente, dizer que o limite de f (x), quando x tende a p, € igual a L que, simboli
camente, S¢ escreve

hm f(x)=1L

X—>p
significa que quando x tende a p, fix)tende a L.

vi X

[ = ————— [ (x)
} !

f@f=nn- !

fix) .'. . i . fix)

// x P X .-r' X
Quando x tende ap, f(x) Quando x tende ap, f(x) tende
tende af(p): lim fix)= f(p) al: lim f(x)=1L

X p X—=p




Limite - exemplo:

y
EXEMPLO 3. Utilizando a idéia intuitiva de limite, calcule hm & :

x=1 x—1
Solugdo

: s ke =]
Seja flx)=
X

T x # 1, fndo estd definidaem x = 1.

Parax # 1
2=
fy=2 - i 8
x==1
2
lim = hm (x +1)= 2.
r—1 x—1 x -1

. |




Continuidade:

feontihuaem p & lim f(x) = f(p).

X =p

Veremos, ainda, que se lim f(x) = L ¢ se fnao for continua em p, entdo L serd aquel%
xX—=p -

valor que f deveria ter em p para ser continua neste ponto.

/f ndo esta definida em p.

lim f(x) = L.

£ p

L ¢ o valor que f deveria ter em p para ser conﬂ?
nua em p. k

~Y




Continuidade:

lim f(x) = L. festd definida em p, mas L. # f(p).
X=p

L € o valor que f deveria ter em p. paca ser continua em p.




Limites laterais:

3.4. LIMITES LATERAIS

Sejam fuma fungdo, p um nimero real e suponhamos que existe btal que | p, b [ C Dy.

Definimos:

lim
x = p*

fx)=L & {

Ve>0,38>0tat que

p<x<p+d=If(x)~Li<e

O nimero L, quando existe, denomina-se limite lateral a direita de f, em p.

¥

Fink

-

=y

—

Teoremq. Sejam fuma fungiio, p um nimero real e suponhamos que existama e b

tais que Ja, p[ ¢ Ip, b] estejam contidos em Dy. Entéo,

lim f(x)=L &

Xr=p

lim f(x)= lim f(x)=L

[ admite limites laterais 2 direita ¢ a esquerda em p
e
xr—-pt x=p

Quando x tende a p, pela direita, f(x)
lim A fix)=L

tende a [.:

xX—p




Limites funcao composta:

3.5. LIMITE bE FUNCAO COMPOSTA

Sejam fe g duas fungdes tais que Imf C D, onde Imf ¢ a imagem de f, ou seja,
Imf = { f(x) | x € Dg}. Nosso objetivo ¢ estudar o limite

lim g(f(x)).

x=p

Supondo que lim f(x)= a é razodvel esperar que
X~ p

u

0, im g (f(x))= lim g(w)

=0 U - a

10



Limites funcao composta:

2
EXEMPLO 1. Calcule lim |- >

x=1 .\'—l'

Solugcdo
R
I.tz _l I x2 —1
= ~u ondeu = x> =121,
x—1 x=4
. X - . . .
lim =2 e g(u) = ~u € continua em 2.
x—=1 X—
Assim,
3
: x< =1 - — o~
lim = lim ~vu = +2.
x=l X ] W2

11



Teorema do confronto:

3.6. TEOREMA DO CONFRONTO

tal que
f=gx)=hx)

para 0 << |x — pl < r. Nestas condicdes, se

{
i
Teorema (do confronto). Sejam f, g, h trés fungOes e suponhamos que exista r > 0 1

VA

—h

lim f(x)=L= lim A(x) .
X=p x—op L _\*i':;“—?\_/—
entdo Ao |
lim g(x)=1L. = |
x> p | f
| >
» ; ; 0 X
alfx)= P e - = f(x) = %2 " : :
Como limO —-x"=0= lim0 x~ segue do teorema do confronto que
X — X =

Iim f{x)=0.
x =)

3.8. O LiMiTE FUNDAMENTAL lim

x =31

senx
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Propriedades:

e

Teorema. Se k for uma constante, lim f(x)= L e lim g(x)= L,, entdo
xX=p Xop

a) lim [fx)+gx)]=L+L = lim f(x) + lim g(x).

X p I—->p X—=p
b lim kf{x) =kL =k him f(x).

1P xop
¢) im f(x)g(x)=LL; = lim f(x) lm g(x).

X p xX-op x=p
d) lim TX _ L gesde que L; 7 0.

xop gx) L

13



Limites

infinitos:

Teorema

lim f(x)=+%
xr—+w

lim g{x)=+=

x =+

lim f(x)= L, L real,

x—=+x

b) <
lim g (x)=-+x
[ x =+
lim f(x)=—x
X—>+x
¢) 4 =3
Iim g(x)=+=
X =3+

e)

lim f(x)= L, L real,

X +x

lim g(x)=-+x
X—=+=

[ lim  f(x)= L, Lreal,

X +x

Iim g(x)=—=
x> +%

Clim [f )+ g ()] =+x=

X -3+

lim f(x)g(x)=+=

X +:®

Im fix)gx)=+= sel>0
X = >

-
lim fx)g(x)=—2 scL<0
x— +m

lim f(x)g(x)=—=

X +x
= lim [f(0)+gx]=+=
X =+
= lim [f(x)+g(x)]=—=
X — +w

lim f(x)=—= lim [f(x)+g(x)]=—=
x—+x X+
D =
lim g{x)=—% lim f(x)g(x)=+=x
x =+ X = +>
lim f(x)=L,Lreal, lim f(x)gx)=—2 sel>0
|x—= 4% X— T
8) =
lim g(x)=-% lim f(x)g(x)=+o selL <.
X = +® x>+

Demonstragdo. Para as demonstragoes de (a) e (b), veja os Exemplos 13 e 14. As demons-
tragdes dos demais itens ficam a cargo do leitor. B

Observamos que ¢ teorema anterior continua vélido se substituirmos “x — +x por
“x — —=" ou por “x — p™ ou por “x — p~" ou por “x — p”.

Observacio. O teorema anterior sugere-nos como operar com os simbolos +% e —;
4o+ (+2) = 42, = + (%) = =0, L - (+0) = t+wose L>0,L - (+%x) = —x=
se LLO L (—x)= —%se L>0,L-(—x)=+wseL<0.L+ (+x)=+xse LER,
L+ (%)= —=se LE R, +% - (+%) = +®, (—%) - (=®) = +xe +00 - (—20) = —o0,

Indeterminagées

+00 — (+), —% — (—) (- oo, 2
®%

2= 00 ol
0

14



Logaritmo e exponencial:

—_—

m
n

an =Xa™

(VWa'a =a ¥,

) (@) = a™.

(3) (ab)* = a'b".

4)Sea>lex <yentiod” <o
(5)Se0<a<lex<y.entdod >a.

y=log,Beat =

alogaﬁzﬁ

0 logaritmo de B na base a é o expoente que se deve airibuir a base a para reproduzir B.
O logaritmo na base ¢ € indicado por In, assim, In = log,. Temos entdo
y=hxe =x

Da observagao acima, segue que, para todo x > 0,

Sejama > 0,a # 1,6>0,b # 1, & > 0 e § > O reais quaisquer. Sio validas as seguin-
tes propriedades:

(4) (Mudanga de base)
(Dlog, a B = log, a + log, B. | . Vo
(2) log,, o = Blog, a. %" Tgpa
() log, & = - ; (5)Sea> | e a< B, entio log, a < log, B.
) ga B loga ¢ loga A 6)Se0<a<lea< B entiolog, a >aloga B.
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Derivada:

fip)=1
K

m
-0

flp+h)— f(p)
: ;

Este limite aparece de forma natural quando se procura definir reta tangente ao grafico de

flp+h)— f(p)
h

tal, nada mais € do que o coeficiente angular da reta s que passa pelos pontos M = (p, £(p))

eN=(p+ h f(p + h))do grificode v = f(x)

fooponto (p, f(p)). O quociente . chamado as vezes de razdo incremen-

o+ B

)

Observe que a equagdo da reta s é
y-f@)=m(x—p)
onde m, = fpth— fip)

h
vez mais de M, e a reta s vai tendendo para a posi¢io da reta T de equagio

y—f@e=r'p)ix —p.

- Quando 4 tende 2 zero, o ponto N vai se aproximando cada

16



Derivada:

EXEMPLO 5. Sejaf(x) = ¥, Utilizando a idéia intuitiva de limite, calcule f'(x).

Solucao
F= tim LETR=F()
h-0 h
Temos
o P )

f(x+hh) f(x):(x+h;1 X B (h  0)

Segue que
f'(x)= lim (2x + h)=2x.
h—=0

Ou seja, a derivada, em x, de f (x) = X é Jf'(x)=2x. =

Como veremos, um outro modo de expressar f '(p) é através do limite

= p X—-p

(Observe: fazendo x — p = h recaimos no limite anterior.)

17



Derivada:

7.2. DERIVADA DE UMA FUNCAOQ

Defini¢ao. Sejam fuma funcdo e p um ponto de seu dominio. O limite
lim L= f)
X p xX—p

quando existe ¢ € finito, denomina-se derivada de fem p e indica-se por f ' (p) {leia:
f linha de p). Assim
P 1, =)
xX—p : N

Se f admite derivada em p, entdo diremos que f € derivdvel ou diferencidvel em p.




Derivada:

7.3. DERIVADAS DE x" e #x

—
Teorema. Seja n # O um natural. Sio vilidas as férmutas de derivacio:

Df@W == E=n"".
PP =x"=2fx=—-m""Lx=xo.
1 i

~ n '] l ——1
Af)=xn=f'(x) =”'; xn , ondex > Osenforparex # 0senfor imparin=2).

7.4. DERIVADAS DE ¢ e In x

Teorema. Sio vilidas as formulas de derivagao

aAfx)=¢ =2 =¢.

bygxy=lnx=g'(x) = l,x>0.
X

19



Derivada:

7.5. DERIVADAS DAS FUNCOES TRIGONOMETRICAS

Teorema. Sio vilidas as férmulas de derivagio.

a) sen'x = cos x.
b) cos'x = —gen x.
c) ig'x= sec’ x.
d) sec'x = sec x1gx.
€) cotg'x = —cosec” x.
D) cosec’'x = —cosec x cotg x.

Teorema. Se ffor derivdvel em p, entdo f serd continua em p.

20



Derivada:

7.7. REGRAS DE DERIVACAO

Teorema 1. Sejam f e g derivdveis em p e seja k uma constante. Eniio as fungdes
F+ g kfe f- g sdo derivdveis em p e tém-se

DD F+ )P =F'p)+ g'(p).
(D2) (kY (p) = kf ' (p).
D3 (- 2)'P) =f'(p) ap) + f(p) g'(p).

Teorema 2. (Regra do quociente). Se fe g forem derivaveis em p e se g (p) # 0,

entao L serd derivavelem p ¢
8

D4) (f] () = L1P2&P) — FPIEP)
[g(pi)?

(Em palavras: a derivada de um quociente € igual a derivada do numerador multipli-
cado pelo denominador menos o numerador multiplicado pela derivada do denomi-

& Aiats

ki & i s s {

nador, sobre o quadrado do denominador.)

21



Derivada:

7.11. APLICACOES DA REGRA DA CADEIA

Pelo que vimos na se¢io anterior, sendo y = f () e u = g (x) derivéveis, com Img C Dj
entdo a derivada da composta y = f(g (x)) é dada por

? =f'lg(x)g'(x)
ou 1
dv 1
— = f'(u) g"(x). onde u = g (x) :
dx 1
dy _ dydu
dx du dx

onde g:.‘ deve ser calculada em u = g (x).

22



Derivada:

9.2. INTERVALOS DE CRESCIMENTO E DE DECRESCIMENTO

Come consegiiéncia do TVM temos o seguinte teorema.

Teorema. Seja f continua no intervalo /.

a) Se f' (x) > 0 para todo x interior a /, entao f serd estritamente crescente em /.
b) Se f' (x) << 0 para todo x interior a /, entdo f serd estritamente decrescente em /.

23



Derivada:

9.3. CONCAVIDADE E PONTOS DE INFLEXAO

Seja f derivdvel no intervalo aberto / e seja p um ponto de 7. A reta tangente em (p. f (p))
ao grafico de f ¢

Y=f@=f p)x=p) ou y=F@) +f (p)x—p)
Deste modo, a reta tangente em (p, f (p)) € o gréafico da fungio T dada por
TW=7@+f @) x-p).

Definicéio 1. Dizemos que ftem a concavidade para cima no intervalo aberto / se
fx)>Tx)

quaisquer que sejam x e p em /, com x # p.

yi

/
9 |

Definicao 2. Dizemos que f tem a concavidade para baixo no intervalo aberto [ se
S <T(x)

quaisquer que sejam x ¢ p em /, com x # p.

Definiciio 3. Sejam f uma fungéio e p € Dy, com f continua em p. Dizemos que p ¢
ponto de inflexdo de f se existirem nimeros reais a e b, com p € la, b[ C Dy, tal que
ftenha concavidades de nomes contrdrios em la, pl e em Ip, bl. '

b
‘V \

f N

\ l
! L\

L

7 P o I3 X
p € ponto de inflexdo de f* p € ponto de inflexdo de f'
{ponto de inflexio obtfquo) (ponto de inflexdo horizontal)

Teorema. Seja fuma fungao que admite derivada até a 2.* ordem no intervalo aberto I.

a) Sef" (x) > 0 em/, entdo f terd a concavidade para cima em .
b) Sef" (x) < 0 em I, entdo fterd a concavidade para baixo em /.

24



Derivada:

9.4. REGRAS DE L’HOSPITAL

As regras de L"Hospital. que vamos enunciar a seguir e cujas demonstra¢des sao deixa-
das para o final da secdo, aplicam-se a célculos de limites que apresentarm indeterminagdes

: 0 e
dos tipos — e —.
0 -]

1. REGRA DE L’HOSPITAL. Secjam fe g deriviveisem }p — r.p[eem
Ipp+r[(r>0),comg’(x) # Opara0 <I|x — pl| < r. Nestas condigbes, se

lim f(x)=0, lim g(x)=0
x—op xX—=p
ese lim f,('r) existir (finito ou infinito), entdo lim £ (x) existird e
xop gx) x=p g(x)
m L9y f'(x)_
xop g(x) x—=p g'(x)

Observamos que a 1.* regra de L'Hospiltal continua vdlida se substituirmos “x — p” por
nx_>p+” ou Ix)r ((x T p-n ou por ux = Iw“.

2.2 REGRA DE L’HOSPITAL. Sejam fe g deriviveisem | m, p [,com g’ (x) # G em
1 m, p [. Nestas condigdes, se

lim f(x)=+=, lim g(x)=+»
x—=p X=—p-
ese lim L) existir (finito ou infinito) ento  lim L2 existirs e
x—op gx x—=p- g(X
fim L&) - fl(x)_
xop g(x)  x-p g'(x)

. i G o - & +1
Observamos que a 2.° regra continua vélida se substituirmos “x-—p " por“x —p "ou
por “x —» p” ou por “x— *%”, A regra permanece vélida se substituirmos um dos simbolos
+2%, ou ambos, por —,

25



Derivada:

9.6. MAXIMOS E MINIMOS

Definigfo 1. Sejam fuma fungio, A C Dye p € A. Dizemos que f(p) € 0 valor mdxi-
mo de fem A ou que p um ponto de mdximo de fem A se f(x) < f(p) para todo x em
A. Se f{x) = f(p) para todo x em A, dizemos entdo que f (p) € 0 valor minimo de fem
A ou que p é um ponto de minimo de fem A.

2

f(py) valor maximo de f'em A
J(p7) valor minimo de fem A

Defini¢ao 3. Sejam fuma fungio ¢ p € Dy. Dizemos que p € ponto de mdximo local
de f'se existir 7 > 0 tal que

f=fip
paratodoxem ] p — r,p + [ N Dy Por outro lado, dizemos que p € ponto de minimo
local de fse existir r > 0 tal que

fx) = f(p)

paratodoxem | p —r,p+r[l"lDf.

Definicao 2. Sejam fuma funcéoe p € Df. Dizemos que f(p) € o valor mdximo glo-
bal de fou que p € um ponto de mdximo global de f se, para todo x em Dj-, F)=f(p).
Se. paratodo x em Dy f(x)= f{p), diremos entdo que f(p) é 0 valor minimo global de
fou que p é um ponto de minimo global de f.

Teorema 1. Seja f uma fungdo derivdvel em p. onde p é um ponto interior a Dy
Uma condigao necessdria para que p seja ponto de maximo ou de minimo local é que

f =0

—]

E

]l

P1s Pa € ps s8o pontos de miximo local; f (pg) € 0 valor maximo global de f
P2. P4 © pg sdo pontos de minimo local, £ (p5) € 0 valor minimo global de f

Teorema 2. Sejam fuma funcdo que admite derivada de 2.* ordem continua no
intervalo aberto e p € L

a) f'(p) =0ef"” (p) > 0= p ¢ ponto de minimo local.
b)f'(p) =0ef"” (p) < 0= pé ponto de miximo local.




Integral:

Pois bem, o nimero
n
2 fle) Axp = fe) Axy + fleg) Axy + ... + f(c,) Ax,
i=1
denomina-se soma de Riemann de f, relativa a parti¢do P e aos niimeros [o8

Observe que, se f(c;) > 0, f(c;) Ax; seré entdo a 4rea do retingulo R; determinado pelas
retasx = x; ., x = x5 =0e y = flc;)i se f¢;) <0, adrea de tal retangulo serd —f (c;) Ax,.

/ f

7l R
] \ |7 ;

Ci
T T X
xi*l C,— rl- X g R X
'E i

flep Ax; = dreade R; dreade R, = —f(c;) Ax;

Geometricamente, podemos entdo interpretar a soma de Riemann

3 £ Ax
i=1

como a diferenga entre a soma das 4reas dos retingulos R; que estio acima do eixox e a

soma das dreas dos que estdo abaixo do eixo x.

6
2 F(e) A x; = soma das freas dos retin-

T - F=ilf )
42 E % / cj € b > gulos acima do eixo Ox menos soma das dreas
i dos abaixo do eixo Ox

Seja F uma fungéo definida em [a, blesejaP:a = xyg << x) < x, < x3 < x; = buma
particdo de [a, b]. O acréscimo F (b) — F (a) que a F sofre quando se passa de x = a para
x = b€ igual & soma dos acréscimos F (x;) — F (x; _. ;) para i variando de | a 4:

F(b) —F(a) = F(xg) — F(xg) = [F(xy) — F(x3)] + [F (x3) = F{xy)] +
[F(xp) = FlxpD] + [F{x) — F(xpl

Isto é:

4
F(b)— F(a)= ):1 (F(xi) — Flxi—p}

De modo geral, se P:a = xg << x) < x5 < ... < x,, = b for uma parti¢io de [a, b}, entdo

Fby—Fl@)= 3 [F(x)~ Fixi—1)}
i=1

27



Integral:

11.3. INTEGRAL DE RIEMANN: DEFINICAO

Sejam fuma fungio definida em [a, &) e L um niimero real. Dizemos que i fle) Ax;
i=

tende a L, quando mix Ax; — 0, e escrevemos

n
lim Z flep)Ax; =1L
max Ari—>0 i=1
se, para todo € > 0 dado, existir um & > 0 que s6 dependa de € mas ndo da particular esco-
tha dos ¢;, tal que

‘ Y Floiilngeif| <y

i=1

para toda parti¢@o P de (4, b], com mix Ax; < 8.
Tal nimero L, que quando existe € (inico (verifique), denomina-se integral (de Riemann)

b
de fem [a, b] e indica-se por I f(x) dx. Entao, por defini¢io,
[

b ”
[rwa= tim 3 fepax
a 1

mix Ay, = 0 j =

11.4. PROPRIEDADES DA INTEGRAL

Teorema. Sejam f, g integraveis em [q, b] e k uma constante. Entao
b b b
a)f+ géintegravel em [a, bl e I )+ g())dx = J S dx + J g (x)dx.
b a b a a
b) kf & integrével em [a, b] ¢ J' kf () dx = k J F)dx.
a a

b
¢) Se f(x) = 0 em [a, b), entdo J' ) dx = 0.
” .
d) Se ¢ € Ja, b e f¢ integrivel em [a, c] e em [c, b] entdo

J': Fx)di= J: F(x)dx + Lbf(x) dx.

1.” teorema fundamental do cdlculo

Se ffor integrivel em [q, b] e se F for uma primitiva de fem [a, b], entdo

/]
.[ Fi)de=E ) —F )
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Integral:

EXEMPLO 1. Calcule jl x2 dx.

Solu¢ao

1 5 S
F(x)= 3 + é uma primitiva de f (x} = ‘e f€ continua em [1, 2], assim

ou seja,
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Integral:

n
Uma boa defini¢ao para drea de A devera implicar que a soma de Riemann Y. f(¢;)Ay;
i=1

n —
seja uma aproximagdo por falta dadreade A eque 3. f(c;)Ax; sejauma aproximagio por
€xcesso, isto € i=1

S fE)AR < breads %f(?,mx,
i=1 1

i=1

¥

b
Como as somas de Riemann mencionadas tendem a j f(x) dx, quando mdx Ax; — 0,
nada mais natural do que definir a drea de A por ¢

b
drea A=I F(x) dv.
a

Da mesma forma define-se drea de A no caso em que f¢é uma fung@o integrével qualquer,
comf(x) = 0em|[a, b].

EXEMPLO 1. Calcule a drea do conjunto do plano limitado pelas retas x = 0, x = 1,

y = 0 e pelo grifico de f(x) = 2.

Solu¢do

1

1 3

éreaA=I o =1

b 3 3

Y
y =x2

0 1
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Integral:

Seja A o conjunto hachurado.

Aica'= J.:f(x)dx - ff(x) di + _[:f(.x) dx = I:[f(x)|dt

Observe:

b c d b
j f(x)dx = .[ f(x)dx + I f(x)dx + j f(x) dx = somadas édreas dos conjun-
a a 3 d

tos acima do eixo Ox menos soma das dreas dos conjuntos abaixo do eixo Ox.

11.7. MUDANCA DE VARIAVEL NA INTEGRAL

Veremos, no Vol. 2, que toda fimgdo continua num intervalo £ admite, neste intervalo, uma
primttiva. Por ora, vamos admitir tal resultado e usd-lo na demonstragdo do préximo teorema.

Teorema. Seja f continua num intervalo / e sejam a e b dois reais quaisquer em /.
Seja g : [¢, d] — I, com g' continua em [¢, d]. tal que g (c) = a e g (d) = b. Nestas
condigoes

b d
J f(x)dx =J-‘ flg (u) g" (1) du.

j: fx)dx="2

x = g(u);dx = g'{u) du
x=a su=condeglic)=a
x=h su=donde g{d)=b

b d
[ rovax- | £ e @) g du
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Integral:

1
EXEMPLO 1. Caleule | (x D' dx

Solugao

Fagamos x - 1 = u, ouseja, x = u + L.

x=10 cu=—1

x=u+1;de=(u+1)du ou dx=du
x=1  iu=0

1
EXEMPLO 3. Calcule .[0 35 i

Solugdo

|

Multiplicando o integrando por 3 e dividindo a integral por 3, nada muda:

= 3x
x=0
x=1

J]e3"'dx=ljl e@ﬁ?»

(1] 3 Jo ——
s du = 3dx
cu=90
iu=3

1 3
.[ e dx = lJ- e“du=lle“]‘3) =
0 3Jd 3

3

[ —=11
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Integral:

TECNICAS DE PRIMITIVACAO

12.1. PRIMITIVAS IMEDIATAS

Sejam a # 0 e ¢ constantes reais. Das férmulas de derivagdo ja vistas seguem as seguin-

tes de primitivagdo:

a)chx =cxt+k

C)Je‘ de =& +k

&) j%dx=ln(—.x)+k(x<0)
g)Icosxdx =senx + k

i)Jsecz.rdx:th'Fk

I)Jsccxdx=h1|secx+tgxl+k

1
n dy —arctgx + k
)jl+xz . B

b I « B xu*l »
) | x¥dx = +1+k(¢:v=;f:—l)

o

d).[ldx=1nx+k(x>0)
X

f)j%dx=lnlxl+k
h)jsen.rdx = —cosx + k
jjjsccxtgxdx =secx + k
) J. tg x dx = —Inlcosx|+k

O)I r]_.dx=arcscnx+k

\“ - x2
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Integral:

12.2. TECNICA PARA CALCULO DE INTEGRAL INDEFINIDA DA EXEMPLO L. Calcul 2
FORMAIf(g(x))g'(x)dx MP . cuejxcosx 1
Sejam fe g tais que [m g C D¢ com g derivével. Suponhamos que F seja uma primitiva -
def.isto & F ' = f. Segue que ff(g {x)) é uma primitiva de f (g (x)) g ' (x), de fato, Solugdo
(Flg)) =F' (g()g ) =fgx)g ). Fazendo
Deste modo, de "
u=x",du = 2xdx.
j fluwydu=Fu) +k
Entdo,

J. xcosx2dx = % I cosx2(2tdx)= % J cos u die

segue
[ 1 gmas=rFeo +k
Como
Jf(g(x))g'(.\‘)dx'—‘? iJ.cosudu=—senu+k
2
u=g(x) ; du=g'(x)dx
resulta
I fg @) g x)de= j fG)due=F@u)+k=F(gx)+k I . 1 i Fo i
3 5 3
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Integral:

12.3. INTEGRACAO POR PARTES
Suponhamos fe g definidas e derivaveis num mesmo intervalo /. Temos:
[feg®] ' =f"Dg)+fx)g' X
ou

fWg'W=1fWeg®]" —f" (g &.

Supondo, entdo, que £’ (x) g (x) admita primitiva em / e observando que f(x) g (x) ¢ uma
primitiva de [ f (x) g (x) ]/, entdo f(x) g ' (x) também admitir4 primitivaem / e

0 If(x)g’(x)dr=f(x)g(x)—jf'(x)g(X)dx

que € a regra de integracdo por partes.
Fazendo u = f(x)e v = g (x) teremos du = f' (x) dx e dv = g ' (x) dx, 0 que nos permite
escrever a regra (1) na seguinte forma usual:

Judv=uv~ J vdu

Suponha, agora, que se tenha que calcular [ « (x) 8 (x) dx. Se vocé perceber que, multi-
plicando a derivada de uma das fungoes do integrando por uma primitiva da outra, chega-
se a uma fungio que possul primitiva imediata, entdo aplique a regra de integragfio por partes.

EXEMPLO 1. Calcule J. X CO8 X dx.

Solugdo

A derivada de x € 1; sen x é uma primitiva de cos x. Como 1 - sen x tem primitiva imedi-
ata, a regra de integragdo por partes resolve o problema.

J- xcosxdx =f(x) g (x) — jf'(X)g(x)dx

%
fg’ =xsenx—J 1+ senx dx.
Assim:
jxcosxdx=_tsenx— jwnxdx
ou seja,

Ixcosxdx=xsenx+cosx+k. [
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Integral:

12.4. MUDANCA DE VARIAVEL

EXEMPLO 1. Calcule I 22 Jx¥1dx

Seja f definida num intervalo I. Suponhamos que x = ¢ {u) seja inversivel, com inversa
u = 8(x), x el sendo ¢ e A deriviveis.

Solugdo
® jf((p(u))tp’(u)du=F(u)+k(ueD¢) J-xz Nt lde=7?
entéo, (1)
+l=u>x=u—l;dc=dule' =1
[roac=Foe) +k % :
1
De fato, de @ [ @G tan=[ -0 Vudu=| @220+ 1) u? du
F'(u)=few) ¢ 7 5 3
2 2 l ll—z- ME llE
entao, =j(u2—2u2+lt2)du=T—Z?ﬁ-T-I-k
(FE@)' =F'(0(x) 0" (x) 2 2 2
=fle@N ¢’ (6(x))6' (0
I -2 (x+1)7 ~i\f(x+1)5 +—§-J(x+1)3 + k
pois, e (B} =xe @’ (8N O ' (X) =(p(@ (X)) = 1. . ? 2 ’
ou seja,
fx)ydx="1?
'[ Jx2\3x+ldx=£\[‘(x+l)7—ivf(x+l)5 +3J(x+1)3+k. .
x=@W) ; dx=¢' (u)du 7 5 3
J' F@ydem j Flotd) e (W) du Observagiio, A mudanga x + 1 = u”, u > 0, também & interessante; veja que esta mudanga
elimina a raiz do integrando. Faca os cdlculos adotando esta mudanca.
observando que, ap6s calcular a integral indefinida do 2.° membro, deve-se voltar & va-
ridvel x através da inversa de ¢.




Derivada para multiplas variaveis:

10.1. DERIVADAS PARCIAIS

Seja z = f (x, ) uma funcdo real de duas variaveis reais e seja (xo, vo) € Dy Fixado yo, podemos
considerar a fun¢éo g de uma variavel dada por

g () =f (x. yo).

A derivada desta fungao no ponto x = x, (caso exista) denomina-se derivada parcial de f, em relagdo a x,
no ponto (xo, ¥o) e indica-se com uma das notagdes:

ﬂ(.ro.m) ou 92 |x=x A
ax ax |y=y

.. BF : . :
Assim, _f (Xg. ¥g) = & (xp). De acordo coma definigéo de derivada temos:
ax

i_f (%, Yp) = &' (xp) = lim &) — g(xo0)
X

X —=x, X — Xo

ouseja.

S(x; y0) — f(x0, Y0)
¥ —X0

a :
L (Xg-yg) = lim
ax X=X,




Derivada para multiplas variaveis:

ou, ainda,

p xn + / W P X0. V
ﬁ(-"o-‘\'o) — 1im Lo+ Ax )~ f(Xo, Y)
ax Ax

Ay —=0

Seja 4 o subconjunto de D formado por todos os pontos (x, y) tais que 2/ (x, y) existe; fica assim
ax .

_—f e definida em 4, que a cada (x, y) € 4 associa o niumero —f

ax

defimda uma nova funcao, indicada por
ax

(x, ), onde
af b i Flx+Ax 39— fx )‘)-
ax Ax >0 Ax

Tal fun¢do denomuna-se fun¢do derivada parcial de 1.7 ordem de f. em relag¢do a x, ou, simplesmente,

derivada parcial de f em relagdo a x.
De modo analogo, define-se derivada parcial de f. em relagdo a y, no ponto (xo, yo) que se indica por
9z xX=x, -

—af (X, Vo) OU
A 0 -
ay 0T ayly=y,

f(x0.¥)— f(xp.¥0)
yY—>M

af :
— (xp, ¥g) = lim
y X0- Yo (IARE:

Y—=%
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Derivada para multiplas variaveis:

ou

ﬂ -" = \y + A S8t "_ ; \‘ ¥
(?_f (Xp, ¥p) =  lim f(x0, Yo + 4y) — f(X0. Y0)
\V

Ay—0 Ay

Para se calcular Z—f (xg. ¥o) fixa-se y = y emz = f(x, y) e calcula-se a derivada de g (x) = f (x, ¥ )
X
f

IF
emx = xo: ﬂ_}; (xg. ¥o) = g (xy). Da mesma forma, I (x, y) é a derivada, em relagao a x, de f (x, y),

mantendo-se y constante. Por outro lado, f - (x, y) € a derivada, emrelagdo a y, de f(x, ), mantendo-se

X constante.
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Derivada para multiplas variaveis:

EXEMPLO 1. Seja f(x, y) = 2xy — 4y. Calcule:

a) L (x,v) b) ﬂ (x,y)
ax ay
c)a—j(l.l‘) d)-’z‘—f—(—l.l)
ax ay
Solugdo

a) Devemos olhar y como constante e derivar emrelagédo a x:

L (Xy) = 4 (2xy — 4y) = 2y
ax ax

pois

Por linute:

a g x+Ax, y)— f(x, ¥
—f (x,y)= lim I Y~ J (% y)
ax Ax >0 Ax
5 2+ Ax)y— 4y — 2xy + 4y
= lim - - - -
Ax— 0 Ax
= 2y.
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Derivada para multiplas variaveis:

10.2. DERIVADAS PARCIAIS DE FUNCOES DE TRES OU MAIS VARIAVEIS
REAIS

Sejam w = f (x, y, 2) e (x0, Vo, Zo) € Dr Mantendo-se y, e z, constantes, podemos considerar para

funcao g (x) = f (x, yo. o). A derivada desta fungdo, em x = x, (caso exista), denomina-se derivada
af S - ow
. . Lo — (X Yo Z) OU —y = . -
parcial de f em relagdo a x no ponto (x ,y .z ) e indica-se por gy O~ 0" 07T 5 1=t
g 20

0 0 0 I=%

: 5 : i, af
De modo analogo, definem-se as derivadas parciais ﬂ—f (X: Yo Zp) € ﬂ_f (Xps ¥o» 20). Tem-se:
7y 4

U &

L T— ) = lim B f(xo + Ax, yo. 20) — f(x0. Yo, 20)

Gy * 0: Y0 <0 Ax — -

ﬂ.f . 3 = = “l’ﬂ f(,l’(). \‘O + A‘\" ‘:0) - ‘f('\'(). .\3(). :0)
—=:(X0s Y0» 20) = Ay — 0 '

ay Ay

af i (xXp. Yo 2 '+‘A:')— “(X0. Y0. Z0)

2 (X0 Yo 20) = 1M J(x0, Y0, 20 f(x0. ¥0.20)

<

Da mesma forma, definem-se as derivadas parciais de uma funcao de mais de trés variaveis reais.
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Operador nabla/vetor del:

Repare que “f” se trata de uma fungdo ou um campo escalar, e “F”
de um campo vetorial:

\:7f i zﬂ + 3% + Eg(gradiente) Um campo escalar f(x) associa um numero real a cada ponto do
oxr 6’y 0z ! espaco. Exemplo: temperatura em uma regido do espaco.
" o F o F, ) F3 Um campo vetorial F(x) associa um vetor a cada ponto do espaco.
Y e F = B + B + P (D'i've?‘gente), Exemplo: velocidade do vento em um ponto da atmosfera.
T Y z
i 7k
-~ - = 6F3 BFZ - 6F1 6F3 - 6F2 8F1 = ) d i a
X F =1 — + 7 - + k - Rotacional). VMXEL=]| = o= ==
V ( oy oz ) J ( 9z 0Oz oz oy ) ) o By O
F, B F;
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Operador nabla/vetor del:

f(x,y,z) pode ser derivado em todas as diregbes, permitindo calcular V.

F(x,y,z) pode ser derivado em todas as dire¢des, permitindo calcular V - F e V xF.
Gradiente Vf (age em campos escalares e produz um campo vetorial).
Divergente V - F (age em campos vetoriais e produz um campo escalar).

Rotacional V xF (age em campos vetoriais e produz um novo campo vetorial).

Campo escalar:
f(x,y,z)=x*+y?+z?

Campo vetorial:
F(zy.z) = (y, %, 0)

Campo Fenémeno

Escalar f(z,y, 2) Temperatura em um metal esférico

Vetorial F(z, ) Velocidade do vento em um furacéo
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Operador nabla/vetor del:

EXEMPLO 2. Faga a representagio geométrica do campo vetorial

F(xy)=xt +y J.

Solugdo

= [ " p) ;
II F (.‘.. ‘\,) ” f— .\‘.‘.‘_ + .\,_ : segue que a

intensidade do campo ¢ a mesma nos pontos de uma mesma circunferéncia de

centro na origem. Observe que a intensidade do campo no ponto (x, y) € igual ao
raio da circunferéncia, de centro na origem, que passa por este ponto.

Fx,y)

*




Operador nabla/vetor del:

b 8 —
gf + 3 f 1 ka (Gradiente)
z

Oy 0z

f=i

Mede a taxa de variagao de uma fungao em cada direcao da coordenada.

Exemplo: No caso de uma superficie topografica (como um mapa de elevacdo), o gradiente aponta para a diregado mais ingreme
da subida.

- o= F F: OF:
v F= 30; + aayz + (')z3 (Divergente)

Mede quanto um campo vetorial esta “saindo” ou “entrando” em um ponto, em outras palavras:

V -F > 0 — trata-se de uma fonte no ponto;

V -F <0 — trata-se de um sumidouro no ponto;

Exemplo: No fluxo de um fluido, um ponto com divergente positivo representa uma area onde o fluido esta se expandindo (como

uma torneira aberta), enquanto um ponto com divergente negativo representa uma area onde o fluido esta sendo sugado (como
um ralo).
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Operador nabla/vetor del:

VxP=7 3 3 = + k - (Rotacional).
Yy 2

(31«3 OF, +-3(6F1 OF; ~(8F2 OF,
N8z ™ oz oz oy

Mede a tendéncia de um campo vetorial girar em torno de um ponto.

Se V xF=0, o campo nao tem rotagéo, ou seja, ndo ha voértices.

Se V xF =/=0, o campo tem tendéncia a girar, e o vetor resultante aponta na dire¢ao do eixo de rotagao.
Exemplo: No fluxo de um rio, se a agua forma redemoinhos, o rotacional sera diferente de zero naquela regiéo.

Se V xF=0 e definido em um espaco simplesmente conexo, € conservativo. Portanto, pode ser escrito como F = V¢

Exemplo: O campo gravitacional g e o campo elétrico de uma carga pontual E sao irrotacionais, pois ambos podem ser escritos
como o gradiente de um potencial escalar (V ou ¢).
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Operador nabla/vetor

o -
EXEMPLO 2. S¢ja F (x, )= 0(x,») j . Suponha que, para todo (x, y) €
290 .
ax

a) Desenhe um campo satisfazendo as condigdes dadas.

%.
F

1

b) Calcule rot

Solugdo

a) Como, para todo (x, y), e ("" \‘) — O.‘ segue que Q ndio

Jx

depende de x, sto é, O ¢é constante sobre cada reta paralela ao eixo x.

3

N A N A I O

O campo acima satisfaz as condigdes dadas. Sugerimos ao leitor desenhar
outros campos que satisfagam as condigdes dadas.

2

h) rot (X, ) = e (2, ¥) = .paratodo(x, y) ER .
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Aplicacoes:

Operador

Gradiente V f
Divergente V - F
Rotacional V X

F

Laplaciano V2 f

Mede o qué?

Direcdo e intensidade da variacdo de uma funcéo
escalar
Expanséo ou contracdo de um campo vetorial

Tendéncia de um campo girar

Dispersédo da variacdo da funcdo no espago

Exemplo fisico

Inclinacdo de um terreno
Fluxo de 4gua saindo de uma
torneira

Redemoinho em um rio

Difusédo de calor




