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Resumo

Introduz-se a linguagem bésica sobre espacos métricos e apresentam—
se alguns exemplos.

1 Definicoes Basicas e Propriedades Iniciais

Nestas notas de aula R é o conjunto dos niimeros reais com as operagoes €
defini¢bes usuais que o tornam um corpo ordenado completo. Vai—se consi-
derar que o conjunto dos naturais, N tem 0 como seu menor elemento e N*
serd o conjunto N\ {0}. Além disso, R representard o conjunto dos reais
positivos, i.e., Rt = {z € R: x > 0} e Rt denotard o conjunto dos reais
estritamente positivos, i.e., RTT =R* \ {0}.

Definigao 1 Seja M um conjunto, M # 0, uma distincia em M € uma
funcao d: M x M — R tal que:

(i) Para todo par (xz,y) € M x M tem-se d(x,y) > 0.
(ii) Para todo x € M tem-se d(x,z) = 0.
(iii) Para todo par (z,y) € M x M tem-se d(z,y) = d(y, x).
(iv) Para todos os x, y e z em M tem—-se d(x,y) < d(z,z) + d(z,y).

(v) Se d(z,y) =0 entio x = y.

*Culpa destas notas existirem? A pandemia do Covid-19...




Observagao 1 Uma fungdo d : M x M — R que satisfaz as propriedades
de (i) a (iv) da definicdo anterior (mas ndo necessariamente (v)) é chamada
pseudodistancia em M.

Por exemplo, se M é o conjunto das fungdes f : [0,1] — R que sdo
1

Riemman integrdveis no sentido préprio, entdo d(f,g) = [ |f(t) — g(t)|dt é
0

uma pseudodistancia em M, mas n3o é uma distdncia nesse conjunto (prove
estas afirmagdes como um exercicio).

A respeito de pseudodistidncias em M veja o apéndice final destas notas de
aula.

Exemplo 1 EM R A FUNGAO d(x,y) = |x — y| E UMA DISTANCIA (PROVE
COMO EXERCfCIO). A MENOS DE MENGAO EXPLICITA EM CONTRARIO,
VAI-SE SUPOR SEMPRE QUE O CONJUNTO DOS REAIS ESTA MUNIDO DESSA
DISTANCIA.

Exemplo 2 CONSIDERE p € N E SEJA
R? = {(z1,...,2p): zj € R, Vje{l,...,p}}.

A FUNGAO d; : RP x RP — R DEFINIDA POR
P
di((z1,.. 5 mp), (Y1, p)) = Zl ER
]:

E UMA DISTANCIA EM RP. ISTO DECORRE DE FORMA IMEDIATA DAS PRO-
PRIEDADES DA FUNCAO VALOR ABSOLUTO EM R.

SEGUE-SE TAMBEM, DE MODO SIMPLES, DESSAS PROPRIEDADES QUE
doo : RP x RP — R DEFINIDA POR

doo (@1, -+ 2p), (Y1, -+ 4p)) = supflay —y5l, j € {1,...,p}}

E OUTRA DISTANCIA EM RP.

Exercicio 1 Demonstre que di e ds definidas no exemplo 2 de fato sdo
distancias em RP.

Exemplo 3 CONSIDERE UM CONJUNTO M # (). E TRIVIAL VER QUE
do: M x M — R DADA POR dy(z,z) =0 E, SE x # y, do(x,y) =1 E UMA
DISTANCIA EM M. DIz-SE QUE dy £ A DISTANCIA DISCRETA EM M.



Definicao 2 Um espago métrico é, por defini¢ao, um para ordenado (M, d)
em que M é um conjunto diferente do conjunto vazio e d é uma distancia
em M.

Note que pode haver mais de uma distancia definida em um determinado
conjunto M, de fato a distancia discreta dy, definida no exemplo 3, torna o
par (M,dy), em que M # (), um espago métrico. Mais interessante é notar
que (RP,d;) e (RP,dw) também sao espagos métricos diferentes.

Em espacos normados ha uma maneira simples de definir uma distancia

relacionada com a norma. Para ver como, relembre a definicio de normal.

Definicao 3 Uma norma em um espaco vetorial real V é, por defini¢ao,
uma fungao || - || : V. — R que satisfaz:

N1 [w] >0, Vw e V.
N2 [wl| = Al ], Y(w, A) € V x B,
N3 [lu+w] < [lull + [[w], V(u, w) € V x V.

N4 [Jw] = 0 <= w = O.

Se || -] : V — R satisfaz N1, N2, N3 ela é chamada seminorma.
Um espaco normado €, por defini¢cdo, um par ordenado (V,|-]|), em que
V' € um espago vetorial (real ou complexo) e ||-|| € uma norma em V.

Como ja foi afirmado, uma norma permite definir uma distancia em V', como
se vé no resultado a seguir:

Fato 1 Seja || - | uma norma no espago vetorial V.. Entdod:V xV — R
definida como d(x,y) = ||z — y|| € uma distincia em V.

Se |||l € uma seminorma em V' entdo a fungdo d é uma pseudodistincia
em V.

Exercicio 2 Demonstre o fato 1.

Exemplo 4 AS DISTANCIAS dj E do, VISTAS NO EXEMPLO 2 ESTAO DE FATO
ASSOCIADAS AS NORMAS [|-||1 E ||/|cc DE RP DEFINIDAS RESPECTIVAMENTE
POR:

'De um ponto de vista formal, as definicdes de norma e seminoma apresentadas na
definicdo 3 sdo redundantes pois N1 é consequéncia de N2 e N3. Para ver isso aplique
N2, com A\ = 0, para obter ||O|| = 0 e, ainda de N2, agora com A\ = —1, conclua que,
para todo w em V, tem—se ||—w| = |Jw]|.

Ent&o para todo w de V, por N8, 0 = ||O|| = ||w + (—w)|| < 2||w|| e obtém-se N1. Apesar
disto, a definigdo 3 é quase uma unanimidade nos textos de matematica.



P
Izl = 2 sl & (2, @p)llee = sup{lgl, =1, p-
‘]:

DEIXA-SE AO LEITOR A TAREFA DE VERIFICAR QUE, DE FATO, ||-|1 E ||||oo
SAO NORMAS EM RP, £ UMA TAREFA SIMPLES.

Exemplo 5 CONSIDERE /«(N) O ESPAGO DAS SEQUENCIAS DE REAIS,
r = (¥p),  LIMITADAS (I.E. AQUELAS PARA AS QUAIS EXISTE M € R
TAL QUE, PARA TODO j, TEM-SE |z;| < M) COM A SOMA E O PRODUTO
POR ESCALARES REAIS HABITUAIS.

A FUNGAO ||z||sc = sup{|z;|, j € N*} DEFINE UMA NORMA EM /o (N).

DE FATO, COMO z E LIMITADA, {|z;|, j € N} TEM SUPREMO O QUE
MOSTRA ESTAR ||-||cc BEM DEFINIDA. ALEM DISSO, SAO DE VERIFICAGAO
IMEDIATA AS PROPRIEDADES N1, N2 E N4.

PARA VER QUE N3 VALE, TOME SEQUENCIAS LIMITADAS = = (Zp), oy
E Yy = (Yn),ew E NOTE QUE |z +ylloo = sup{|z; +y;|, j € N}. Como
PARA TODO j TEM-SE |z; + y;| < |2;| + |yj] < [|Z|loc + ||¥lloc, RESULTA DE
PRONTO QUE ||Z]|oc + ||¥|lcc E UM MAJORANTE DE {|z; + y;|, j € N} 0 QUE
IMPLICA EM N3.

A DISTANCIA ASSOCIADA A ||-||lso E doo(,y) = sup{|z; — y;|, 7 € N}.

AssiM, SE j € N E ¢; E A SEQUENCIA (x{,...,x%,...) DEFINIDA POR
2, =0SEn #jE x; = 1, ENTAO |lejllo = 1 E, SE ¢ # j, TEM-SE
doo(el-,ej) =1.

Exemplo 6 CONSIDERE ¢1(N) O ESPACO VETORIAL DAS SEQUENCIAS DE
o0
ABSOLUTAMENTE SOMAVEIS (L.E., TAIS QUE Y |2,

n=1

CONVERGE) COM A SOMA E O PRODUTO POR ESCALARES REAIS USUAIS.

REAIS, T = (Tpn), s

oo
NESSE ESPACO A FUNCAO ||z|[1 = ) |zj| DEFINE UMA NORMA.
n=1

Distancias associadas a normas tem algumas propriedades geométricas in-
teressantes, duas delas sao explicitadas no exercicio a seguir.

Exercicio 3 Considere em um espago vetorial real V', uma norma ||-|| e d
a distancia associada a essa norma. Prove que:

(i) Para todos (z,y) € V xV e X € R, tem-se d(A\x, \y) = |A|d(z,y).

(ii) Se x, y e z sao pontos de V entao d(x + z,y + z) = d(x,y).



A nocgao de convexidade em espacos vetoriais, basica para muitos problemas,
serd introduzida a seguir.

Comega-se por notar que em um espago vetorial real a nocao de segmento
de reta é algo natural.

Definicao 4 Seja V' um espaco vetorial real. Se x e y sao pontos de V
o segmento de reta de extremidades x e y, representado por Ty, €, por de-
fini¢cdo, o subconjunto de V dado por {z €V :z= x4+ (1—-Ny, A €0,1]}

A trivialidade a seguir mostra uma outra maneira de considerar Ty.

Exercicio 4 Mostre que se x ey sdo pontos do espaco vetorial real V' entao
zy={z€Viz=x+ ANy —x), Ae[0,1]}.

Um resultado, ja esperado, é enunciado no exercicio a seguir.

Exercicio 5 Se d ¢ uma distancia no espaco vetorial real V associada a
uma norma ||-|| entdo, para todo par (z,y) em V xV e todo z € Ty, tem—se
d(z,y) = d(z,z) + d(z,y).

Apesar do apelo geométrico evidente das propriedades enunciadas no exercicio
anterior, nao é verdade que essa propriedade vale para todas as distancias
em V, de fato é imediato que a distancia discreta nao tem a propriedade
enunciada no exercicio 5, se vocé quiser um exemplo menos “radical”’veja o
que se segue:

Exercicio 6 Considere d uma distancia qualquer em M e f : M — M
uma fungdo injetora.

(a) Prove que dy : M x M — R dada por ds(x,y) = d(f(x), f(y)) € uma
distancia em M.

(b) Mostre que

L1, sex#0ey#0,
B ]%|, sex#0ey=0,
d(l’ay)_ ’%L sex=0ey#0,
0, sex=y=0

é a distancia induzida em R pela fungio f(z) =1, sex #0 e f(0) =0.

(c) Mostre que na distancia definida no item anterior tem-se d(0,1) = 1,
mas d(0, %) = 2. Conclua que entdo essa distancia nao satisfaz a pro-
priedade enunciada no exercicio 5 (em consequéncia tem-se que d nao
estd associada a nenhuma norma em R).



Agora a prometida definicdo de convexidade

Definicao 5 Um subconjunto K de um espago vetorial real V € convexo se,
por defini¢do, para todos os x e y em K, tem—se Ty C K.

Observe que a noc¢ao de convexidade independe da nocao de distancia, em
um certo sentido pode dizer-se que o conceito de convexidade é o mais
geométrico que hd em espagos vetoriais sobre R. Talvez nao surpreenda
que seja um dos conceitos de maior relevancia em matemadtica, tento em
termos de “aplicacdes”, como em questoes “abstratas”.

Nesta disciplina nao serd feito um estudo aprofundado sobre convexi-
dade, nem mesmo no contexto dos espacos RP, o assunto é tratado, com
muito detalhe e profundidade em textos de andlise convexa, por exemplo, no
iconico livro Convex Analysis de R. Rockafellar, uma abordagem diferente
do assunto, com destaque a aspectos ligados a tépicos geométricos em R?
e R3 pode ser encontrada no texto de H. Eggleston, Problems in Euclidean
Space: Application of Convexity.

Para os objetivos desta disciplina, convexidade aparecera com destaque
ao estudar a desigualdade do valor médio para fungoes diferenciaveis de R?
em RY, os seguintes exercicios serao tuteis ali.

Exercicio 7 Prove que um subconjunto de R € convexo se, e apenas se, for
um intervalo.

Exercicio 8 Seja || || uma norma no espago vetorial real V. Prove que se
xeVer>0entio{yecV:|y—z| <r} éum subconjunto convexo de V.

Uma classe importante de espacos normados é a formada pelos espagos
com produto interno, definida a seguir.

Definicao 6 Um produto interno em um espaco vetorial real V' €, por de-

fini¢ao, uma funcao (-,-) : V. xV — R tal que:
PI1 (z+y,2) = (x,2) + (y,2), V(z,y,2) e VXV x V.
PI2 (\z,y) = XNz,y), V(z,y,A) € V x V x R,
PI3 (x,y) = (y,z), V(x,y) € V x V.

(

PI4 (x,z) >0,Vz € V\ {O}.



E imediato perceber que (O,z) =0, para todo z € V.

Exemplo 7 UMA MATRIZ REAL M DE ORDEM p X p, SIMETRICA, E CHA-
MADA DEFINIDA POSITIVA SE, POR DEFINIGAO, x'Mx > 0, PARA TODO
VETOR (COLUNA) z € RP.

SE M £ UMA MATRIZ DEFINIDA POSITIVA DE ORDEM p X p ENTAO

<x7y>kf = thl‘, V(m,y) eV xV

DEFINE UM PRODUTO INTERNO EM RP.
A VERIFICAGAO QUE (,y),, SATISFAZ AS PROPRIEDADES DE PRODUTO
INTERNO E SIMPLES E DEIXADA A CARGO DO LEITOR.

O exemplo anterior representa todos os possiveis produtos internos em RP

no seguinte sentido, se (-,-) é um produto interno em RP, entao existe uma
matriz M simétrica, de ordem p X p, definida positiva tal que, para todo
(z,y) € R? x R?, tem-se (z,y) = y'Mz.

Para ver isto, tome um produto interno (-,-) em RP, considere a base
canonica {eq,...,e,} de RP, e defina g;; = (e;,€ej). Um célculo direto mos-
tra que, se M = [g;;], entdo M ¢ simétrica, definida positivae (z,y) = y* M.
Por exemplo, o produto interno usual em R? corresponde & matriz identi-
dade.

Todo produto interno define uma norma, como se vé no resultado a
seguir.

Fato 2 Sejam V' um espago vetorial real e (-,-) um produto interno em V,
entao a fungao ||v]| = \/(v,v), v € V, define uma norma em V.

O ponto central para provar este resultado é a célebre desigualdade de Cau-
chy—Schwarz.

Fato 3 (Desigualdade de Cauchy—Schwarz) Com as notagédes usadas
no enunciado do fato 2 tem-se

[z, )| < [lzllllyll, ¥(z,y) € V x V. (1)

Além disso, a igualdade acontece em (1) se, e apenas se, {x,y} é um sub-
conjunto linearmente dependente de V.

Demonstracao: (Do fato 3)

Como [(x,y)| e ||z]/||ly|| sdo reais maiores ou iguais a zero, para provar
(1) basta demonstrar que |{z,y)|? < ||z|]?|ly||?, V(z,y) € V x V.

Se z = O, é imediato que a desigualdade (1) torna—se uma igualdade.



Agora, fixe x € V\ {0}, y € V e defina p(\) = Az +y, Az +y), A € R.

Pelas propriedades (PI1), (PI2) e (PI3) de produto interno vem que
p(\) = [|2]|?A% + 2(z, y)A + ||y||?, ou seja p(-) é um polinémio de grau dois
em R (pois ||z]| > 0) e, de (P4), segue-se de pronto que, para todo A € R,
tem-—se p(A) > 0.

Portanto, A = 4(x,y)? — 4||z||?|ly||?>, o descriminante de p(-), deve ser
menor ou igual a zero, mas A < 0 é equivalente a (x,y)? < ||z]|?[|y|?, o que,
como ja observado, implica a desigualdade desejada.

Suponha agora que (z,y) € V x V e vale a igualdade em (1), se z = O,
claro que {z,y} é um subconjunto linearmente dependente de V. Se = # O,
entdo o polinémio de grau dois p(-) considerado acima tem descriminante
igual a zero, entdo existe A € R tal que p(\) = 0, portanto Az +y = O e,
mais uma vez, tem-se que {x,y} é linearmente dependente.

Deixa—se ao leitor a tarefa de provar que, se x e y sao linearmente de-
pendentes, entdo vale a igualdade em (1). |

Exercicio 9 Faca a demonstracao do fato 1.

Exemplo 8 CONSIDERE EM R? AO PRODUTO INTERNO USUAL, I.E. PARA
p
z=(x1,...,2p) Ey = (y1,...,Yp), DEFINA (z,y) = Y x;y;.
j=1
A ESTE PRODUTO INTERNO FICA ASSOCIADA A NORMA PITAGORICA EM

p
RP, DADA POR |z, = [ 3 |z;]*
j=1

Neste exemplo a desigualdade de Cauchy-Schwarz toma a forma particular?

p

p p
> lzys) < \/Z |93j|2 > |yj|2, para todos os reais z1,...,Zp, Y1, .., Yp-
j=1 j=1 j=1

As normas apresentadas até aqui em RP relacionam-se entre si de modo
simples, como sera visto no proximo exercicio.

Exercicio 10 Mostre que para todo x € RP tem—se:

(i) llzllos < llzll, < pllzllec (equivalente a ;llzll, < [l < |2, )-

(ii) alloo < ll2ll, < v/Bllzloo (equivalente a “P|z], < ||alloo < l|2]l,):

(iii) ||zll, < ll2]l, < plall, (equivalente a YP||z|, < ||, < ||z, ).

\ P P P
2As vezes esta desigualdade aparece na forma (3 |z;;)2 < 32 Jzi]* 32 |ys)°.
j=1 j=1 j=1



Exercicio 11 Faga um esboco dos subconjuntos do plano

{zeR?: ], <1}, {z € R?: |z, <1}, {2 € R?: ||2f|oo < 1}

e mostre que as desigualdades obtidas no exercicio 10 nao podem ser me-
lhoradas (p. exr. se a >0 eb > 0 sdo tais que, para todo x € RP tem-se
allzlleo < ||z]l, < bl|2z]|co, entdo a <1 eb>p).

Exemplo 9 SEJA C = {f:[a,b] — R: f £ CONTINUA} E CONSIDERE
MESSE ESPAGO VETORIAL O PRODUTO INTERNO

(f,9) = [ f(t)g(t)dt.

Q=

Com esse produto interno o espaco acima é representado pelo simbolo

b
C,,([a,b]), a norma introduzida nele é [|f||, = 4/ [ |f(t)|*dt e a desigual-

dade de Cauchy—Schwarz expressa que, para todo par de funcoes continuas
(f,9) vale que

f| \ﬁ<¢ﬂf!ﬁfw

(ou, de nodo equivalente, (f| F®)g@®)|dt)” < [1£(0)] dtf lg(t)|"dt).

a

A geometria de espagos com produto interno é um assunto interessante e
com vastas aplicacoes, nesta disciplina serao vistas algumas, em especial no
contexto de RP com o produto interno usual (veja o exemplo 8), o exercicio
a seguir mostra algumas propriedades bésicas desse tema em um espaco
qualquer.

Exercicio 12 Considere V. um espago wetorial real com produto interno
() eseja ||, a norma associada a esse produto interno. Prove que, para
todo (z,y) € V. xV, tem-se

(i) [Teorema de Pitagoras]:
o+ 912 = 2l + lyll2 < (z,y) = 0.
(ii) [ldentidade do Paralelogramo]:

2 o2 2 2
o+ I12 +lle —yl12 = 2(l]2 + [y]2)-



As duas propriedades enunciadas no exercicio 12 tém ampla aplicagao, o
Teorema de Pitagoras dispensa comentarios, a segunda propriedade pode ser
enunciada como em um espaco com produto interno a soma dos quadrados dos
comprimentos das diagonais de um paralelogramo é igual a soma dos quadrados
dos comprimentos dos seus lados.

A identidade do paralelogramo caracteriza normas associadas a produtos
internos, pois vale o seguinte resultado:

Fato 4 Suponha que ||-|| € uma norma no espago vetorial real V' que satisfaz
a identidade do paralelogramo, i.e., para todo par (z,y) € V x V, tem-se
lz +y||? + [|= — y||> = 2(||z||® + ||y||?), entdo ||| é a norma associada a um
produto interno definido em V.

Demonstragao: Considere (z,y) € VxV e defina p(z, y)
A ideia é provar que p tem todas as propriedades de um produto interno.
Veja que:

I 7 e 1
5 .

(i) 2p(z,x) = |122] = 2[|z||* = 2||z[|* > 0, Vz € V' \ {O}.
(i) p(z,y) =p(y,z), V(z,y) € V x V.
(iii) P(z,0)=0, Vo eV

_ eyl =lel=lyl? _ 15+5 49—l llyll?

(iv) p(z,y) = 2p(3,y), de fato, p(z,y) > 5
agora faca u = 5 +y, v = § e use a identidade do paralelogramo para
ver que |15+ 5 + |2 = 2(y + 52 + [5]12) ~ [}y, portanto tem-se

[l z

pla,y) = lly+ 5117+ 11517 = ll* = 5= = 2p(5, ).

(v) A prova da propriedade aditiva de p, i.e., p(x,y+2) = p(x,y) + p(x, 2)
pode ser feita a partir de (iv), use que p(z,y) = 2p(5,y) e p(z, z) =
2p(5,2), some estas identidades e, com o auxilio da identidade do pa-
ralelogramo, obtenha a propriedade desejada (os detalhes sao deixados
a cargo do leitor como exercicio).

Resta entao demonstrar a homogeneidade de p, i.e. p(Az,y) = A\p(x,y), para
todo (A\,z,y) e Rx V x V.

Isto sera feito em etapas, a maior parte simples, mas a ideia geral é
interessante.

Fixe (z,y) € V x V e veja que:

10
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(D)

(IT)

(111)

(Iv)

Da aditividade, segue—se de pronto que p(2z,y) = 2p(z,y). Entao,
um procedimento direto por inducao mostra que, para todo n € N,
tem-se p(nz,y) = np(z,y).

Tome agora g € N* e use (I) com £ no lugar de z para concluir que

p(%x,y) = %p(a:,y), para todo (n, qls € Nx N* e todo (z,y) € V x V.

Como p(O,y) = 0 e vale a aditividade tem—se que 0 = p(z — z,y) =
p(:ﬂ,y) +p(*$,y), ie. p(*(B,CC) = *p(% y)a para todo (l’,y) eVxV.

De (III) e (II) vem que, se (1, z,y) € QxV xV, entao p(rz,y) = rp(z,y).
Isto mostra a homogeneidade desejada para escalares racionais, para
concluir a demonstracao pode—se usar agora a densidade de Q em R

e um argumento de continuidade da fungdo A — p(Az,y). O que se
fard a seguir (em (V)) pode ser visto como uma prova da continuidade
dessa fungao.

A desigualdade de Cauchy-Schwarz: Seréd provado neste ponto que, se
(,y) € V x V entéao [p(z,y)| < [lz[| ||y[|-

Isso é 6bvio se x = O entdo, considere z # O e defina f(\) =
p(Ax +y, \r+y), e R.

Pela positividade de p, tem—se que f(\) > 0, além disso, pela adi-
tividade e de p e pela homogeneidade dessa funcao para escalares
racionais, segue—se de imediato que, para r € Q, tem-—se f(r) =
p(x, )1 + 2rp(z,y) + p(y, y)-

Assim, para todo r € Q, tem-se g(r) = p(z, 2)r>+2rp(z,y)+p(y, y) >
0. Como = # O entdo p(z,r) = ||z||* > 0, portanto g é um polinémio
de grau 2 e g(r) > 0, para todo racional r. Isso mostra que g(t) > 0,
para todo t € R, segue-se que o discriminante de g é menor ou igual a
zero. Agora, basta ver que p(y, y) = ||y||* para concluir a desigualdade
desejada.

Por fim, use a desigualdade de Cauchy—Schwarz para concluir que, se
A€ RereQ, tem—se, para todo par (z,y) € V x V, que

lp(Az,y) — p(ra,y)| = [p((A =)z, y)| < (A =r| =]yl

Isso mostra que, se r, é uma sequéncia de racionais com limite A,
n—oo

entdo p(r,z,y) — p(Az,y), como p(r,z,y) = rap(x,y) — Ap(x,y),
segue-se p(Azr,y) = Ap(z,y). |
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A identidade do paralelogramo pode ser usada para demonstrar que uma
certa norma nao estd associada a um produto interno, por exemplo, em RP
a norma ||-||s ndo provem de um produto interno, pois, caso contrario valeria
a identidade do paralelogramo, e se z = (1,0,...,0,,0), y = (0,0,...,0,1),
um céalculo imediato mostra que isso nao acontece.

Os exercicios abaixo exploram essa ideia.

Exercicio 13 Mostre que em RP a norma |-||, nao provem de um produto
mterno.

Exercicio 14 Decida se no espago normado {s(N) visto no exemplo 5 a
norma estd associada a wm produto interno.
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