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Resumo

Introduz-se a linguagem básica sobre espaços métricos e apresentam–
se alguns exemplos.

1 Definições Básicas e Propriedades Iniciais

Nestas notas de aula R é o conjunto dos números reais com as operações e
definições usuais que o tornam um corpo ordenado completo. Vai–se consi-
derar que o conjunto dos naturais, N tem 0 como seu menor elemento e N∗

será o conjunto N \ {0}. Além disso, R+ representará o conjunto dos reais
positivos, i.e., R+ = {x ∈ R : x ≥ 0} e R++ denotará o conjunto dos reais
estritamente positivos, i.e., R++ = R+ \ {0}.

Definição 1 Seja M um conjunto, M ̸= ∅, uma distância em M é uma
função d : M ×M −→ R tal que:

(i) Para todo par (x, y) ∈ M ×M tem–se d(x, y) ≥ 0.

(ii) Para todo x ∈ M tem–se d(x, x) = 0.

(iii) Para todo par (x, y) ∈ M ×M tem–se d(x, y) = d(y, x).

(iv) Para todos os x, y e z em M tem–se d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y).

(v) Se d(x, y) = 0 então x = y.

∗Culpa destas notas existirem? A pandemia do Covid-19. . .
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Observação 1 Uma função d : M ×M −→ R que satisfaz as propriedades
de (i) a (iv) da definição anterior (mas não necessariamente (v)) é chamada
pseudodistância em M .

Por exemplo, se M é o conjunto das funções f : [0, 1] −→ R que são

Riemman integráveis no sentido próprio, então d(f, g) =
1∫
0

|f(t)− g(t)| dt é

uma pseudodistância em M , mas não é uma distância nesse conjunto (prove
estas afirmações como um exerćıcio).

A respeito de pseudodistâncias em M veja o apêndice final destas notas de
aula.

Exemplo 1 Em R a função d(x, y) = |x− y| é uma distância (prove
como exerćıcio). A menos de menção expĺıcita em contrário,
vai–se supor sempre que o conjunto dos reais está munido dessa
distância.

Exemplo 2 Considere p ∈ N e seja

Rp = {(x1, . . . , xp) : xj ∈ R, ∀j ∈ {1, . . . , p}}.

A função d1 : Rp × Rp −→ R definida por

d1((x1, . . . , xp), (y1, . . . , yp)) =
p∑

j=1
|xj − yj |

é uma distância em Rp. Isto decorre de forma imediata das pro-
priedades da função valor absoluto em R.

Segue-se também, de modo simples, dessas propriedades que
d∞ : Rp × Rp −→ R definida por

d∞((x1, . . . , xp), (y1, . . . , yp)) = sup{|xj − yj |, j ∈ {1, . . . , p}}

é outra distância em Rp.

Exerćıcio 1 Demonstre que d1 e d∞ definidas no exemplo 2 de fato são
distâncias em Rp.

Exemplo 3 Considere um conjunto M ̸= ∅. É trivial ver que
d0 : M ×M −→ R dada por d0(x, x) = 0 e, se x ̸= y, d0(x, y) = 1 é uma
distância em M . Diz-se que d0 é a distância discreta em M .
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Definição 2 Um espaço métrico é, por definição, um para ordenado (M,d)
em que M é um conjunto diferente do conjunto vazio e d é uma distância
em M .

Note que pode haver mais de uma distância definida em um determinado
conjunto M , de fato a distância discreta d0, definida no exemplo 3, torna o
par (M,d0), em que M ̸= ∅, um espaço métrico. Mais interessante é notar
que (Rp, d1) e (Rp, d∞) também são espaços métricos diferentes.

Em espaços normados há uma maneira simples de definir uma distância
relacionada com a norma. Para ver como, relembre a definição de norma1.

Definição 3 Uma norma em um espaço vetorial real V é, por definição,
uma função ∥ · ∥ : V −→ R que satisfaz:

N1 ∥w∥ ≥ 0, ∀w ∈ V .

N2 ∥λw∥ = |λ| ∥w∥, ∀(w, λ) ∈ V × R.

N3 ∥u+ w∥ ≤ ∥u∥+ ∥w∥, ∀(u,w) ∈ V × V .

N4 ∥w∥ = 0 ⇐⇒ w = O.

Se ∥ · ∥ : V −→ R satisfaz N1, N2, N3 ela é chamada seminorma.
Um espaço normado é, por definição, um par ordenado (V, ∥·∥), em que

V é um espaço vetorial (real ou complexo) e ∥·∥ é uma norma em V .

Como já foi afirmado, uma norma permite definir uma distância em V , como
se vê no resultado a seguir:

Fato 1 Seja ∥ · ∥ uma norma no espaço vetorial V . Então d : V × V −→ R
definida como d(x, y) = ∥x− y∥ é uma distância em V .

Se ∥ ·∥ é uma seminorma em V então a função d é uma pseudodistância
em V .

Exerćıcio 2 Demonstre o fato 1.

Exemplo 4 As distâncias d1 e d∞ vistas no exemplo 2 estão de fato
associadas às normas ∥·∥1 e ∥·∥∞ de Rp definidas respectivamente
por:

1De um ponto de vista formal, as definições de norma e seminoma apresentadas na
definição 3 são redundantes pois N1 é consequência de N2 e N3. Para ver isso aplique
N2, com λ = 0, para obter ∥O∥ = 0 e, ainda de N2, agora com λ = −1, conclua que,
para todo w em V , tem–se ∥−w∥ = ∥w∥.
Então para todo w de V , por N3, 0 = ∥O∥ = ∥w + (−w)∥ ≤ 2∥w∥ e obtém–se N1. Apesar
disto, a definição 3 é quase uma unanimidade nos textos de matemática.
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∥(x1, . . . , xp)∥1 =
p∑

j=1
|xj | e ∥(x1, . . . , xp)∥∞ = sup{|xj |, j = 1, . . . , p}.

Deixa–se ao leitor a tarefa de verificar que, de fato, ∥·∥1 e ∥·∥∞
são normas em Rp, é uma tarefa simples.

Exemplo 5 Considere ℓ∞(N) o espaço das sequências de reais,
x = (xn)n∈N∗ limitadas (i.e. aquelas para as quais existe M ∈ R
tal que, para todo j, tem–se |xj | ≤ M) com a soma e o produto
por escalares reais habituais.

A função ∥x∥∞ = sup{|xj |, j ∈ N∗} define uma norma em ℓ∞(N).
De fato, como x é limitada, {|xj |, j ∈ N} tem supremo o que

mostra estar ∥·∥∞ bem definida. Além disso, são de verificação
imediata as propriedades N1, N2 e N4.

Para ver que N3 vale, tome sequências limitadas x = (xn)n∈N

e y = (yn)n∈N e note que ∥x+ y∥∞ = sup{|xj + yj |, j ∈ N}. Como
para todo j tem–se |xj + yj | ≤ |xj |+ |yj | ≤ ∥x∥∞ + ∥y∥∞, resulta de
pronto que ∥x∥∞+∥y∥∞ é um majorante de {|xj + yj |, j ∈ N} o que
implica em N3.

A distância associada a ∥·∥∞ é d∞(x, y) = sup{|xj − yj |, j ∈ N}.
Assim, se j ∈ N e ej é a sequência (xj1, . . . , x

j
n, . . .) definida por

xjn = 0 se n ̸= j e xjj = 1, então ∥ej∥∞ = 1 e, se i ̸= j, tem–se
d∞(ei, ej) = 1.

Exemplo 6 Considere ℓ1(N) o espaço vetorial das sequências de

reais, x = (xn)n∈N∗ , absolutamente somáveis (i.e., tais que
∞∑
n=1

|xn|

converge) com a soma e o produto por escalares reais usuais.

Nesse espaço a função ∥x∥1 =
∞∑
n=1

|xj | define uma norma.

Distâncias associadas a normas tem algumas propriedades geométricas in-
teressantes, duas delas são explicitadas no exerćıcio a seguir.

Exerćıcio 3 Considere em um espaço vetorial real V , uma norma ∥·∥ e d
a distância associada a essa norma. Prove que:

(i) Para todos (x, y) ∈ V × V e λ ∈ R, tem–se d(λx, λy) = |λ|d(x, y).

(ii) Se x, y e z são pontos de V então d(x+ z, y + z) = d(x, y).
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A noção de convexidade em espaços vetoriais, básica para muitos problemas,
será introduzida a seguir.

Começa-se por notar que em um espaço vetorial real a noção de segmento
de reta é algo natural.

Definição 4 Seja V um espaço vetorial real. Se x e y são pontos de V
o segmento de reta de extremidades x e y, representado por xy, é, por de-
finição, o subconjunto de V dado por {z ∈ V : z = λx+(1−λ)y, λ ∈ [0, 1]}

A trivialidade a seguir mostra uma outra maneira de considerar xy.

Exerćıcio 4 Mostre que se x e y são pontos do espaço vetorial real V então
xy = {z ∈ V : z = x+ λ(y − x), λ ∈ [0, 1]}.

Um resultado, já esperado, é enunciado no exerćıcio a seguir.

Exerćıcio 5 Se d é uma distância no espaço vetorial real V associada a
uma norma ∥·∥ então, para todo par (x, y) em V × V e todo z ∈ xy, tem–se
d(x, y) = d(x, z) + d(z, y).

Apesar do apelo geométrico evidente das propriedades enunciadas no exerćıcio
anterior, não é verdade que essa propriedade vale para todas as distâncias
em V , de fato é imediato que a distância discreta não tem a propriedade
enunciada no exerćıcio 5, se você quiser um exemplo menos “radical”veja o
que se segue:

Exerćıcio 6 Considere d uma distância qualquer em M e f : M −→ M
uma função injetora.

(a) Prove que df : M ×M −→ R dada por df (x, y) = d(f(x), f(y)) é uma
distância em M .

(b) Mostre que

d(x, y) =


| 1x − 1

y |, se x ̸= 0 e y ̸= 0,

| 1x |, se x ̸= 0 e y = 0,
| 1y |, se x = 0 e y ̸= 0,

0, se x = y = 0

é a distância induzida em R pela função f(x) = 1
x , se x ̸= 0 e f(0) = 0.

(c) Mostre que na distância definida no item anterior tem–se d(0, 1) = 1,
mas d(0, 12) = 2. Conclua que então essa distância não satisfaz a pro-
priedade enunciada no exerćıcio 5 (em consequência tem-se que d não
está associada a nenhuma norma em R).
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Agora a prometida definição de convexidade

Definição 5 Um subconjunto K de um espaço vetorial real V é convexo se,
por definição, para todos os x e y em K, tem–se xy ⊂ K.

Observe que a noção de convexidade independe da noção de distância, em
um certo sentido pode dizer-se que o conceito de convexidade é o mais
geométrico que há em espaços vetoriais sobre R. Talvez não surpreenda
que seja um dos conceitos de maior relevância em matemática, tento em
termos de “aplicações”, como em questões “abstratas”.

Nesta disciplina não será feito um estudo aprofundado sobre convexi-
dade, nem mesmo no contexto dos espaços Rp, o assunto é tratado, com
muito detalhe e profundidade em textos de análise convexa, por exemplo, no
icônico livro Convex Analysis de R. Rockafellar, uma abordagem diferente
do assunto, com destaque a aspectos ligados a tópicos geométricos em R2

e R3 pode ser encontrada no texto de H. Eggleston, Problems in Euclidean
Space: Application of Convexity.

Para os objetivos desta disciplina, convexidade aparecerá com destaque
ao estudar a desigualdade do valor médio para funções diferenciáveis de Rp

em Rq, os seguintes exerćıcios serão úteis ali.

Exerćıcio 7 Prove que um subconjunto de R é convexo se, e apenas se, for
um intervalo.

Exerćıcio 8 Seja ∥ ∥ uma norma no espaço vetorial real V . Prove que se
x ∈ V e r > 0 então {y ∈ V : ∥y − x∥ < r} é um subconjunto convexo de V .

Uma classe importante de espaços normados é a formada pelos espaços
com produto interno, definida a seguir.

Definição 6 Um produto interno em um espaço vetorial real V é, por de-
finição, uma função ⟨·, ·⟩ : V × V −→ R tal que:

PI1 ⟨x+ y, z⟩ = ⟨x, z⟩+ ⟨y, z⟩, ∀(x, y, z) ∈ V × V × V .

PI2 ⟨λx, y⟩ = λ⟨x, y⟩, ∀(x, y, λ) ∈ V × V × R.

PI3 ⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩, ∀(x, y) ∈ V × V .

PI4 ⟨x, x⟩ > 0, ∀x ∈ V \ {O}.

6



É imediato perceber que ⟨O, x⟩ = 0, para todo x ∈ V .

Exemplo 7 Uma matriz real M de ordem p× p, simétrica, é cha-
mada definida positiva se, por definição, xtMx > 0, para todo
vetor (coluna) x ∈ Rp.

Se M é uma matriz definida positiva de ordem p× p então

⟨x, y⟩M = ytMx, ∀(x, y) ∈ V × V

define um produto interno em Rp.
A verificação que ⟨x, y⟩M satisfaz as propriedades de produto

interno é simples e deixada a cargo do leitor.

O exemplo anterior representa todos os posśıveis produtos internos em Rp

no seguinte sentido, se ⟨·, ·⟩ é um produto interno em Rp, então existe uma
matriz M simétrica, de ordem p × p, definida positiva tal que, para todo
(x, y) ∈ Rp × Rp, tem–se ⟨x, y⟩ = ytMx.

Para ver isto, tome um produto interno ⟨·, ·⟩ em Rp, considere a base
canônica {e1, . . . , ep} de Rp, e defina gij = ⟨ei, ej⟩. Um cálculo direto mos-
tra que, seM = [gij ], entãoM é simétrica, definida positiva e ⟨x, y⟩ = ytMx.
Por exemplo, o produto interno usual em Rp corresponde à matriz identi-
dade.

Todo produto interno define uma norma, como se vê no resultado a
seguir.

Fato 2 Sejam V um espaço vetorial real e ⟨·, ·⟩ um produto interno em V ,
então a função ∥v∥ =

√
⟨v, v⟩, v ∈ V , define uma norma em V .

O ponto central para provar este resultado é a célebre desigualdade de Cau-
chy–Schwarz.

Fato 3 (Desigualdade de Cauchy–Schwarz) Com as notações usadas
no enunciado do fato 2 tem–se

|⟨x, y⟩| ≤ ∥x∥∥y∥, ∀(x, y) ∈ V × V. (1)

Além disso, a igualdade acontece em (1) se, e apenas se, {x, y} é um sub-
conjunto linearmente dependente de V .

Demonstração: (Do fato 3)
Como |⟨x, y⟩| e ∥x∥∥y∥ são reais maiores ou iguais a zero, para provar

(1) basta demonstrar que |⟨x, y⟩|2 ≤ ∥x∥2∥y∥2, ∀(x, y) ∈ V × V .
Se x = O, é imediato que a desigualdade (1) torna–se uma igualdade.
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Agora, fixe x ∈ V \ {O}, y ∈ V e defina p(λ) = ⟨λx+ y, λx+ y⟩, λ ∈ R.
Pelas propriedades (PI1), (PI2) e (PI3) de produto interno vem que

p(λ) = ∥x∥2λ2 + 2⟨x, y⟩λ + ∥y∥2, ou seja p(·) é um polinômio de grau dois
em R (pois ∥x∥ > 0) e, de (P4), segue–se de pronto que, para todo λ ∈ R,
tem–se p(λ) ≥ 0.

Portanto, ∆ = 4⟨x, y⟩2 − 4∥x∥2∥y∥2, o descriminante de p(·), deve ser
menor ou igual a zero, mas ∆ ≤ 0 é equivalente a ⟨x, y⟩2 ≤ ∥x∥2∥y∥2, o que,
como já observado, implica a desigualdade desejada.

Suponha agora que (x, y) ∈ V × V e vale a igualdade em (1), se x = O,
claro que {x, y} é um subconjunto linearmente dependente de V . Se x ̸= O,
então o polinômio de grau dois p(·) considerado acima tem descriminante
igual a zero, então existe λ ∈ R tal que p(λ) = 0, portanto λx + y = O e,
mais uma vez, tem–se que {x, y} é linearmente dependente.

Deixa–se ao leitor a tarefa de provar que, se x e y são linearmente de-
pendentes, então vale a igualdade em (1).

Exerćıcio 9 Faça a demonstração do fato 1.

Exemplo 8 Considere em Rp ao produto interno usual, i.e. para

x = (x1, . . . , xp) e y = (y1, . . . , yp), defina ⟨x, y⟩ =
p∑

j=1
xjyj.

A este produto interno fica associada a norma pitagórica em

Rp, dada por ∥x∥2 =

√
p∑

j=1
|xj |2.

Neste exemplo a desigualdade de Cauchy–Schwarz toma a forma particular2

p∑
j=1

|xjyj | ≤
√

p∑
j=1

|xj |2
p∑

j=1
|yj |2, para todos os reais x1, . . . , xp, y1, . . . , yp.

As normas apresentadas até aqui em Rp relacionam–se entre si de modo
simples, como será visto no próximo exerćıcio.

Exerćıcio 10 Mostre que para todo x ∈ Rp tem–se:

(i) ∥x∥∞ ≤ ∥x∥1 ≤ p∥x∥∞ (equivalente a 1
p∥x∥1 ≤ ∥x∥∞ ≤ ∥x∥1).

(ii) ∥x∥∞ ≤ ∥x∥2 ≤ √
p∥x∥∞ (equivalente a

√
p
p ∥x∥2 ≤ ∥x∥∞ ≤ ∥x∥2).

(iii) ∥x∥2 ≤ ∥x∥1 ≤ √
p∥x∥2 (equivalente a

√
p
p ∥x∥1 ≤ ∥x∥2 ≤ ∥x∥1).

2Às vezes esta desigualdade aparece na forma (
p∑

j=1

|xjyj |)2 ≤
p∑

j=1

|xj |2
p∑

j=1

|yj |2.
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Exerćıcio 11 Faça um esboço dos subconjuntos do plano

{x ∈ R2 : ∥x∥1 ≤ 1}, {x ∈ R2 : ∥x∥2 ≤ 1}, {x ∈ R2 : ∥x∥∞ ≤ 1}

e mostre que as desigualdades obtidas no exerćıcio 10 não podem ser me-
lhoradas (p. ex. se a > 0 e b > 0 são tais que, para todo x ∈ Rp tem–se
a∥x∥∞ ≤ ∥x∥1 ≤ b∥x∥∞, então a ≤ 1 e b ≥ p).

Exemplo 9 Seja C = {f : [a, b] −→ R : f é cont́ınua} e considere
messe espaço vetorial o produto interno

⟨ f, g ⟩ =
b∫
a
f(t)g(t)dt.

Com esse produto interno o espaço acima é representado pelo śımbolo

CL2
([a, b]), a norma introduzida nele é ∥f∥2 =

√
b∫
a
|f(t)|2dt e a desigual-

dade de Cauchy–Schwarz expressa que, para todo par de funções cont́ınuas
(f, g) vale que

b∫
a
|f(t)g(t)|dt ≤

√
b∫
a
|f(t)|2dt

b∫
a
|g(t)|2dt

(ou, de nodo equivalente, (
b∫
a
|f(t)g(t)|dt)2 ≤

b∫
a
|f(t)|2dt

b∫
a
|g(t)|2dt).

A geometria de espaços com produto interno é um assunto interessante e
com vastas aplicações, nesta disciplina serão vistas algumas, em especial no
contexto de Rp com o produto interno usual (veja o exemplo 8), o exerćıcio
a seguir mostra algumas propriedades básicas desse tema em um espaço
qualquer.

Exerćıcio 12 Considere V um espaço vetorial real com produto interno
⟨ ·, · ⟩ e seja ∥·∥⟨⟩ a norma associada a esse produto interno. Prove que, para
todo (x, y) ∈ V × V , tem–se

(i) [Teorema de Pitágoras]:

∥x+ y∥2
⟨⟩
= ∥x∥2

⟨⟩
+ ∥y∥2

⟨⟩
⇐⇒ ⟨x, y ⟩ = 0.

(ii) [Identidade do Paralelogramo]:

∥x+ y∥2
⟨⟩
+ ∥x− y∥2

⟨⟩
= 2(∥x∥2

⟨⟩
+ ∥y∥2

⟨⟩
).
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As duas propriedades enunciadas no exerćıcio 12 têm ampla aplicação, o
Teorema de Pitágoras dispensa comentários, a segunda propriedade pode ser
enunciada como em um espaço com produto interno a soma dos quadrados dos
comprimentos das diagonais de um paralelogramo é igual à soma dos quadrados
dos comprimentos dos seus lados.

A identidade do paralelogramo caracteriza normas associadas a produtos
internos, pois vale o seguinte resultado:

Fato 4 Suponha que ∥·∥ é uma norma no espaço vetorial real V que satisfaz
a identidade do paralelogramo, i.e., para todo par (x, y) ∈ V × V , tem–se
∥x+ y∥2 + ∥x− y∥2 = 2(∥x∥2 + ∥y∥2), então ∥·∥ é a norma associada a um
produto interno definido em V .

Demonstração: Considere (x, y) ∈ V×V e defina p(x, y) = ∥x+y∥2−∥x∥2−∥y∥2
2 .

A ideia é provar que p tem todas as propriedades de um produto interno.
Veja que:

(i) 2p(x, x) = ∥2x∥2 − 2∥x∥2 = 2∥x∥2 > 0, ∀x ∈ V \ {O}.

(ii) p(x, y) = p(y, x), ∀(x, y) ∈ V × V .

(iii) P (x,O) = 0, ∀x ∈ V

(iv) p(x, y) = 2p(x2 , y), de fato, p(x, y) =
∥x+y∥2−∥x∥2−∥y∥2

2 =
∥x
2
+x

2
+y∥2−∥x∥2−∥y∥2

2 ,
agora faça u = x

2 + y, v = x
2 e use a identidade do paralelogramo para

ver que ∥x
2 + x

2 + y∥2 = 2(∥y + x
2∥

2 + ∥x
2∥

2)− ∥y∥2, portanto tem–se

p(x, y) = ∥y + x
2∥

2 + ∥x
2∥

2 − ∥y∥2 − ∥x∥2
2 = 2p(x2 , y).

(v) A prova da propriedade aditiva de p, i.e., p(x, y+ z) = p(x, y)+p(x, z)
pode ser feita a partir de (iv), use que p(x, y) = 2p(x2 , y) e p(x, z) =
2p(x2 , z), some estas identidades e, com o aux́ılio da identidade do pa-
ralelogramo, obtenha a propriedade desejada (os detalhes são deixados
a cargo do leitor como exerćıcio).

Resta então demonstrar a homogeneidade de p, i.e. p(λx, y) = λp(x, y), para
todo (λ, x, y) ∈ R× V × V .

Isto será feito em etapas, a maior parte simples, mas a ideia geral é
interessante.

Fixe (x, y) ∈ V × V e veja que:
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(I) Da aditividade, segue–se de pronto que p(2x, y) = 2p(x, y). Então,
um procedimento direto por indução mostra que, para todo n ∈ N,
tem–se p(nx, y) = np(x, y).

(II) Tome agora q ∈ N∗ e use (I) com x
q no lugar de x para concluir que

p(nq x, y) =
n
q p(x, y), para todo (n, q) ∈ N×N∗ e todo (x, y) ∈ V × V .

(III) Como p(O, y) = 0 e vale a aditividade tem–se que 0 = p(x − x, y) =
p(x, y)+ p(−x, y), i.e. p(−x, x) = −p(x, y), para todo (x, y) ∈ V ×V .

(IV) De (III) e (II) vem que, se (r, x, y) ∈ Q×V×V , então p(rx, y) = rp(x, y).
Isto mostra a homogeneidade desejada para escalares racionais, para
concluir a demonstração pode–se usar agora a densidade de Q em R
e um argumento de continuidade da função λ 7→ p(λx, y). O que se
fará a seguir (em (V)) pode ser visto como uma prova da continuidade
dessa função.

(V) A desigualdade de Cauchy–Schwarz: Será provado neste ponto que, se
(x, y) ∈ V × V então |p(x, y)| ≤ ∥x∥ ∥y∥.
Isso é óbvio se x = O então, considere x ̸= O e defina f(λ) =
p(λx+ y, λx+ y), λ ∈ R.
Pela positividade de p, tem–se que f(λ) ≥ 0, além disso, pela adi-
tividade e de p e pela homogeneidade dessa função para escalares
racionais, segue–se de imediato que, para r ∈ Q, tem–se f(r) =
p(x, x)r2 + 2rp(x, y) + p(y, y).
Assim, para todo r ∈ Q, tem–se g(r) = p(x, x)r2+2rp(x, y)+p(y, y) ≥
0. Como x ̸= O então p(x, x) = ∥x∥2 > 0, portanto g é um polinômio
de grau 2 e g(r) ≥ 0, para todo racional r. Isso mostra que g(t) ≥ 0,
para todo t ∈ R, segue-se que o discriminante de g é menor ou igual a
zero. Agora, basta ver que p(y, y) = ∥y∥2 para concluir a desigualdade
desejada.

(VI) Por fim, use a desigualdade de Cauchy–Schwarz para concluir que, se
λ ∈ R e r ∈ Q, tem–se, para todo par (x, y) ∈ V × V , que

|p(λx, y)− p(rx, y)| = |p((λ− r)x, y)| ≤ |λ− r| ∥x∥ ∥y∥.

Isso mostra que, se rn é uma sequência de racionais com limite λ,
então p(rnx, y) → p(λx, y), como p(rnx, y) = rnp(x, y)

n→∞−→ λp(x, y),
segue–se p(λx, y) = λp(x, y).
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A identidade do paralelogramo pode ser usada para demonstrar que uma
certa norma não está associada a um produto interno, por exemplo, em Rp

a norma ∥·∥∞ não provem de um produto interno, pois, caso contrário valeria
a identidade do paralelogramo, e se x = (1, 0, . . . , 0, , 0), y = (0, 0, . . . , 0, 1),
um cálculo imediato mostra que isso não acontece.

Os exerćıcios abaixo exploram essa ideia.

Exerćıcio 13 Mostre que em Rp a norma ∥·∥1 não provem de um produto
interno.

Exerćıcio 14 Decida se no espaço normado ℓ∞(N) visto no exemplo 5 a
norma está associada a um produto interno.
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