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Discussao Geral das Novas Idéias Formuladas

5° CONGRESSO DE SOLVAY (1927)"

[248] Causalidade, Determinismo, Probabilidade
(1]

SR. LORENTZ. — Eu gostaria de chamar atencdo para as dificuldades que se
encontram nas teorias antigas.

Queremos nos fazer uma representacdo dos fendmenos, formar uma
imagem deles em nosso espirito. Até aqui, sempre quisemos formar essas imagens
por meio das nogdes ordindrias de tempo e espaco. Estas nocgdes talvez sejam
inatas; em todo caso, elas se desenvolveram através de nossa experiéncia pessoal,
de nossas observacdes cotidianas. Para mim, essas nocdes sio nitidas e reconheco
que ndo posso fazer uma idéia da fisica sem essas nocdes. A imagem que quero
formar dos fendmenos deve ser absolutamente nitida e definida, e parece-me que
s6 podemos formar uma semelhante imagem dentro desse sistema de espaco e de
tempo.
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Para mim, um elétron é um corpdsculo que, em um dado instante, se
encontra em um ponto determinado do espago, e se tive a idéia de que em um
momento seguinte esse corpusculo se encontra em outro lugar, devo pensar em sua
trajetéria, que é uma linha no espaco. E se esse elétron encontra um 4tomo e o
penetra, e apOs vdrias aventuras ele deixa este &tomo, eu me invento uma teoria na
qual esse elétron conserva a sua individualidade; ou seja, imagino uma linha que
esse elétron segue ao passar através desse adtomo. Pode ser, evidentemente, que
essa teoria seja bastante dificil de desenvolver, mas a priori isso ndo me parece
impossivel.

Imagino que, na nova teoria, ainda haja esses elétrons. E possivel,
evidentemente, que na nova teoria — bem desenvolvida — seja necessdrio supor que
esses elétrons sofram transformacdes. Digno-me de admitir que o elétron se funda
em uma nuvem. Mas nesse caso investigarei em que ocasido esta transformagao se
produz. Se quiserem me impedir [249] de fazer semelhante pesquisa invocando um
principio, isso me incomodaria bastante. Parece-me que se pode sempre esperar
que mais tarde far-se-4 aquilo que n@o podemos ainda fazer neste momento.
Mesmo que as idéias antigas sejam abandonadas, pode-se sempre conservar as
denominagdes antigas. Gostaria de conservar este ideal de outrora, de descrever
tudo o que se passa no mundo através de imagens nitidas. Estou pronto para
admitir outras teorias, sob a condi¢do de que se possa traduzi-las por imagens
claras e nitidas.

De minha parte, apesar de ndo estar ainda familiarizado com as novas
idéias que agora escuto serem expressas, poderia representar-me essas idéias assim.
Tomemos o caso de um elétron que encontra um atomo. Suponhamos que esse
elétron deixe esse 4tomo e que ao mesmo tempo haja emissdo de um quantum de
luz. E preciso considerar, em primeiro lugar, os sistemas de ondas que
correspondam ao elétron e ao dtomo antes do choque. Apés o choque teremos
novos sistemas de ondas. Estes sistemas de ondas poder@o ser descritos por uma
funcdo y definida em um espaco de um grande nimero de dimensdes que satisfaz
uma equacao diferencial. A nova mecanica ondulatéria operard com esta equagao e
determinard a funcdo ¥ antes e depois do choque.

Ora, hd fendmenos que ensinam que hd outra coisa além dessas ondas,
particularmente os corpusculos; pode-se fazer, por exemplo, um experimento com
um cilindro de Faraday [um detector de elétrons]; deve-se portanto levar em conta
a individualidade dos elétrons e também a dos fétons. Penso que encontraria que,
para explicar os fendmenos, basta admitir que a expressio Wy * fornece a
probabilidade de esses elétrons e esses fotons existirem dentro de um volume
determinado; isso me bastaria para explicar os experimentos. Mas os exemplos
dados pelo Sr. Heisenberg me ensinam que eu teria alcancado assim tudo o que a
experiéncia me permite alcancar. Ora, penso que essa nocdo de probabilidade
deveria se colocar no final — e como conclusdo — das consideracdes tedricas, € ndo
como axioma a priori, ainda que me digne de admitir que essa indeterminacio
corresponda as possibilidades experimentais. Eu poderia sempre conservar minha



Discussao Geral das Novas Idéias Formuladas 141

fé determinista para os fendmenos fundamentais, dos quais ndo falei. Um espirito
mais profundo ndo poderia se pdr ao par dos [250] movimentos desses elétrons?
Nio se poderia conservar o determinismo fazendo-o o objeto de uma crenga? E
preciso necessariamente erigir o indeterminismo como principio?

(1] SR. BOHR expde seu ponto de vista com relagdo aos problemas da teoria
dos quanta (ver artigo precedente).

SR. BRILLOUIN. — Sr. Bohr insiste sobre a incerteza das medicdes
simultaneas de posi¢ao e momento; seu ponto de vista se liga estreitamente a no¢ao
de células no espaco de fase introduzida por Planck hd muito tempo [no 1°
Cogresso de Solvay, em 1911]. Planck admitia que se o ponto representativo de um
sistema se encontra dentro de uma célula (de tamanho Ap-Ag = h), ndo se pode
distingui-lo de um outro ponto situado dentro da mesma célula. Os exemplos
fornecidos pelo Sr. Bohr tornam preciso, de maneira muito feliz, o sentido fisico
dessa nog¢ao bastante abstrata.

SR. DE DONDER. — As considera¢des que o Sr. Bohr acaba de desenvolver
estdo, penso eu, em correlacdo estreita com o seguinte fato: na gravitacdo
einsteiniana” de um sistema continuo ou de um sistema pontual, apresentam-se
ndo as massas ou as cargas das particulas, mas as entidades ™ e t em quatro
dimensdes; notemos que estas massas e cargas generalizadas, localizadas no
espago-tempo, se conservam ao longo de suas linhas de universo.

(Il SR. BORN. — Sr. Einstein considerou o seguinte problema. Uma preparagio
radioativa emite em todas as direcdes particulas a; faz-se com que estas fiquem
visiveis através do método da nuvem de Wilson. Ora, se se associar a cada
processo de emissdao uma onda esférica, como se pode compreender que o rastro de
cada particula o se mostra como uma linha (mais ou menos) reta? Em outros
termos: como o cardter corpuscular do fendmeno pode ser conciliado aqui com a
representacdo por ondas? [251]

Para fazé-lo, deve-se apelar a nocdo de “reducdo do pacote de probabi-
lidade” desenvolvida por Heisenberg. A descricdo da emissdo através de uma onda
esférica s6 é vélida durante o tempo em que ndo se observa ioniza¢do alguma;
depois que uma semelhante ionizagdo for demonstrada pela apari¢do de goticulas
de nuvem, deve-se, para descrever o que se passa em seguida, “reduzir” o pacote
de ondas para a vizinhanca imediata dessas goticulas. Obtém-se assim um pacote
de ondas em forma de raio, que corresponde ao carater corpuscular do fendmeno.

© Th. DE DONDER, Théorie des Champs gravifiques (Mémorial des Sciences mathématiques,
fasc. 14, Paris, 1926). Ver especialmente as equacdes (184), (184”) e (188), (188). Poder-se-a
também consultar nossas palestras: The mathematical Theory of Relativity (M.LT.),
Cambridge, Mass., 1927. Ver especialmente as equagdes (23), (24) e (28), (29).
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Sr. Pauli me perguntou se € possivel descrever o processo sem reducdo dos
pacotes de ondas, recorrendo a um espago polidimensional, no qual o nimero de
dimensdes € o triplo do nimero de todas as particulas presentes (particulas o e
atomos atingidos pela radiacdo).

Isso é efetivamente possivel e pode até ser representado de uma maneira
muito intuitiva através de uma simplificagdo conveniente, mas isso ndo nos conduz
adiante no que concerne as questdes essenciais. Contudo, gostaria de expor aqui
esse caso como um exemplo de tratamento polidimensional de semelhantes
problemas.

[IVI " Suponho, para simplificar, que haja apenas dois dtomos que podem ser
atingidos. Deve-se entdo distinguir dois casos: ou os dois dtomos 1 e 2 se
encontram no mesmo raio que parte da origem (o lugar onde se encontra a
preparagdo), ou eles ndo se encontram no mesmo raio. Se representamos por € a
probabilidade de que um &4tomo seja atingido, temos o seguinte esquema de
probabilidade:

I. Os pontos 1 e 2 estdo situados sobre um mesmo raio partindo da origem.

Numero de particulas atingidas. Probabilidade.
0 1-¢
1 0
2 €

II. Os pontos 1 e 2 ndo estdo sobre 0 mesmo raio.

Numero de particulas atingidas. Probabilidade.
0 1-2¢
1 €
2 0

[252] Eis como se deve formular a probabilidade dos eventos na propagagdo
retilinea.

Para possibilitar uma representacio grifica do fendmeno iremos
simplificd-lo mais, admitindo que todos os movimentos t€m lugar seguindo uma
Unica linha reta, o eixo dos x. Devemos entdo distinguir os dois casos, [um] no qual
os dtomos se encontram do mesmo lado, e [outro no qual se encontram] de um lado
e do outro da origem. As probabilidades correspondentes sao as seguintes:

I. Os pontos 1 e 2 estdo situados do mesmo lado.

Numero de particulas atingidas. Probabilidade.
0 %)
1 0

2 Va
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II. Os pontos 1 e 2 estdo situados em lados diferentes.

Numero de particulas atingidas. Probabilidade.
0 0
1 %)
2 0

Ora, essas relagdes podem ser representadas pelo movimento de um pacote
de ondas no espaco de trés dimensdes xo, X}, Xo. Ao estado inicial corresponde:

No caso I, oponto xy=0, x;=a, x,=b;
No caso II, o ponto xp =0, x; =a, x, =-b,

onde a e b sdo ndmeros positivos. O pacote de ondas ocupa inicialmente o espaco
em torno desses pontos e se move em seguida paralelamente ao eixo x,, dividindo-
se em dois pacotes de mesmo tamanho, indo em sentidos opostos. As colisdes se
produzem quando x, = Xx; ou Xy = Xx,, ou seja, sobre dois planos dos quais um, Py, é
paralelo ao eixo x, e corta o plano x, x; seguindo a bissetriz do quadrante positivo,
enquanto que o segundo, P,, é paralelo ao eixo x; e corta o plano xyx, seguindo a
bissetriz do quadrante positivo. Depois que o pacote de ondas atinge o plano Py,
sua trajetoria [253] sofre uma pequena quebra na direcdo x;; depois que ele atinge
P, a trajetdria sofre uma quebra na direcdo de x, (Fig. 1).

—
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Figura 1

Ora, vé-se imediatamente na figura que a parte superior do pacote de
ondas, que corresponde ao caso I, atinge os planos P;, P, do mesmo lado do plano
X1Xy, enquanto que a parte inferior os atinge de lados diferentes. A figura fornece
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portanto uma representacdo intuitiva dos casos indicados no esquema acima. Ela
permite reconhecer imediatamente se, para um dado tamanho do pacote de ondas,
um estado determinado, ou seja um dado ponto x.x; x,, pode ser atingido ou néo.

A “redugio” do pacote de ondas corresponde a escolha de uma das duas
direcdes de propagacio +xy, —xo, que deve-se tomar depois que se estabeleceu que
um dos dois pontos 1 e 2 € atingido, ou seja, que a trajetéria do pacote sofreu uma
quebra. Este exemplo sé serve para que se compreenda que uma descri¢do
completa dos processos que se efetuam dentro de um sistema formado por vdrias
moléculas s6 € possivel em um espago de varias dimensdes.

[Vl SR. EINSTEIN. — Devo pedir desculpas de ndo haver aprofundado [254] a
mecanica dos quanta. Gostaria contudo de fazer algumas observacdes gerais.

Podemos nos colocar, em face da teoria, em dois pontos de vista com
respeito ao postulado do dominio de validade, o que eu gostaria de caracterizar
com o auxilio de um exemplo simples.

Seja S um anteparo no qual foi feito um pequeno orificio O (Fig. 2), e seja
P uma pelicula fotografica em forma de semi-esfera de raio grande. Suponhamos
que elétrons incidam sobre S na direcdo e sentido das flechas. Uma parte desses
elétrons passa através de O; por causa da pequenez do orificio e da velocidade das
particulas, eles se repartem uniformemente em todas as dire¢des e vao agir sobre a
pelicula.

Figura 2

As consideragdes precedentes sdo comuns as duas maneiras de conceber a
teoria. H4 ondas de de Broglie que incidem mais ou menos normalmente sobre S e
sdo difratadas em O. Do outro lado de O t€m-se ondas esféricas que atingem a tela
P e cuja intensidade em P fornece a medida do que se passa nesse lugar.

Podemos agora caracterizar da seguinte forma os dois pontos de vista.
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1. Concepgdo I. — As ondas de de Broglie-Schrédinger ndo correspondem a

um tnico elétron, mas a uma nuvem de elétrons distribuida no espaco. A teoria nao
dd nenhuma informagdo sobre os processos individuais, mas somente sobre o
coletivo de uma infinidade de processos elementares. [255]
2. Concepgdo II. — A teoria tem a pretensdo de ser uma teoria completa dos
processos individuais. Cada particula que se dirige ao anteparo, a medida que se
possa determind-la por sua posicdo e por sua velocidade, é descrita por um pacote
de ondas de de Broglie-Schrodinger de pequeno comprimento e de pequena
abertura angular. Este pacote de ondas ¢ difratado e, apds a difragdo, chega em
parte ao filme P em um estado de resolucio.

De acordo com o primeiro ponto de vista, puramente estatistico, |y
exprime a probabilidade de que exista no lugar considerado uma certa particula da
nuvem, por exemplo em um determinado lugar na tela.

De acordo com a segunda, |y/|* exprime a probabilidade de que em um
instante considerado a mesma particula se encontre em um determinado lugar (na
tela, por exemplo). Aqui, a teoria se refere ao processo individual e pretende que se
conheca tudo que seja regido por leis.

A segunda concepcdo vai mais longe do que a primeira, no sentido de que
todas as informacdes que resultem de II [alids, de I] resultam também da teoria em
virtude de I [alids, de II], mas a reciproca ndo é verdadeira. E s6 em virtude de II
que a teoria tem como conseqiiéncia que as leis de conservacdo sdo vélidas para o
processo elementar; € s de II que a teoria pode deduzir o resultado do experimento
de Geiger e Bothe, e que ela pode explicar o fato de que na camara de Wilson as
goticulas provenientes de uma particula ¢ se encontram mais ou menos sobre
linhas continuas.

Mas, por outro lado, tenho objecdes a fazer a concepcdo II. A onda
espalhada [difratada] dirigida para P ndo apresenta uma direcdo privilegiada. Se
|w|* fosse simplesmente encarada como a probabilidade de que em um certo lugar
uma particula determinada se encontre em um instante determinado, poderia
acontecer que um mesmo processo elementar produzisse uma agdo em dois ou mais
lugares do anteparo. Porém, a interpretacio, segundo a qual |y|* exprime a
probabilidade de que esta particula se encontre em um lugar determinado, supde
um mecanismo de acdo a distdncia muito particular, que impede que a onda
continuamente repartida no espaco produza uma acéo em dois lugares da tela.

A meu ver, sé se pode suprimir esta objecio da seguinte maneira,
descrevendo o processo ndo somente através da onda de [256] Schrodinger, mas ao
mesmo tempo localizando-se a particula durante a propagacdo. Penso que o Sr. de
Broglie tem razdo ao procurar nesta direcio. Se se opera unicamente com as ondas
de Schrodinger, a interpretacio II de |w|* implica, na minha opinido, uma
contradicdo com o postulado da relatividade.

[VII Gostaria ainda de chamar brevemente atencio para dois argumentos que
me parecem pleitear contra o ponto de vista II. Este estd essencialmente ligado a
uma representacdo polidimensional (espaco de configuracdo), pois somente este
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modo de representacdo possibilita a interpretacdo de |w|* propria & concepgdo II.
Ora, parece-me que objegdes de principio se opdem a esta representacdo poli-
dimensional. Nesta representacdo, com efeito, duas configuracdes de um sistema,
que s6 se distinguem pela permutacdo de duas particulas do mesmo tipo, sdo
representadas por dois pontos diferentes (do espaco de configuracdo), o que nio
estd de acordo com os novos resultados da estatistica. Por outro lado, a
particularidade das forcas de s6 agirem a pequenas distancias espaciais encontra no
espaco de configuracdo uma expressdo menos natural do que no espago de trés ou
quatro dimensdes.

[VII  SR. LORENTZ. — Para representar o movimento de um sistema de 7 pontos
materiais, pode-se evidentemente servir-se de um espaco de 3 dimensdes com n
pontos ou de um espago de 3n dimensdes onde o sistema serd representado por um
s6 ponto. Isso deve dar exatamente na mesma; nao pode haver ai uma diferenca
fundamental. Trata-se somente de saber qual das duas representacdes é mais
conveniente, qual é a mais comoda.

Mas compreendo que haja casos onde a coisa é dificil. Se tem-se uma
representacdo em um espago de 3n dimensdes, sO se pode retornar a um espago de
3 dimensdes se se puder separar razoavelmente as 3n coordenadas em n grupos de
3, correspondendo cada um a um ponto. E posso imaginar que possa haver casos
onde isso ndo é nem natural, nem simples. Mas, em todo caso, parece-me que tudo
isso concerne antes a forma do que ao fundamento da teoria.

SR. PAULL - Sou inteiramente da mesma opinido que o Sr. Bohr, [257]
quando ele diz que a introducdo do espaco de muitas dimensdes € somente um
expediente técnico para se formular matematicamente as leis das a¢des miituas
entre vdrias particulas, acdes que certamente ndo se deixam descrever
simplesmente, do modo ordindrio, no espago e no tempo. Pode perfeitamente ser
que este expediente técnico possa um dia ser substituido por um outro, e isso da
seguinte maneira. Pode-se, por exemplo, quantificar pelo método de Dirac as
vibragdes caracteristicas de um espago vazio ocupado por radiacdo de corpo negro
e introduzir uma funcdo ¥ dependente das amplitudes dessas vibragdes
caracteristicas, em nimero ilimitado. Pode-se mesmo empregar, conforme o fazem
Jordan e Klein, as amplitudes das ondas materiais quadridimensionais ordindrias
como argumentos de uma fun¢do ¥ polidimensional. Esta fornece, na linguagem
da concepcao corpuscular, a probabilidade de que em um determinado instante os
nimeros de particulas de cada tipo presente, que possuem certas propriedades
cinemadticas (posicdo determinada ou quantidade de movimento determinada),
assumam certos valores. Esse procedimento tem ainda a vantagem de que o defeito
do método polidimensional ordindrio, do qual o Sr. Einstein falou e que se
apresenta quando permutam-se duas particulas do mesmo tipo, nfo existe mais.
Assim como Jordan e Klein mostraram, fazendo suposicdes convenientes com
respeito as equagdes as quais esta fungcdo ¥ das amplitudes das ondas materiais
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deve satisfazer no espago ordindrio, chega-se exatamente aos mesmos resultados
que os que se baseiam na teoria polidimensional de Schrodinger.

Em resumo, portanto, gostaria de dizer que o ponto de vista de Bohr,

segundo o qual as propriedades dos objetos fisicos de serem definidos e descriti-
veis no espago e no tempo [, por um lado, e com momento e energia bem definidos,
por outro,] sdo complementares, parece ser mais geral do que um expediente
técnico especial. Mas, independentemente de um semelhante expediente, pode-se
declarar em todo caso, de acordo com esta idéia, que as acdes reciprocas de varias
particulas certamente ndo podem ser descritas da maneira ordindria no espago e no
tempo.
[VII]  Para que se compreenda bem o estado de coisas do qual acabo de falar,
permitam-me dar um exemplo particular. Imaginem dois dtomos de hidrogénio no
estado normal a uma grande distdncia um do outro, e suponham que se pergunte
por sua energia de acdo [258] miitua. Cada um dos dois dtomos tem uma
distribui¢do de eletricidade perfeitamente isotropica, € néutro no conjunto e ainda
ndo emite radiacdo. De acordo com a descri¢do ordindria da acdo mutua entre os
atomos no espaco e no tempo, dever-se-ia portanto esperar que uma semelhante
acdo mutua ndo exista quando a distincia entre as duas esferas néutras for tdo
grande que nio ocorra uma interpenetragdo sensivel de suas atmosferas de carga.
Mas quando se trata a mesma questdo pelo método polidimensional, o resultado é
totalmente diferente, em conformidade com a experiéncia.

A analogia classica com este ultimo resultado € a seguinte. Imaginem em
cada dtomo um oscilador classico cujo momento p varia periodicamente. Este
momento produz, no lugar onde se encontra o outro 4tomo, um campo cuja intensi-
dade periodicamente varidvel é da ordem de € ~ p/r’ , onde r denota a distincia
entre os dois dtomos. Quando dois desses osciladores agem um sobre o outro,
produz-se uma polarizacdo com a seguinte energia potencial, correspondente a uma
forca atrativa entre os dtomos,

~Yhae ~ —Yapilr®,

onde o representa a polarizabilidade do dtomo.

Ao falar desses osciladores, eu s6 quis indicar uma analogia cldssica com o
efeito que se obtém como resultado da mecénica ondulatéria polidimensional.
Encontrei esse resultado por meio de matrizes, mas Wang o deduziu diretamente da
equacdo das ondas em muitas dimensdes. No trabalho de Heitler e London, que
igualmente se ocupa deste problema, estes autores perderam de vista que,
precisamente por causa da grande distdncia entre os dtomos, a contribuicdo dos
efeitos de polarizacdo para a energia de acdo miutua, contribuicdo que eles
desprezaram, leva vantagem por sua ordem de grandeza sobre os efeitos que eles
calcularam.

(IX]  SR. DIRAC. — Gostaria de expor meu ponto de vista sobre esse assunto.
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O primeiro ponto do qual gostaria de falar é a explicacdo que a teoria dos
quanta fornece para o experimento de Bothe, descrita pelo Sr. Compton. Essa
questdo é, no fundo, a mesma que aquela que [259] acaba de ser descrita, e ndo
tenho muito a lhe adicionar. A dificuldade provém unicamente de que a
representacdo das ondas no espaco de trés dimensdes ndo convém. Esta imagem
ndo estabelece uma distin¢do entre o caso em que hd uma probabilidade p de que
um féton se encontre dentro de um certo volume, e em que h4 uma probabilidade
12p de que dois fétons se encontrem dentro desse volume e uma probabilidade nula
de que apenas um se encontre. Em contraposi¢do, a fung@o de ondas no espaco de
muitas dimensdes estabelece uma distingdo entre esses dois casos e é portanto
capaz, quando aplicada ao experimento de Bothe, de mostrar que, enquanto ha uma
certa probabilidade de um sé féton aparecer em uma ou outra camara de
numerag¢do, ndo hd probabilidade nenhuma de que eles [dois fétons] se apresentem
[cada um] nelas simultaneamente.

Atualmente, a teoria da funcdo de ondas polidimensionais exige que se
abandone a relatividade. Poder-se-ia, talvez, introduzir a relatividade da maneira
indicada pelo Sr. Pauli, quantizando as ondas tridimensionais, mais isso nio
conduziria a uma intuicio muito maior com respeito a explicacdo de resultados
como aqueles de Bothe.

[X] Gostaria agora de mostrar como a expressdo de Schrodinger para a
densidade elétrica se apresenta na teoria das matrizes. Ver-se-4 assim qual € o
significado preciso da densidade e quais limitagdes devem-se impor ao seu uso.
Considere um elétron se movendo em um campo arbitrdrio, como por exemplo
aquele de um atomo de hidrogénio. Suas coordenadas x, y, z sdo matrizes. Divida o
espaco em um grande nimero de pequenas células, e considere a fungdo de trés
varidveis & 77, { que é igual a 1 quando o ponto & 7, { estd dentro de uma célula
determinada, e igual a 0 quando este ponto estd em outro lugar. Essa funcio,
aplicada as matrizes x, y, z, fornecerd uma outra matriz. Haverd uma unica destas
matrizes para cada célula, e os elementos destas matrizes serdo funcdes de a, b, c,
as coordenadas da célula, de maneira que a matriz poderd ser denotada por
A(a,b,c).

Cada uma dessas matrizes representa uma quantidade que, quando for
medida experimentalmente, deve ter o valor 0 ou 1. Por conseguinte, cada uma
dessas matrizes tem os valores caracteristicos O ou 1, e nenhum outro. Se forem
consideradas as duas matrizes A(a,b,c) [260] e A(a’b',c’), vé-se que elas devem
comutar, jA que pode-se dar um valor numérico aos dois simultaneamente; por
exemplo, quando se sabe que o elétron encontra-se na célula a, b, c, ele certamente
ndo se encontrard na célula a’, b’, ¢', de maneira que se o valor 1 for dado para
A(a,b,c), deve-se dar simultaneamente o valor O para A(a’,b’,c").

Pode-se transformar cada uma das matrizes A(a,b,c) em uma matriz
diagonal A*(a,b,c), através de uma transformacio canénica do tipo

A'(a,b,c) = BA(a,b,c) B .
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Como todas as matrizes A(a,b,c) mudam de valor, elas podem ser trans-
formadas simultaneamente em matrizes diagonais através de uma transformacdo
desta espécie. Os elementos diagonais de uma matriz qualquer A"(a,b,c) sdo os
valores caracteristicos, que sdo os mesmos que os valores caracteristicos de
A(a,b,c), ou seja, exatamente O ou 1.

Do mesmo modo, duas matrizes diferentes A*(a,b,c) e A*(a’,b’,cO nao
podem ter ambas o mesmo elemento diagonal 1, pois um raciocinio simples mostra
que A(a,b,c) + A'(a',b',c") também deve ter unicamente O e 1 como valores carac-
teristicos ou elementos diagonais. Sem perda de generalidade, podemos supor que
cada A" possui precisamente um elemento diagonal igual a 1, todos os outros sendo
0. Transformando de volta por meio da férmula

A(ab,c)=B"A'(ab,)B,
encontramos portanto que os elementos da matriz A(a,b,c) sdo da forma
A(a,b,¢)n =B By ,

ou seja, uma funcdo do indice da linha multiplicado por uma func@o do indice da
coluna.

Devo salientar que a prova deste resultado ndo depende das equagdes de
movimento, nem das condicdes de quanta. Se levarmos em conta este fato,
veremos que, abstraindo-se as constantes, B, e B, sio precisamente as funcdes
caracteristicas ¥, e i, de Schrodinger no ponto a, b, c.

Assim, portanto, a funcdo de densidade ¥, (x.y,2), Wi(x.y,z) de [261]

Schrodinger é um elemento diagonal da matriz A(x,y,z), referindo-se a uma célula
em torno do ponto x, y, z. A verdadeira expressdo da densidade em teoria dos
quanta € a matriz inteira. Os elementos diagonais s6 fornecem a densidade média e
ndo devem ser usados quando a densidade precisa ser multiplicada por uma
varidvel dindmica representada por uma matriz.

[XII Gostaria agora de dar minha opinido com respeito ao determinismo e ao
significado dos nimeros que se apresentam nos cédlculos da teoria dos quanta, tal
qual ela se desenha em meu espirito apés ter refletido sobre os comentdrios do Sr.
Bohr. Na teoria cléssica, parte-se de certos nimeros que descrevem completamente
o estado inicial do sistema, e deles se deduzem outros nimeros que descrevem
completamente o estado final. Esta teoria determinista s6 se aplica a um sistema
isolado.

Ora, conforme o Sr. Bohr salientou, um sistema isolado é, por defini¢ao,
inobservavel. S6 se pode observar um sistema provocando-se um distirbio nele e
examinando sua reacdo a perturbacdo. Por conseguinte, dado que a fisica sé se
ocupa de grandezas observaveis, a teoria cldssica determinista € indefensavel.

Também na teoria dos quanta parte-se de certos nimeros e deles se
deduzem outros nimeros. Tratemos de penetrar a esséncia fisica dessas duas séries



150 5% Congresso de Solvay (1927)

de ndmeros. As perturbacdes que um observador inflige a um sistema, para
observa-lo, estdo submetidos diretamente a seu controle € sdo atos da vontade livre.
Sdo unicamente os niimeros que descrevem estes atos de livre arbitrio que podem
ser tomados como niimeros iniciais para um cdlculo na teoria dos quanta. Outros
nimeros que descreveriam o estado inicial do sistema sdo essencialmente inobser-
véaveis e ndo figuram no tratamento da teoria dos quanta.

Consideremos agora os nimeros finais obtidos como resultado de um
experimento. E essencial que o resultado de um experimento deva ser um registro
durdvel. Os niimeros que descrevem um semelhante resultado devem nao sé ajudar
a descrever o estado do mundo no instante em que o experimento termina, mas
devem também ajudar a descrever o mundo em todos os instantes seguintes. Estes
nimeros descrevem aquilo que € comum a todos os eventos de uma certa cadeia de
fatos ligados entre si por elos [262] de causalidade e se estendendo ao infinito no
porvir. Tome como exemplo um experimento de caimara de nuvem de Wilson.

O encadeamento causal consiste aqui na formacao de goticulas de 4gua em
torno dos fons, o espalhamento da luz por estas goticulas e a acdo desta luz sobre
uma placa fotogréfica, onde ela deixa uma marca permanente. Os nimeros que
constituem o resultado do experimento descrevem igualmente bem todos os
eventos desta cadeia e servem para descrever o estado do mundo em um instante
qualquer a partir daquele em que o encadeamento se iniciou.

Procura-se geralmente, através de consideracdes tedricas, prolongar a

cadeia tdo longe quanto possivel para trds, no passado, afim de que os nimeros
obtidos como resultado do experimento se apliquem tdo diretamente quanto
possivel ao processo submetido para exame. No exemplo que acabo de dar, poder-
se-ia talvez atribuir a formagdo dos fons a uma particula B, afim de que, como
resultado do experimento, se obtenha nimeros representando a trajetéria de uma
particula p.
[XI]  Esta idéia da natureza dos resultados de experimentos se ajusta perfeita-
mente bem com a nova teoria dos quanta. Esta teoria descreve o estado do mundo a
um instante qualquer através de uma funcdo de onda ¥, que normalmente varia de
acordo com uma lei de causalidade, de maneira que seu valor inicial determina seu
valor em todo instante ulterior. Pode acontecer, todavia, que em um dado instante
7, Wpossa ser desenvolvido em uma série da forma

v = chl//n :

n

onde os Y, sdo funcdes de onda de uma tal natureza que elas ndo possam interferir
entre si em um instante posterior a #,. Se este € o caso, entdo o estado do mundo em
instantes mais afastados que #; ndo serd descrito por ¥; mas por um dos ,. Pode-se
dizer que a natureza escolhe aquele dentre os ¥, que convém, ji que a Unica
informacdo que a teoria fornece é que a probabilidade de qualquer um dos ¥, a
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escolher, é |cn|2. A escolha, uma vez feita, € irrevogdvel e afetard todo o estado
futuro do mundo. O valor de n escolhido pela natureza pode ser determinado pela
experiéncia e os resultados de toda a experiéncia sio nimeros que descrevem
semelhantes escolhas da natureza. [263]

Tome como exemplo o caso de um processo simples de choque. O pacote
de ondas representando o elétron incidente é espalhado em todas as direcdes. Deve-
se tomar como fun¢do de onda apds o processo nao toda a onda espalhada, mas
mais uma vez um pacote de ondas movendo-se em uma direcdo determinada. A
partir dos resultados de um experimento adequado poder-se-ia, reconstituindo para
trds um encadeamento de eventos ligados causalmente entre si, determinar a
direcdo na qual o elétron foi espalhado, e disso se concluiria que a natureza
escolheu essa direcdo. Se agora um espelho fosse colocado de maneira a refletir a
onda eletronica espalhada em uma direcdo d;, de modo que ela interferisse com
outra onda eletronica espalhada em uma outra direcdo d,, ndo se conseguiria
distinguir entre o caso em que o elétron € espalhado na direc@o d, e aquele em que
ele é espalhado na direcdo d, e refletido de novo no sentido de d,. Nesse caso ndo
se conseguiria constituir a cadeia causal tdo longe e ndo se saberia dizer que a
natureza escolheu uma direcao depois que o choque se produziu; é sé mais tarde
que a natureza escolheu o lugar onde o elétron apareceria. A interferéncia entre os
W, obriga a natureza a adiar sua escolha para mais tarde.

[XII] Sr. BORN. — Gostaria de notar, sobre o tema das considera¢des do Sr.
Dirac, que elas parecem estar estreitamente ligadas as idéias expressas em um
trabalho de meu colaborador F. [alids, J.] von Neumann, que aparecerd em breve.
O autor deste trabalho mostra que a mecanica dos quanta pode ser erigida com a
ajuda do célculo de probabilidades ordindrio a partir de um pequeno nimero de
hipdteses formais; as amplitudes de probabilidade e a lei de sua composi¢do nao
desempenham ai um papel significativo.

SR. KRAMERS. — Penso que a maneira mais elegante de se chegar aos resultados
das consideracdes do Sr. Dirac nos é dada pelos métodos que ele exp0s em seu
artigo no Proc. Roy. Soc., ser. A, t. 113, p. 621. Consideremos uma funcdo das
coordenadas ¢qi, ¢, g3 de um elétron, que € igual a 1 quando o ponto considerado
estd situado no interior de um certo volume V do espaco, e igual a zero para todo
ponto exterior, e representemos por ¥Uq,0) e ¥ (a,g) as funcdes de transformacio
que [264] permitem transformar uma grandeza fisica F, cuja forma é conhecida
como sendo uma matriz (¢',g"), em uma matriz (a’,0"), sendo oy, O, O3 as
primeiras integrais da equacdo de movimento. A funcdo f, escrita como uma matriz
(q',qg"), assumird nesse caso a forma f(q") d(qg'—q"), onde &(qg'—q") representa a
matriz unidade de Dirac. Como matriz (o',a"), f assumird nesse caso a forma
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f(a/’a//) .[ V(a/’q/) dq/ f(q/) é‘(q/ _ q//) dq// W(q//’a//)

= _[Vv7(0!’,q’) dg’ w(q.a”) ,

onde a integral deve se estender a todo o volume considerado. Os termos na
diagonal de flo',a"), que podem ser escritos sob a forma

f@=[vwd .

representardo diretamente, em conformidade com a interpretacdo das matrizes de
Dirac, a probabilidade de que, para um estado do sistema caracterizado por valores
dados de a, as coordenadas do elétron sejam aquelas de um ponto situado no
interior de V. Como ¥ nada mais é do que a solucdo da equacdo de onda de

Schrodinger, chegamos imediatamente a interpretacdo da expressdo ¥ em
discussao.

[XIV]  SR. HEISENBERG. — Nio estou de acordo com o Sr. Dirac quando ele diz
que no experimento descrito a natureza faz uma escolha. Mesmo se vocé se colocar
muito longe de sua substancia dispersiva, e se vocé medir apds um tempo muito
longo, vocé pode obter interferéncias pegando dois espelhos. Se a natureza tivesse
feito uma escolha, seria dificil imaginar como as interferéncias se produzem.
Evidentemente, dizemos que esta escolha da natureza ndo pode jamais ser
conhecida antes que o experimento decisivo tenha sido feito; por esta razdo, ndo
podemos fazer nenhuma objecdo real a essa escolha, pois a expressdo “a natureza
faz uma escolha” nio implica nesse caso nenhuma constatacdo fisica. Eu diria,
preferencialmente, conforme fiz em meu ultimo artigo, que o prdprio observador
faz a escolha, pois é s6 no momento em que a observagdo ¢ feita que a “escolha” se
torna uma [265] realidade fisica e que a relacdo das fases nas ondas, o poder de
interferéncia, é destruida.

[XVI  Sr. LORENTZ. — Existe portanto, me parece, uma diferenca de opinido
fundamental com respeito ao significado dessas escolhas feitas pela natureza.
Admitir a possibilidade de que a natureza faca uma escolha significa,
penso, que € impossivel para nés saber de antemdo como os fendmenos se
apresentardo no porvir. E portanto o indeterminismo que vocés querem erigir como
principio. Segundo vocés, hd acontecimentos que ndés ndo podemos prever,
enquanto que até hoje nés sempre admitimos a possibilidade destas previsdes.
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Fétons
[XVI]

SR. KRAMERS. — Sr. Brillouin nos explicou, durante a discussdo da palestra
do Sr. de Broglie [Electons et Photons, pp. 137-40], como a pressio da luz se
exerce no caso de interferéncias e que € preciso supor uma tensdo auxiliar. Mas
como a pressao da luz se exerce no caso em que ela é tdo fraca que ndo h4 mais do
que um féton dentro da zona de intereferéncias? E como se pode obter a tensdo
auxiliar neste caso?

SR. DE BROGLIE. — A demonstracdo da existéncia destas tensdes s6 pode
ser feita se for considerada uma nuvem de fétons.

SR. KRAMERS. — E se ndo houver mais do que um féton, como é possivel
dar conta da mudanga brusca de quantidade de movimento que sofre o objeto
refletido?

SR. BRILLOUIN. — Nenhuma teoria fornece atualmente a resposta a questao
do Sr. Kramers.

SR. KRAMERS. — Seria preciso, sem divida, imaginar um mecanismo
complicado, que nao pode ser deduzido da teoria eletromagnética das ondas?

SR. DE BROGLIE. — A representacao dualista por meio de corptisculos [266]
e ondas associadas ndo constitui uma imagem definitiva dos fendmenos. Ela ndo
permite prever as pressdes exercidas sobre os diferentes pontos de um espelho
durante a reflexdo de um unico féton. Ela fornece somente o valor médio da
pressao durante a reflexdo de uma nuvem de fétons.

SR. KRAMERS. — Qual vantagem vocé vé em dar um valor preciso para a
velocidade v dos fétons?

SR. DE BROGLIE. — Isto permite que se represente a trajetéria seguida pelos
fétons e que se torne preciso o sentido destas entidades; pode-se ainda considerar o
féton como um ponto material dotado de uma posi¢do e de uma velocidade.

SR. KRAMERS. — Niao vejo muito bem, de minha parte, qual a vantagem
que hé, para a descricdo dos experimentos, em se fazer uma imagem na qual os
fétons percorrem trajetdrias bem definidas.

SR. EINSTEIN. — Durante a reflexdo em um espelho, Sr. L. de Broglie
admite que os fétons se deslocam paralelamente ao espelho, com uma velocidade

c-sen @; mas o que acontece quando a incidéncia é normal? Os fétons agora
possuiriam uma velocidade nula, conforme exigido pela férmula (6= 0)?
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SR. PICCARD. — Sim. No caso da reflexdo, € preciso admitir que o
componente paralelo ao espelho da velocidade dos fétons € invaridvel. Na zona de
interferéncias, o componente normal ao espelho desaparece. Quanto mais [o dngulo
d]a incidéncia aumenta, mais os fétons sdo amortecidos. Chega-se assim aos fétons
iméveis no caso limite da incidéncia normal.

SR. LANGEVIN. — Assim portanto, na zona de interferéncias, os fétons nao
possuem mais a velocidade da luz; eles ndo possuem sempre a velocidade c?

SR. DE BROGLIE. — Ndo, em minha teoria a velocidade dos fétons ndo €
igual a ¢, salvo fora da zona de interferéncias, quando a radiacdo luminosa se
propaga sozinha no vazio. Quando ocorrem [267] fendOmenos de interferéncias, a
velocidade dos fétons torna-se inferior a c.

[XVII] SR. DE DONDER. — Gostaria de mostrar, com relagio a alguns pontos, como
as pesquisas do Sr. L. de Broglie se ligam as minhas.

Identificando as dez equagdes do campo gravitacional e as quatro equagdes
do campo eletromagnético com as catorze equacdes da mecanica ondulatéria de L.
Rosenfeld, obtive"” um principio de correspondéncia que torna preciso e generaliza
aquele de O. Klein™.

Em meu principio de correspondéncia figuram a corrente qudntica e o
tensor qudntico. Mostrarei as férmulas daqui a pouco; agora basta notar que o
exemplo de correspondéncia exposto pelo Sr. de Broglie estd em harmonia com o
meu principio.

Sr. L. Rosenfeld® deu um outro exemplo. Aqui, a massa é conservada e,
por outro lado, utiliza-se a corrente quantica. Acrescentamos que este modelo de
quantificacdo recai também, como caso particular, em nosso principio de
correspondéncia.

Sr. Lorentz notou, com algum espanto, que a equagdo de continuidade da
eletricidade é conservada no exemplo do Sr. de Broglie. Gragas ao nosso principio
de correspondéncia® e ao teorema de compatibilidade de Rosenfeld, demonstra-se
que este serd sempre o caso para a corrente total (incluindo af a corrente quantica) e
para o teorema do momento e da energia. As quatro equacgdes que exprimem este

® Bull. Ac. Roy. de Belgique, CI. des Sc., 5¢ série, t. XIII, n® 8-9, sessdo de 2 de outubro de
1927, pp. 504-9. Ver especialmente as equagdes (5) e (8).

@) Zeitschr. f. Phys., Bd. 41, Heft 617, 1927. Ver especialmente as equagdes (18), p. 414.
@ L. ROSENFELD, “L’Univers 2 cinq dimensions et la Mécanique ondulatoire” (4% commu-
nication), Bull. Ac. Roy. de Belgique, Cl. des Sc., outubro de 1927. Ver especialmente os

pardgrafos 4 e 5.

® TH. DE DONDER, loc. cit. Ver especialmente as equagdes (11) e (12).
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dltimo teorema sdo satisfeitas em virtude das duas equagdes quanticas
generalizadas de de Broglie-Schrodinger.

Para terminar, mais um pequeno comentdrio. Sr. de Broglie [268] disse que
os sistemas relativisticos ndo existem ainda. Eu forneci a teoria dos sistemas
continuos ou holénomos”. Mas Sr. de Broglie atribui 2 palavra sistema um outro
significado; ele tem em vista os sistemas com interagdes, como o atomo de Bohr, o
sistema de trés corpos, etc. Notei recentemente”’ que a quantificacio desses
sistemas deveria se fazer por meio de um (ds)* tomado no espago de configuragdo
a 4n dimensdes, onde n designa o nimero de particulas. Em um trabalho ainda ndo
publicado, estudei sistemas particulares chamados aditivos.

SR. LORENTZ. — As tensdes das quais vocé fala e que vocé chama de
quéanticas sdo aquelas de Maxwell?

SR. DE DONDER. — Nossas tensdes quanticas devem recair como caso
particular nas tensdes de Maxwell; isso resulta de que o nosso principio de
correspondéncia é deduzido (em parte, pelo menos) das equacdes de Maxwell, e de
que essas tensdes quanticas desempenham aqui formalmente o mesmo papel que as
tensoes da eletrostricio” na gravitacdo einsteiniana. Recordemo-nos, a respeito
deste assunto, que o nosso principio de correspondéncia é também deduzido das
equagdes fundamentias da gravitacdo einsteiniana. Sr. de Broglie, gracas a seus
célculos, reencontrou assim as tensdes de radiacio.

Fétons e Elétrons

[XVIII]

SR. LANGEVIN faz uma comparacdo entre as estatisticas antigas e
modernas.

Antigamente, decompunha-se o espaco de fase em células, e avaliava-se ai
o nimero de pontos representativos atribuindo uma individualidade a cada um dos
constituintes do sistema.

Hoje em dia, aparentemente, deve-se modificar esse procedimento, [269]
suprimindo a individualidade dos constituintes do sistema e a substituindo pela
individualidade dos estados de movimento. Supondo que um nimero qualquer de

) C.R. Acad. Sc. Paris, 21 de fevereiro de 1927, e Bull. Ac. Roy. de Belgique, Cl. des Sc., 7
7 de marco de 1927.

™ Bull. Ac. Roy. de Belgique, Cl. des Sc., 2 de outubro de 1927. Ver especialmente a
formula (22).

® Para maiores detalhes, ver nossa nota: “A eletrostricio deduzida da gravitacio einstein-
iana”, Bull. Ac. Roy. de Belgique, Cl. des Sc., sess@o de 9 de outubro de 1926, pp. 673-8.
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constituintes do sistema possam estar no mesmo estado de movimento, obtém-se a
estatistica de Bose-Einstein.

Obtém-se uma terceira estatistica, a de Pauli-Fermi-Dirac, ao se supor que
s6 possa haver um tnico ponto representativo em cada célula do espacgo de fase.

O novo género de representacdo aparenta ser mais adequado a concepcao
de fétons e particulas. Dado que se lhes atribui uma completa identidade de
natureza, isso parece indicar que nfo se deva se aferrar a sua individualidade, mas
sim atribuir uma individualidade aos estados de movimento.

Na palestra dos Srs. Born e Heisenberg, vejo que é um resultado da
mecanica dos quanta que a estatistica de Bose-Einstein se aplica a moléculas, e a
de Pauli-Dirac a elétrons e protons. Isto significa que para fétons e moléculas ha
superposi¢ao, enquanto que para prétons e elétrons hd impenetrabilidade. As parti-
culas materiais se distinguem portanto dos fétons devido a sua impenetrabilidade.

SR. HEISENBERG. — Nao ha razdo alguma, na mecénica dos quanta, para
preferir uma estatistica a outra. Pode-se sempre utilizar diferentes estatisticas, que
podem ser consideradas solu¢des completas do problema da mecéinica quantica. No
estado atual da teoria, a questdo da interacdo nao tem nada a ver com a questao da
estatistica.

Sentimos todavia que a estatistica de Einstein-Bose poderia convir melhor
aos quanta da luz, a estatistica de Fermi-Dirac aos elétrons positivos e negativos. A
estatistica poderia estar relacionada com a diferenca entre a radiacdo e a matéria,
conforme comentado pelo Sr. Bohr. Mas ¢ dificil estabelecer um elo entre esta
questdo e o problema da interagdo. Mencionarei simplesmente a dificuldade criada
pela giracdo dos elétrons.

SR. KRAMERS recorda as pesquisas de Dirac sobre a estatistica, que
mostraram que a estatistica de Bose-Einstein pode ser expressa de uma maneira
totalmente diferente. A estatistica dos fétons, [270] por exemplo, é obtida
considerando uma cavidade cheia de radiacdo de corpo negro como sendo um
sistema possuindo uma infinidade de graus de liberdade. Se este sistema for
quantificado segundo as regras da mecanica quintica e se a estatistica de
Boltzmann for aplicada, chega-se & férmula de Planck, que é equivalente a uma
estatistica de Bose-Einstein aplicada aos f6tons.

Jordan mostrou que uma modificacdo formal do método de Dirac permite
chegar igualmente a uma distribui¢do estatistica que € equivalente a estatistica de

Fermi. Este método € sugerido pelo principio de exclusdo de Pauli.

SR. DIRAC observa que esta modificacdo, considerada de um ponto de vista
geral, é bastante artificial. A estatistica de Fermi ndo é estabelecida exatamente
sobre as mesmas bases que a estatistica de Einstein-Bose, jid que a via natural de
quantificacdo das ondas conduz precisamente a esta tultima estatistica para as
particulas associadas a estas ondas. Para obter a estatistica de Fermi, Jordan
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precisou usar um método singular de quantificacdo das ondas, escolhido especial-
mente de maneira a dar o resultado desejado. H4 erros matematicos no trabalho de
Jordan que ainda ndo foram reconsiderados.

SR. KRAMERS. — Concordo de bom grado que o tratamento de Jordan ndo
aparenta ser tdo natural quanto a maneira que o Sr. Dirac quantifica a equacio de
Schrodinger. Todavia, ainda ndo compreendemos porque a natureza exige esta
quantificacdo e podemos esperar que um dia alguém descobrird a razdo profunda
pela qual é necessario quantificar de tal maneira em um caso e de outra maneira no
outro.

SR. BORN. — Uma diferenca essencial entre a antiga teoria de Debye, na
qual as vibragdes caracteristicas da cavidade negra sdo tratadas como osciladores
de Planck, e a nova teoria é a seguinte: ambas fornecem exatamente a férmula de
radiacdo de Planck (para a densidade média de radiacdo), mas a antiga teoria
conduz a valores inexatos para as flutuacdes locais da radiagdo, enquanto que a
nova teoria fornece estes valores de forma exata. [271]

[XIX] SR. HEISENBERG. — Segundo os experimentos, os prétons e os elétrons
possuem ambos um momento angular e obedecem a estatistica de Fermi-Dirac;
estes dois pontos parecem estar relacionados. Se forem tomadas em conjunto duas
particulas, e perguntar-se por exemplo qual estatistica se deve aplicar a um gés
formado de dtomos de hidrogénio, encontra-se que € a estatistica boa é a de Bose-
Einstein, pois se dois dtomos de H forem permutados, teremos permutado um
elétron positivo e um elétron negativo, de tal sorte que teremos mudado duas vezes
o sinal da fun¢@o de Schrédinger. Em outros termos, a estatistica de Bose-Einstein
¢ vélida para todo gids formado de moléculas néutras, ou mais geralmente
constituido de sistemas nos quais a carga ¢ um multiplo par de e. Se a carga do
sistema for um miiltiplo impar de e, € a estatistica de Fermi-Dirac que se aplica a
um conjunto de tais sistemas.

O nicleo de He ndo tem movimento de rotacdo e uma reunido de nicleos
de He obedece as leis da estatistica de Bose-Einstein.

SR. FOWLER pergunta se os detalhes finos da estrutura de bandas do hélio
se ajusta melhor com a idéia de que s6 hd estados simétricos de rotag@o dos niicleos
de hélio do que com a idéia de que hd unicamente estados antissimétricos.

SR. HEISENBERG. — Nas bandas do hélio, a partir do fato de que cada
segunda raia desaparece, aprendemos que o nicleo de He ndo é animado de um
movimento de giracdo. Mas ainda ndo € possivel decidir experimentalmente,
apoiando-se nestas bandas, se € a estatistica de Bose-Einstein ou a de Fermi-Dirac
que se deve aplicar ao nucleo de He.
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SR. SCHRODINGER. — Vocé falou de uma prova experimental a favor da
hipétese de que o préton € animado de um movimento de giragdo assim como o
elétron, e que os prétons obedecem a lei da estatistica de Fermi-Dirac. A que prova
vocé estava fazendo alusdo?

SR. HEISENBERG. — A prova experimental é fornecida pelo [272] trabalho
de Dennison” sobre o calor especifico da molécula de hidrogénio, trabalho
baseado nas pesquisas de Hund relativas aos espectros de bandas do hidrogénio.

Hund encontrou uma boa concorddncia entre seu esquema tedrico e 0s
trabalhos experimentais de Dilke, Hopfield e Richardson, mediante as hipdteses
mencionadas pelo Sr. Schrodinger. Mas para o calor especifico, ele encontrou uma
curva muito diferente da curva experimental. A curva experimental do calor
especifico parecia pleitear preferencialmente a favor da estatistica de Bose-
Einstein. Mas a dificuldade foi elucidada no artigo de Dennison, que mostrou que
os sistemas de termos “‘simétricos” e “antissimétricos” (com relacdo aos prétons)
ndo se combinam no tempo necessirio para realizar o experimento. A baixa
temperatura, produz-se uma passagem em mais ou menos trés meses. A relacdo dos
pesos estatisticos dos sistemas de termos simétricos e antissimétricos € 1:3, como
no dtomo de hélio. Mas a baixas temperaturas o calor especifico deve ser calculado
como se houvesse uma mistura de dois gases, um gas “orto” e um gds “para”. Se
alguém quisesse fazer experimentos sobre o calor especifico com um gis de
hidrogénio, conservado a baixa temperatura durante varios meses, o resultado seria
totalmente diferente do resultado ordindrio.

SR. EHRENFEST deseja formular uma pergunta que tem relacdo com os
experimentos recentes do Sr. Langmuir sobre o movimento desordenado dos
elétrons na passagem da eletricidade através de um gés.

Com a bem conhecida exclusdo de Pauli (Pauliverbot), introduz-se (ainda
na linguagem da antiga teoria dos quanta) uma relacio de incompatibilidade
particular entre os movimentos quanticos de diversas particulas de um mesmo
sistema, sem que se fale explicitamente de um papel eventual desempenhado por
forcas que ajam entre estas particulas. Ora, suponha que através de uma pequena
abertura deixem-se passar particulas — que ndo exercem, por assim dizer, forcas
umas sobre as outras — de um espaco grande para uma caixinha limitada por [273]
paredes completamente rigidas e de forma complicada, de maneira que as
particulas ndo reencontrem a abertura para sair da caixa, a ndo ser depois de um
tempo bastante longo. Se, antes de entrar na caixa, as particulas praticamente nao
tiverem movimentos relativos umas em relacdo as outras, entdo intervem a
exclusdo de Pauli. Apds suas saidas, terdo elas energias muito diferentes,
independentemente da fraqueza das acdes muituas entre as particulas? Ou entio

® Proc. Roy. Soc., série A, vol. 114, 1927, p. 483.
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qual papel estas forcas desempenham na produgdo da incompatibilidade de Pauli
(escolha de solucdes antissimétricas da equacao ondulatéria)?

SR. HEISENBERG. — A dificuldade do experimento do Sr. Ehrenfest é a
seguinte: os dois elétrons devem ter energias diferentes. Se a energia de interagdo
dos dois elétrons é muito pequena, o tempo 7; necessdrio para que os elétrons
troquem uma quantidade aprecidvel de energia é muito longo. Mas para descobrir
experimentalemente em que estado, simétrico ou antissimético, encontra-se o
sistema de dois elétrons dentro da caixa, necessitariamos de um certo tempo 7% que
¢ pelo menos ~1/v, se hv for a diferenca entre os estados simétrico e antis-
simétrico. Conseqiientemente, 7; ~ 7, e a dificuldade desaparece.

SR. RICHARDSON. — A prova de uma giracdo do niicleo é muito mais
completa do que o Sr. Heisenberg acaba de dizer. Tive recentemente ocasido de
classificar um grande niimero de raias de bandas visiveis do espectro da molécula
de H,. Um dos tracos caracteristicos deste espectro € uma alternancia bem marcada
na intensidade de raias sucessivas. As intensidades das raias deste espectro foram
recentemente medidas por Mac Lennan, Grayson-Smith e Collins. Infelizmente,
um grande ndmero destas raias se recobrem mutuamente, de maneira que as
medi¢des de intensidade sé podem ser aceitas com reservas.

Contudo, pode-se dizer, penso eu, sem receio de errar, que todas as bandas
que sdo suficientemente bem desenvolvidas e que sdo suficientemente isentas de
influéncias entre as raias — de forma que suas medicdes de intensidade sao
confidveis — possuem raias, geralmente numeradas 1, 3, 5, ..., que sdo intrinseca-
mente trés vezes mais intensas do que as [274] raias intermedidrias, geralmente
numeradas 2, 4, 6, .... Por intensidade intrinseca entendo aquela que se obtém apds
levar em conta os efeitos da temperatura e do nimero quantico (e também,
evidentemente, os efeitos de recobrimento por outras raias, quando for possivel
levar isto em conta) sobre a intensidade. Em outros termos, estou querendo dizer
que a constante ¢ da férmula de intensidade

3 = c(m+%)exp— ,

onde m é o ndmero da raia ¢ K o momento de inércia da molécula, € trés vezes
maior para as raias de nimero impar do que para aquelas de nimero par. Isto
significa que a relacdo 3:1 se aplica com uma precisdo de aproximadamente 5% a
pelo menos 5 estados de vibracdo diferentes de um estado de excitacio com 3
elétrons. Ela se aplica também a um outro estado, que é provavelmente 3'P se os
outros forem 3°P. Demonstra-se também, mas de uma maneira menos precisa, que
ela se aplica a dois estados de vibragdo diferentes de um estado de vibracdo com 4
elétrons.
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H4, portanto, atualmente, duas provas experimentais quantitativas de que
esta giracdo nuclear subsiste através dos diferentes estados de excitacdo da
molécula de hidrogénio.

[XX]I  SR. LANGMUIR. — Tem-se freqiientemente considerado a semelhanga da
relacdo entre as ondas luminosas e os fétons, por um lado, com a relac@o entre as
ondas de de Broglie e os elétrons, por outro. Até que ponto esta analogia pode ser
desenvolvida? H4 muitas correspondéncias notdveis, mas eu gostaria de ver
examinado também se ndo ha diferencas fundamentais entre essas relagdes. Assim,
por exemplo, um elétron € caracterizado por uma carga invariante. H4 alguma
propriedade invariante do féton que possa ser comparada com a carga do elétron?
A velocidade do elétron é varidvel, a do féton também é? A teoria eletromagnética
da luz sugeriu um grande nimero de experimentos que aumentaram consideravel-
mente nossos conhecimentos. A teoria ondulatéria do elétron explica os belos
resultados de Davisson e Germer. Podemos esperar que esta teoria serd tdo fértil
em sugestdes experimentais quanto foi a teoria ondulatéria da luz? [275]

SR. EHRENFEST. — Quando se examina um sistema de ondas planas de uma
luz de polarizacdo eliptica, colocando-se em diferentes sistemas de coordenadas em
movimento, estas ondas apresentam o mesmo grau de elipticidade, qualquer que
seja o sistema no qual nos encontremos. Gostaria de perguntar se, para passar da
linguagem de ondas para aquela de fétons, deve-se atribuir a cada féton uma
polarizacdo eliptica (linear ou circular nos casos limites)? Se a resposta for
afirmativa, deve-se distinguir, com respeito a invariincia do grau de elipticidade na
relatividade, tantas espécies de fotons quanto hd graus de elipticidade. Isto daria,
parece-me, uma nova diferenca entre o féton e o elétron girante. Se, pelo contrdrio,
alguém quiser antes de tudo conservar a analogia com este elétron, ele iria de
encontro, ao que me parece, a duas dificuldades:

1° Como poder-se-ia agora descrever, na linguagem dos fétons, a luz
polarizada? (E instrutivo, a este respeito, pensar na maneira como dois
componentes linearmente polarizados, emitidos perpendicularmente a um campo
magnético por uma chama apresentando o efeito Zeeman, sdao absorvidos por uma
segunda chama colocada em um campo magnético de orientac@o antiparalela.)

O Sr. Zeeman, a quem eu coloquei a questdo, fez a cortesia de realizar o
experimento a mais ou menos um ano atrds, e ele pdde constatar que a absor¢ao é a
mesma nos campos paralelos e antiparalelos, como se poderia prever, alids, por
consideracdes de continuidade.

2° Para os elétrons, que se movem sempre com uma velocidade inferior
aquela da luz, a universalidade da giracdo pode se exprimir pelo fato de que o
tensor antissimétrico correspondente pode ser transformado com relacdio a um
sistema de coordenadas arrastado juntamente com o elétron em seu movimento de
translagdo (“em repouso”). Mas os fétons se movem sempre com a velocidade da
luz!



Discussao Geral das Novas Idéias Formuladas 161

SR. COMPTON. — A luz pode ser polarizada elipticamente quando o féton
tem um momento angular?

SR. EHRENFEST. — Como os fotons se movem com a velocidade da luz, eu
ndo compreendo bem o que isso significa, [276] quando se diz que cada f6ton tem,
como um elétron, um momento angular universal.

Permitam-me recordar ainda mais uma propriedade dos fétons. Quando
dois fétons se movem em diregdes que ndo sdo exatamente as mesmas, pode-se
dizer de maneira totalmente arbitrdria que um dos fétons é um radio-féton [um
féton de freqii€ncia de radio] e o outro um féton de raio gama, ou vice-versa. Isto
depende pura e simplesmente do sistema de coordenadas movente em relagdo ao
qual se descreve este par de fétons.

SR. LORENTZ. — Pode-se torné-los idénticos por meio de tal transformacgao?

SR. EHRENFEST. — Perfeitamente. Se eles se movem em diregdes diferentes,
pode-se lhes dar a mesma cor tomando um sistema de referéncia conveniente. E
apenas no caso em que suas trajetdrias universais sdo exatamente paralelas que a
relacdo entre suas freqii€ncias permanece invariante.

SR. PAULL. — O fato de que o elétron girante pode assumir, dentro do
campo, duas orientacdes permitidas pelos quanta parece nos comprometer, a
primeira vista, a compara-lo ao fato de que h4, para uma direcdo de propagacio
determinada dos quanta de luz, duas vibragdes caracteristicas da radiacdo negra [de
corpo negro], distintas pela sua polarizagdo. Permanecem todavia diferencas
essenciais entre estes dois casos. Enquanto que na relatividade as ondas sdo
descritas por um vetor séxtuplo (real) F;, = —F,;, foram propostos para o elétron
girante os dois modos de descricio seguintes para as ondas de de Broglie
associadas: 1° Descrevem-se estas ondas por meio de duas fun¢des complexas ¥,
¥ (portanto quatro fungdes reais); mas estas funcdes s6 se transformam de uma
maneira muito pouco intuitiva na passagem de um sistema de coordenadas para
outro. E esta a via que eu préprio segui. 2° Seguindo Darwin, introduz-se um vetor
quidruplo com componentes em geral complexos (portanto ao todo oito funcdes
reais). Mas este procedimento tem o incoveniente de que este vetor implica uma
indeterminacdo, pois todos os resultados controldveis s6 dependem de duas
funcdes complexas.

Estes dois modos de descricdo sdo matematicamente equivalentes, mas
independentemente da escolha que se faca por um ou [277] por outro, parece-me
que ndo se poderia falar de uma analogia simples entre a polarizacdo das ondas
luminosas e a polarizacio das ondas de de Broglie associadas ao elétron girante.

Uma outra diferenca essencial entre os elétrons e os quanta de luz é que
entre os quanta de luz ndo existe acdo reciproca direta (imediata), ao passo que os
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elétrons, a medida que t&€m carga elétrica, exercem acdes mutuas diretas uns sobre
0s outros.

SR. DIRAC. — Gostaria de chamar aten¢do para uma importante falha na
analogia entre a giracdo dos elétrons e a polarizacdo dos fétons. Na atual teoria do
elétron girante, admite-se que se possa indicar a direcdo do eixo de rotagdo ao
mesmo tempo que sua posicdo, ou ao mesmo tempo que sua quantidade de
movimento. A varidvel que caracteriza a giracao do elétron altera-se [é compativel]
portanto com suas coordenadas e com as varidveis da quantidade de movimento.
Este ndo € o caso para fétons. Pode-se indicar uma direcdo de polarizacdo para
ondas planas de luz monocromdtica, que representam fétons que possuem uma
certa quantidade de movimento, de maneira que a varidvel da polarizacdo deva se
alterar com as variaveis da quantidade de movimento. Por outro lado, se a posi¢ao
do féton € determinada, isto significa que uma perturbacdo eletromagnética ficara
confinada a um instante dado em um volume muito pequeno, e ndo se pode atribuir
uma polarizacdo determinada a esta perturbagdo, ou seja, uma direcdo determinada
ao vetor elétrico. Assim, a varidvel de polarizacdo de um féton ndo varia [é
incompativel] com suas coordenadas.

[XXI] SR. LORENTZ. — Trata-se, nestas diferentes teorias, da probabilidade yw'.
Gostaria de ver claramente como esta probabilidade pode existir quando as
particulas se movem de uma maneira bem definida e seguindo certas leis. No caso
de elétrons, isso nos conduz a questdo dos movimentos no campo Y (de de
Broglie). Mas a mesma questdo se coloca para os quanta de luz. Os fétons
permitem recuperar todas as propriedades cldssicas das ondas? Com os f6tons,
pode-se representar a energia, a quantidade de movimento e o vetor de Poynting?
Vé-se imediatamente que quando se tem uma densidade [278] de energia e um
transporte de energia, se quisermos explicar isto através de fétons, o ndimero de
fétons por unidade de volume déd a densidade e o nimero de fétons que se desloca
por segundo através de uma unidade de superficie da o vetor de Poynting.

Os fotons deverdo entdo se mover com uma velocidade diferente da luz. Se
se quisesse atribuir aos fotons sempre a mesma velocidade c, dever-se-ia em alguns
casos admitir uma superposicdo de vdrias correntes de fétons. Ou entdo dever-se-ia
admitir que os fétons ndo podem servir para representar todos os componentes do
tensor energia-momento. E preciso que uma parte dos termos seja continua no
campo. Ou entdo os fétons estdo fundidos [em uma nuvem].

A isto se liga a questdo de saber se os fétons podem ter uma outra
velocidade que ndo a da luz e se eles podem até ficar em repouso. Isto me
desagradaria totalmente. Poderiamos falar desses fétons e de seu movimento em
um campo de radiacio?

SR. DE BROGLIE. — Quando eu procurei juntar o movimento dos fétons com
a propagacdo das ondas ¥ da nova mecanica, eu ndo estava preocupado em fazer
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este ponto de vista concordar com a concepc¢do eletromagnética das ondas
luminosas, e eu encarei as ondas ¥ unicamente sob seu cardter escalar, do qual se
faz habitualmente uso até hoje.

SR. LORENTZ. — Para os fétons também ha necessidade destas ondas. Sao
elas de natureza diferente das ondas luminosas? Nao me agradaria muito ter que
introduzir dois tipos de ondas.

SR. DE BROGLIE. — Nao se sabe em absoluto, atualmente, qual é a natureza
fisica da onda W dos fétons. Pode-se procurar identifici-la com a onda
eletromagnética? Eis uma questdo que permanece aberta. Em todo caso, pode-se
procurar provisoriamente desenvolver uma teoria dos fétons associando-os as
ondas .

SR. LORENTZ. — A velocidade da onda € igual a da luz?

SR. DE BROGLIE. — Em minha teoria, a velocidade dos fétons é [279] igual
a ¢, salvo dentro dos campos de interferéncia. De uma maneira genérica, encontro
que € necessdrio atribuir a um corptisculo em movimento uma massa prépria M,
dada pela férmula

h Via
2
Mo = \/m° Cari a

~ 2 £ z
onde a fungdo V7a/ a € calculada no ponto em que se encontra o mével com o
movimento considerado (a é a amplitude da onda ). Para os fétons, tem-se

m0=0.

Portanto, quando um féton se desloca livremente, ou seja, estd associado a uma
onda plana ordindria, M, € nula e, para ter uma energia finita, o féton deve possuir
a velocidade c. Mas, quando hd interferéncia, V?a / a torna-se diferente de zero,
M, deixa de ser nula e o féton, para conservar a mesma energia, deve ter uma
velocidade inferior a ¢, velocidade que pode até ser nula.

SR. LORENTZ. — O termo V?a / a deve ser negativo, sendo a massa torna-
se imagindria.

SR. DE BROGLIE. — Na concepcdo corpuscular da luz, a existéncia de
fenomenos de difracdo que se produzem na borda de um anteparo nos obriga a
admitir que, neste caso, a trajetdria dos fétons é curva. Os partidarios da teoria da
emissao diziam que a borda do anteparo exerce uma forca sobre o corpusculo. Ora,
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se na nova mecanica, tal qual desenvolvi, escrevem-se as equacdes de Lagrange
para o féton, vé-se aparecer no segundo membro destas equacdes um termo
proporcional ao gradiente de M,.

Este termo representa um tipo de for¢ca de um gé€nero novo que existe
somente quando a massa prépria é varidvel, ou seja, onde hd interferéncia. E esta
forca que curvaria a trajetéria do féton quando sua onda € difratada pela borda
do anteparo.

Além disso, com as mesmas equagdes de Lagrange recupera-se, para uma
nuvem de fétons, as tensdes internas obtidas pelos [280] Srs. Schrodinger e De
Donder. Encontra-se, de fato, as relacdes

J
dx*

[Tik_Hik] = 0 ,

onde o tensor T é o tensor de energia-momento dos corptsculos:
ik _ i,k
T" = pou u

O tensor IT*, que depende das derivadas das amplitudes da onda e é nulo quando
esta amplitude € constante, representa as tensdes existentes dentro da nuvem de
corpusculos, e estas tensdes permitem recuperar o valor da pressdo de radiagdo no
caso da reflexao da luz por um espelho.

O tensor T* + IT* € certamente aparentado ao tensor de Maxwell, mas,
para que isso ficasse claro, seria necessdrio tornar precisa a relacdo existente entre
a onda ydos fétons e a onda luminosa eletromagnética.

[XXH] Sr. PAULL — Parece-me que a concepgio do Sr. de Broglie, no que
concerne os resultados estatisticos do experimento de espalhamento, estd de bom
acordo com a teoria de Born no caso de choques elasticos, mas que ela ndo é mais
assim quando se considera também choques ndo eldsticos. Gostaria de ilustrar isso
através do exemplo do rotor, que ja foi mencionado pelo préprio Sr. de Broglie.
Conforme mostrado por Fermi'”, o tratamento dado pela mecénica ondulatéria para
o problema do choque de uma particula que se move no plano (x,y) e de um rotor
situado no mesmo plano pode ser esclarecido da seguinte maneira. Introduz-se um
espaco de configuragdo de trés dimensdes no qual duas coordenadas correspondem
aos x e y da particula que entra em colisdo, enquanto que como terceira coordenada
¢ escolhido o dngulo @ do rotor. No caso em que ndo hd acdo mutua entre o rotor e
a particula, a fun¢do Y do sistema total € dada por

@ Zeitschr. f. Phys., t. 40, 1926, p. 399.
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!
v(x,y,z) = AeXp(Zﬂ'l|:Z(pxx+ pyy+p(p¢))_w:|j ,
[281] onde supde-se que

h
Py = mE (m=0,12,...)

Em particular, a oscilagdo senoidal da coordenada ¢ corresponde a um
estado estaciondrio do rotor. A superposicao de vérias ondas parciais desta espécie,
correspondendo a diferentes valores de m e conseqiientemente de ¢, significa,
segundo Born, que para vdrios estados estaciondrios do rotor hd uma probabilidade
diferente de zero, enquanto que, segundo a maneira de ver do Sr. de Broglie, o
rotor ndo tem mais, neste caso, velocidade angular constante e pode executar
também oscilagdes em certas circunstancias.

Ora, se no caso de uma energia de interacdo finita entre a particula
chocante e o rotor, ndés estudarmos o fendmeno da colisdo por meio de uma
equacdo de onda no espago (x, y, @), o resultado pode, segundo Fermi, ser
interpretado muito simplesmente. De fato, como esta energia de interacdo depende
do angulo ¢ de uma maneira periddica e desaparece a uma grande distdncia do
rotor, ou seja, do eixo ¢, o que temos no espaco (x, y, ¢) € uma onda que cai sobre
uma rede [de difracdo] e, particularmente, sobre uma rede que ¢é ilimitada na
dire¢io do eixo @ A grande distdncia da rede as ondas s6 saem em direcdes
determinadas do espaco de configuragdo, caracterizadas por valores inteiros da
diferenca m’ — m”. Fermi mostrou que as diversas ordens do espectro correspon-
dem simplesmente aos diversos modos possiveis de comunicacdo de energia da
particula chocante ao rotor, ou inversamente. A cada ordem do espectro da rede
corresponde assim um estado estaciondrio determinado do rotor ap6s o choque.

E, todavia, um ponto essencial que, no caso em que o rotor se encontra em
um estado estaciondrio antes do choque, a onda incidente € ilimitada na direcdo do
eixo. Por esta razdo, os espectros da rede de diversas ordens sempre se superpdem
em cada ponto do espago de configuracdo. Se nés calcularmos, portanto, segundo
os preceitos do Sr. de Broglie, a velocidade angular do rotor apds o choque,
devemos encontrar uma velocidade que nio € constante. Se admitimos que a onda
incidente é ilimitada na direcdo do eixo ¢, entdo ela [a velocidade] o seria
[inconstante] mesmo antes do choque. A maneira de ver do Sr. de Broglie ndo me
[282] parece portanto compativel com a exigéncia do postulado da teoria dos
quanta de que o rotor se encontra em um estado estaciondrio tanto antes do choque
quanto depois.

Esta dificuldade ndo me parece fortuita em absoluto, e ndo me parece
também que seja inerente ao exemplo particular do rotor; ela provém, a meu ver,
diretamente da condicdo posta pelo Sr. de Broglie, segundo a qual, dentro do



166 5% Congresso de Solvay (1927)

processo individual de choque, o comportamento das particulas seria completa-
mente determinado e poderia a0 mesmo tempo ser descrito completamente pela
cinemadtica ordindria no espaco-tempo. Na teoria de Born had concordancia com o
postulado dos quanta, porque as diversas ondas parciais do espago de configuracio,
das quais se compde a solucdo geral da equagdo das ondas apds o choque, sdo
indicadas separadamente por via estatistica. Mas isto ndo € mais possivel em uma
teoria que, em principio, considera possivel evitar a aplicacdo de nogdes de
probabilidade aos processos de choque individuais.

SR. DE BROGLIE. — O problema de Fermi ndo é do mesmo género que os
que acabo de tratar; ele faz intervir, com efeito, o espaco de configuracio e nio o
espaco ordindrio.

A dificuldade assinalada pelo Sr. Pauli tem seu analogo na 6ptica classica.
Nao se pode falar de feixe difratado por uma rede em uma direcdo determinada, a
ndo ser que a rede e a onda incidente sejam limitadas lateralmente, pois de outra
forma todos os feixes difratados se sobreporiam e seriam afogados na onda
incidente. No problema de Fermi, € preciso também supor que a onda ¥ seja
limitada lateralmente no espaco de configuragéo.

SR. LORENTZ. — A questdo € saber o que uma particula deve fazer quando
ela estd mergulhada dentro de duas ondas de uma vez.

SR. DE BROGLIE. — Toda a questio € saber se temos o direito de supor que
a onda I seja limitada lateralmente no espaco de configuracdo. Se tivermos este
direito, entdo a velocidade do ponto representativo do sistema terd um valor
constante e corresponderd a um estado estaciondrio do rotor, desde que as ondas
difratadas pelo eixo de @ sejam separadas do feixe incidente. [283]

Pode-se dizer que ndo € possivel supor que o feixe incidente seja limitado
lateralmente porque o espaco de configuracdo de Fermi é formado pela super-
posicdo no sentido do eixo dos ¢ de cilindros idénticos de altura 27; em outras
palavras, dois pontos do espaco de configuracdo situados sobre uma mesma
paralela ao eixo dos ¢ e distantes um multiplo inteiro de 27 representam o mesmo
estado do sistema. A meu ver, isto prova sobretudo o cardter artificial dos espacos
de configuracdo e em particular daquele que se obtém aqui, ao se desenrolar ao
longo de uma reta a varidvel cilindrica ¢.

[XXHI] SR. DE DONDER. — Durante a discussdo da palestra do Sr. L. de Broglie,
explicamos como obtivemos nosso Principio de Correspondéncia. Gragas a este
principio, obtemos'”

" Adoto aqui as notacdes de L. Rosenfeld, afim de facilitar a comparacio com suas
férmulas, a serem dadas mais adiante.
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Py MO+ AT = \/_ch Z_

an b _ 2£¢d b ,
s s (vw,-vv,) SoyY

Py 14 8 +T1 = \/_ZZ vV VeV Wavy) - 7L

(a,byn=1,...,4; o, f=0,1,..,4).

A primeira relagdo representa a corrente total (= corrente eletronica +
corrente quantica) em fun¢do de ¥ e dos potenciais g”, ®°. A segunda relagdo
representa o tensor total (= tensor mdssico + tensor quantico) em funcdo de e dos
potenciais g”, ®“. Recordemos que se supds que

Y v, + K- )vv
a B

y? =g, Y™ =-a0’, Y =d0d, - 1E,
2 _ _ TG _ 8
Sa’ =2y, x= =+ G=67-10" CGS.

Ja dissemos uma palavra sobre os exemplos (ou modelos) de [284] corres-
pondéncia encontrados respectivamente por L. de Broglie e L. Rosenfeld. Para
poder indicar claramente uma nova solu¢cdo do problema relativo aos fotons que L.
de Broglie acaba de propor, vou comparar as férmulas concernentes aos dois
modelos acima mencionados”

) L. Rosenfeld, “L’Univers 2 cing dimensions et la Mécanique ondulatoire”, Bull. Ac. roy.
Belgique, Cl. des Sc., outubro 1927. Ver sucessivamente as formulas (*38°), (*31), (21),
(1), (), (35), (28), (29), (*35).
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Modelo de L. de Broglie Modelo de L. Rosenfeld

Corrente quantica A, = 0. Corrente quéintica A, =2 K A”C, ,

onde A’ é o médulo de ¥ e onde o potencial

¢ C=S8"-S. Afungdo S satisfaz a equagdo

cldssica de Jacobi; a fungdo S’ satisfaz a

equagdo modificada de Jacobi; temos assim:
7S, S, = u-2p’!

2 A0

7US Sy = QT

O potencial quantico C produz a
diferengca entre a quantizacdo fisica e a
quantifizacdo geométrica.

Recordemos que u = mqyc’/ e, onde my
e e sdo respectivamente a massa (de
repouso) e a carga da particula considerada.
Supde-se também que

27 e
k=iK =i——.
h c
Densidade elétrica po, =2 K A 11", Densidade elétrica po, =2 KA 1.
onde supde-se que Aqui conserva-se, assim, tanto a massa
2 VZA' mp quanto a carga e.
R R T
K A

0 que se resume, ao conservar a carga e, a
substituir no lugar da massa my, a massa
modificada de L. de Broglie:

W vA
M, = .|m* + )
0 \/ 4r A

[285] Apliquemos respectivamente estas formulas ao problema do féton indicado
pelo Sr. L. de Broglie. A massa propria my do féton € nula; no modelo do Sr. L. de
Broglie, esta massa deve ser substituida pela massa modificada M,; pelo contrario,
no modelo do Sr. L. Rosenfeld, utiliza-se a massa prdpria m, = 0. Nos dois
modelos, a densidade elétrica p,) € nula. Enfim, no primeiro modelo a velocidade
do féton deve variar; pelo contrrio, no segundo modelo, pode-se admitir que esta
velocidade seja de maneira constante a da luz. Estas conclusdes pleiteam evidente-
mente a favor do modelo de L. Rosenfeld e, conseqiientemente, também a favor da
existéncia fisica de nossa corrente quintica A“ (a = 1, 2, 3, 4). Esta corrente
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desempenhard provavelmente um papel preponderante nos fendmenos &pticos
. . . k3
ainda inexplicados'”.

[XXIV] SR. LORENTZ. — Tomemos um dtomo de hidrogénio e formemos a fungio
de Schrédinger. Consideramos w como a probabilidade da presenga do elétron
dentro de um elemento de volume. Sr. Born falou de todas as trajetérias na teoria
cldssica; tomemo-las em todas as fases possiveis, mas tomemos agora o ¥
correspondente a um tnico valor W, da energia, depois formemos o wy/. Pode-se
dizer que este produto W,y representa a probabilidade de que estes elétrons se
movam com esta energia determinada W,? Nds pensamos que o elétron ndo pode
sair de uma certa esfera. O dtomo € limitado, enquanto que Y estende-se para o
infinito. Isto € desagradavel.

SR. BORN. — A idéia de que ww representa uma densidade de
probabilidade tem uma grande importancia nas aplicagdes. Se, por exemplo, um
elétron tivesse na teoria cldssica duas posi¢cdes de equilibrio separadas por uma
energia potencial considerdvel, a tnica situacdo que se poderia produzir, classica-
mente, para uma energia total suficientemente fraca, seria uma oscilacdo em torno
de uma das [285] duas posicdes de equilibrio. Mas, segundo a mecanica dos quanta,
cada funcdo caracteristica se estende de um dominio para outro; por esta razao,
existe sempre uma probabilidade de que uma particula que vibra inicialmente na
vizinhanca de uma das posicdes de equilibrio salte para a outra. Hund fez
aplicacdes importantes disto a estrutura molecular. Este fendmeno provavelmente
desempenha um papel também na explicacdo da condugdo metalica.

SR. DE BROGLIE. — Na antiga teoria do movimento de um elétron em um
atomo de hidrogénio, o elétron de energia total

2 2
Mhe €
r

V1= p

W =

ndo pode sair da esfera de raio

. . . 2
porque o valor do termo m002 / \J1- % tem como limite inferior moc”.

) SR. L. BRILLOUIN me chamou atencdo, sobre este assunto, aos experimentos do SR. F.
WOLFERS: Sur un nouveaus phénomeéne en optique; interférences par diffusion (Le Journal
de Physique et le Radium, série VI, tomo 6, n° 11, novembro 1925, p. 354-368.)
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Em minha concepcio, € preciso tomar como expressao da energia

onde M, é a massa propria varidvel, a qual ja defini. O cdlculo mostra que a massa
propria M, diminui quando r aumenta, de tal forma que o elétron de energia W nio
estd mais forcado a se encontrar no interior da esfera de raio R.

SR. BORN. — Contrariamente a opinido do Sr. Schrodinger, segundo a qual
€ sem sentido falar da situacdo e do movimento do elétron dentro do dtomo, o Sr.
Bohr e eu somos da opinido de que esta maneira de falar sempre tem um sentido,
quando se pode indicar um experimento que permita medir as coordenadas e as
velocidades com uma certa aproximacao.

SR. PAULL — E possivel sim determinar a situaco do elétron no exterior da
esfera, mas sem modificar sua energia a ponto de que se produza uma ioniza¢io no
atomo. [287]

SR. LORENTZ. — Gostaria de fazer um comentdrio a respeito dos pacotes de
ondas.

Quando o Sr. Schrodinger chamou atengdo para a analogia entre a
mecanica e a Optica, ele sugeriu a idéia de passar da mecanica geométrica a
mecanica ondulatéria fazendo uma modifica¢do andloga a que € feita na passagem
da optica corpuscular para a 6ptica ondulatéria. O pacote de ondas da ao elétron
uma imagem bastante surpreendente, mas dentro do dtomo o elétron devia estar
inteiramente fundido, o pacote tendo as dimensdes do d&tomo. Quando as dimensdes
do pacote de ondas se tornassem compardveis aquelas das trajetérias da teoria
cldssica, o ponto material comecaria a se fundir; passado este estdgio, o elétron
estaria completamente fundido.

A dificuldade matematica de construir pacotes de ondas no dtomo provém
do fato que ndo se tem a disposicdo comprimentos de onda suficientemente
pequenos nem suficientemente vizinhos. As freqiiéncias das ondas estdveis no
atomo (Eigenwerte) sdo separadas mais ou menos umas das outras; ndo se podem
ter freqi€ncias muito vizinhas correspondendo a estados muito pouco diferentes,
porque as condi¢des no infinito ndo seriam satisfeitas. Para fazer um pacote, é
preciso superpor ondas de comprimentos pouco diferentes; ora, sé tem-se a
disposicdo fungdes caracteristicas ¥;,, que s@o nitidamente diferentes umas das
outras. Dentro dos dtomos, portanto, ndo pode haver pacotes de ondas. Mas hd
também uma dificuldade para os elétrons livres, pois na realidade um pacote de
ondas ndo conserva, em geral, sua forma de maneira durdvel. Pacotes de ondas
limitados ndo parecem poder se conservar; produz-se uma difusdo. A imagem do
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elétron dada por um pacote de ondas nao € portanto satisfatéria, salvo talvez por
um intervalo de tempo bastante curto.

O que o Sr. Bohr [seria Born?] faz € o seguinte: apés uma observacio, ele
limita de novo o pacote de ondas de maneira a fazé-lo representar aquilo que a
observacio nos ensinou sobre a posicdo e o movimento do elétron; entdo comeca
um novo periodo durante o qual o pacote se difunde novamente, at€ o momento em
que uma nova observacdo nos permite operar de novo a reducdo. Mas eu gostaria
de ter uma imagem de tudo isso durante um tempo ilimitado. [288]

SR. SCHRODINGER. — Nio vejo dificuldade alguma no fato de que nas
orbitas de nimero quantico pequeno certamente ndo se pode construir pacotes de
ondas que se movam da maneira dos elétrons pontuais da mecanica antiga.

O fato de que isso € impossivel € precisamente o ponto que chama atenc¢ao
na concepcdo da mecanica ondulatéria, a base da impoténcia absoluta da antiga
mecanica no dominio das dimensdes atdmicas. A representacdo original era a
seguinte, que aquilo que se move ndo é na realidade um ponto, mas um dominio de
excitacdo de dimensdes finitas, e particularmente pelo menos da ordem de
grandeza de alguns comprimentos de onda. Quando semelhante dominio de
excitacdo se propaga ao longo de uma trajetéria na qual as dimensdes e os raios de
curvatura sdo grandes em comparacdo as dimensdes do préprio dominio, pode-se
abstrair os detalhes de sua estrutura para considerar apenas sua progressao ao longo
da trajetdria. Esta progressao tem lugar seguindo-se exatamente as leis da mecanica
antiga. Mas se a trajetdria se estreitar até tornar-se da ordem de grandeza de alguns
comprimentos de onda, como € o caso para as Orbitas de pequeno niimero quantico,
todos seus pontos se encontram continuamente no interior do dominio de excitacio
e ndo se pode mais falar, de maneira razodvel, da propagacdo de uma excitagcdo ao
longo da trajetdria, o que faz com que a mecanica antiga perca toda significancia.

Eis a idéia primitiva. Depois descobriu-se que a identificacdo ingénua de
um elétron que se move sobre uma 6rbita macroscépica com um pacote de onda
vai de encontro a dificuldades e ndo pode portanto ser aceita ao pé da letra. A
dificuldade principal é a de que o pacote de onda se espalha certamente para todos
os lados quando encontra um obstdculo, por exemplo um dtomo. Sabemos hoje,
com os experimentos de interferéncia de raios catddicos de Davisson e Germer,
que esta € uma parte da verdade, enquanto que por outro lado os experimentos de
nuvem de Wilson mostraram que deve haver qualquer coisa que continua a
descrever uma trajetéria bem definida apdés o encontro do obsticulo. O
compromisso proposto por diferentes lados, que consiste em admitir uma
associacdo de ondas e de elétrons pontuais, eu tomo como simplesmente uma
forma proviséria de resolver a dificuldade. [289]

SR. BORN. — Também na teoria cldssica a precisdo com a qual a situacdo
futura de uma particula pode ser prevista depende da precisdo da medi¢do da
situacdo inicial. Ndo é portanto por isto que a maneira de descrever da mecénica
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dos quanta, por meio de pacotes de ondas, distingue-se da mecanica cléssica. Ela se
distingue desta porque as leis de propagacdo dos pacotes sao um pouco diferentes
nos dois casos.
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