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Tabela 1. Prefixos Sl

Fator de Multiplicagao Nome* Simbolo
1 000 000 000 000 000 000 = 10'® exa D
1 000 000 000 000 000 = 10'® peta P
1000 000 000 000 = 10'% tera I
1000 000 000 = 10° giga G
1000000 = 10° mega M
1000 = 10% quilo k
100 = 10% hecto** h
10= 10! deca*™ da
0,1= 107" deci** d
001= 10 2 centi** C
’ 0,001 = 107° mili m
0,000 001 = 10_6 micro 1
0,000 000 001 = 1077 nano n
0,000 000 000 001 = 1072 pico p
0,000 000 000 000 001 = 10719 femto f
0,000 000 000 000 000 001 = 10718 atta a

Ma forma oral, os nomes dos miliplos e submidltiplos decimais das unidades sdo pronunciados por exlensa
prevalecendo a silaba 1onica da unidade.

As palavras quildmetro, decimetro, centimetro e milimelro, consagradas pelo uso com o acento tanico
deslocado para o prefio, s@o as dnicas exce¢des a essa regra; assim sendo. os oulros milliplos e
submiiltiplos decimais de metro devem ser pronunciados com o acento tdnico na penultima silaba (mé], por
exemplo: megamelro, micromelro (distinto de micrémetro, instrumento de medigdo), nanomelra ete. I

O uso dlesses prefixos deve ser evilado, salvo para as medidas de areas e volumes e para uso nao lécnico
do cenlimetro, como para o corpo humana e medidas de roupas.



Tabela 2. Principais Unidades SI Usadas em Mecanica

Grandeza Unidade Simbolo Fdérmula
Aceleragao metro por segundo, por segundo /s>
Angulo radiano rad *
Aceleragao angular radianc por segundo, por segundo rad/s®
Area meiro quadrado m?
Comprimento metro m ik
Energia joule J N m
Forga newton N kg m/s*
Frequéncia hertz Hz 57!
ITmpulso newton-gegundo N s
Massa quilograma kg *k
Massa especifica quilograma por metro cibico kg/m®
Momento de uma

forga, Torgue newton-metro N m
Poténcia watt W Jis
Pressao pascal Pa N/m?
Tensdo pascal Pa N/m?
Tempo segundo 8 i
Trabalho joule J N m
Velocidade metro por segundo m/s
Velocidade angular radiano por segundo rad/s
Volume, sélidos metro cabico m*
Volume, liguidos litro £ oul 167358

Unidade suplementar (1 revolugac = 2 nrad = 3607)

Unidade fundamental
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mente aplicado a situagdes praticas que envolvem apenas forgas concarrentes, A estatica
dos corpos rigidos é considerada nos Caps. 3 e 4. No Cap. 3, sao introduzidos os produtos
escalar e vetorial de dos vetores e usados para definir 0 momento de uma forga em
relagao a um ponio e a um eixo A apresentacio desses conceilos novos segue-se uma
discusgdao completa e rigorosa de sistemas equivalentes de forgas, o que leva, no Cap. 4,
amuitas aplicagoes praticas envoelvendo o equilibrio de corpos rigidos sujeitos a sistemas
quaisquer de for¢as Novolume de Cinemdatica e Dinamica, observa-se a mesma divisao.
Os conceitos basicos de forga, massa e aceleragao, de trabalho e energia, e de impulso e
guantidade de movimento sac mtroduzidos e aplicados primeiro a problemas que
envolvem apenas pontos materiais. O estudante pode, assim, se familiarizar com os trés
métodos basicos utihzados em dinamica e aprender suas vantagens relativas, antes de
enfrentar as dificuldades associadas ao movimento dos corpos rigidos.

. Como este texto e destinado a um primeliro curso de Estatica, concellos novos
foram introduzidos em termos simples, e cada passo tor explicado detalhadamente or
outroe lado, ao discutir os aspectos mais gerais dos problemas considerados, atingiu-se
uma maturidade definitiva de enfoque. Por exemplo, os coneeitos de vineulagdo parcial e de
indeterminagac estatica sao introduzidos no inicio do texto e usados em toda sua extensao

Foi enfatizado o fato de a Mecdnica ser uma ciéncia essencialmente dedutiva
e baseada em uns poucos prineipios fundamentais. As dedugdes foram apresentadas em
sua seqiéncia logica e com todo o rigor compativel com esse nivel escolar. Entretanto,
como o processo de aprendizagem é principalmente indutivo, de inicio foram consi-
deradas aplicagoes simples. Assim, a estdtica dos pontos malteriais precede a estdlica
dos corpos rigidos, e problemas que envolvem forgas internas sdo adiados até o Cap. 6.
Além disso, no Cap. 4, foram antes considerados problemas que envolvem apenas for¢as
coplanares e resolvidos por métedos algébricos escalares, enquanto problemas envol-
vendo sistemas tridimensionas de forgas e que necessitam do uso pleno de algebra
vetorial, sdo discutidos na segunda parte do capitulo.

Dhagramas de corpo hvre sao introduzidos logo no inicio, e sua importanca é
enfatizada ao longo do texto. Tonalidades diferentes de preto e cinza foram usadas para
distinguir as forgas dos outros elementos do diagrama do corpo livre, Isto faz com que
os estudantes 1dentifiquern mais facilmente as forgas atuantes em um dado ponto
material ou corpo rigide e acompanhem melhor a discussao de problemas resolvidos e
outros exemiplos dados no texto. Diagramas de corpo livre sdo usados ndo sé para
resolver problemas de equilibrio como, também, para exprimir a equivaléncia de dois
sistemas de forgas on, mais geralmente, de dois sistemas de vetores. lisse enfoque é
particularmente util como preparo ao estudo da dinamica dos corpos rigidos. Contorme
sera mostrado no volume de Cinemdtica e Dinamica, uma compreensao mais intuitiva
e mais completa dos principios fundamentais da Dindmica pode ser obtida enfatizando-
se as “equaghes do diagrama de corpo livre”, em vez das equagoes algébricas do
movimento

Em virtude da tendéncia atual, entre os engenheiros americanos, de adotar o
sistema internacional de unidades (unidades métricas S1), as unidades mais comu-
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mente usadas emn mecanea, do SI, foram introduzidas no Cap. 1 desta edigao e usadas
a0 longo do texto.”

Foram incluidas indmeras segdes opcionais. Elas estao identificadas por um
asteriseo e podem, assim, ser facilmente distinguidas daquelas que constituen o corpo
do curso basico de Estdtica. Elas podem ser omitidas sem prejudicar a compreensao do
restante. lntre os assuntos tratados nessas segdes adicionais hd a redugao de um
sistema de forgas a um torsor, aplicagdes a hidrostdtica, diagramas de forga cortante e
momento fletor para barras delgadas, equilibrio de cabos flexiveis pesados, produtos de |
inéreia e o circulo de Mohr, produtos de inéreia e eixos principais de inéreia de corpos :
tridimensionais, e o método dos trabalhos virtuais. As segoes sobre barras delgadas sao ,
particularmente dteis quando o curso de Estatica € seguido imediatamente por um curso
de Resisténcia dos Materiais, enquanto as segoes sobre as propriedades de inércia de
corpos tridimensionais sao destinadas principalmente aos estudantes que irfo ver mais
tarde a dinamica do movimente dos corpos rigidos em trés dimensoes,

A matéria desenvolvida no texto e a maioria dos problemas nao requerem '
nenhum conhecimento prévio de matematica, além da algebra, trigonometria e caleulo
clementar, e todos os elementos de dlgebra vetorial necessarios a compreensio do texto
foram desenvolvidos com cuidado nos Caps. 2 e 3. Em geral, foi dada uma énfase maior
para a compreensio correta dos conceitos matematicos bésicos intervenientes que para
a manipulagio rdpida das férmulas matematicas. Com relagio a isto, deveria ser
mencionado que a determinagio de centréides de dreas compostas precede o cdleulo de
centroides por integracdo, tornando, assim, possivel estabelecer firmeza no conceito de
momento de uma drea antes de introduzir o uso da integragdo. A apresentacdo de
solugdes numéricas leva em conta a utilizagdo generalizada de maquinas de caleular por
parte de estudantes de engenharia. Instrugdes a respeito do uso adequado de caleula-
doras, na resolugdo de problemas tipicos de estdtica, foram incluidas no Cap. 2.

Cada capitulo comega com uma segdo introdutéria, onde sdo apresentados a
finalidade e os objetivos do capitulo e onde é apresentada, em termos simples, a matéria
a ser exposta e sua aplicagdo a solugdo de problemas de engenharia. 0 texto for dividido
em unidades, cada qual formada par uma ou mais segoes de teoria, um ou mais
problemas resolvidos ¢ um grande nimero de problemas propostos. Cada unida_de
corresponde a um assunte bem defimdo e, geralmente, pode ser coberta em uma aula.
Em vérios casos, entretanto, o professor achara desejavel dedicar mais que uma aula a

* Ao traduzir o lexto loram utitizadas, exclusivamente, unidades do Sl, baseadas nos padrbes de massa (kg),
comprimento (m) & lempo (s) As grandezas, que no lexto original eram expressas em unidades inglesas, loram |
ransiormadas para o S usande os seguinies falores de conversao aproxinadaos i
1 polegada = 0,0254 m
1p&=0305m
’ 1libra (pesa) = 4,448 N
1 mulhia {internacional) = 1 852 m
1HP = 7457 W
(M doR T)



XV Mecaniva Vetonial para Engenhetros - Estdtica

um-certo assunto. Cada capitulo termina com uma recapitula¢ao e sumario do assunto
tratado. Subtitules foram incluidos para auxiliar o estudante a organizar seu trabalho
de recapitulagio, assim como referéncia ao texto ajudam a localizar o material desejado.

Os problemas resclvidos foram estruturados na forma que, se espera, os
estudantes usem na solugao dos problemas propostos. Eles servem, assim, ao duplo
propésito de completar o texto e demonstrar o tipe de trabalho limpo e organizado que
o estudante deveria executar ao obter suas préprias solugges. Os problemas propostos
sfio, em sua maioria, de natureza pratica e deveriam ser de interesse dos estudantes de
engenharia. Eles sfig, entretanto, destinados principalmente a ilustrar a matéria desen-
volvida no texto e a auxiliar o estudante na compreensio dos principios bdsicos da
mecénica. Os problemas foram agrupados com as partes da matéria que eles ilustram
e foram organizados em ordem de dificuldade crescente. Problemas que requerem
atengio especial foram identificados com um asterisco. No fim do livro sdo dadas as
respostas a todos os problemas de numero par.

Os autores desejam agradecer os intimeros e ufeis comentdrios e sugesties
oferecidos pelos usudrios das edigoes anteriores de Mecanica para Engenlieiros e de
Mecinica Vetorial para Engenheiros.

F.P. B. E. R.J. Ju.

A B, C
ABC

B Gy O

™

= @ % =

Lk

Constante; raio; distdncia

Reagdes em vinculos

Pontos

Area

Largura, distancia

Constante

Centréide

Distancia

Base dos logaritmos naturais
Forga; forga de atrito

Aceleragio da gravidade
Baricentro, constante de gravitagéo
Altura, flecha de cabo

Vetores unitdrios ao longo dos eixos coordenados
Momento de inércia

Momento central de inércia

XX
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Produto de inércia
of Maomento polar de inéreia
Constante de mola

k
k, k, k& Raio de giragéo

k Raio de giragdo

! Comprimento

L Comprimento; vio

! Massa

M Momenio; momento de um bindrio

Mo Momento em relagdo ao ponto O

M g Momento resultante em relagio ao ponto O
M Médulo do momento; massa da Terra; médulo do memento de uwim bindrio
Mgy, Momento em relagao ao eixo OL

N Componente normal da reagdo

0 Origem de coordenadas

P Pressao

P Forga; vetor

Q TForga, vetor

r Vetor-posi¢ao

r Raio: distancia; coordenada polar

It Forga resultante; vetor resultante; reagao
R Raio da Terra

5 Vetor-posigdo

8 Comprimento de arco; comprimento de cabo
S Forga, vetor

L Espessura

T Forga

Lista de simbolos

T'ragao

Trabalho

Forga cortante; produte vetorial

Volume; energia potencial, cisalhamento
Carga por unidade de comprimento

Forga, carga

Coordenadas retangulares; distancias
Coordenadas retangulares do centréide ou centro de gravidade
Angulos

Peso especifico

Elongagdo

Deslocamento virtual

Trabalho virtual

Vetor unitario ao longo de uma reta
Rendimento

Coordenada angular; &ngulo; coordenada polar
Coeficiente de atrito

Maussa especifica

Angulo de atrito; angulo

Xxi
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1.1. O que é Mecanica? A Mecanica pode ser definida como a ciéncia que
descreve e prediz as condigdes de repouso ou movimento de corpos sob a agdo de forgas.
£ dividida em trés partes: Mecanica dos Corpos Rigidos, Mecénica dos Corpos
Deformdveis e Mecanica dos Fluidos.

A Mecanica dos Corpos Rigidos é subdividida em Estatica, Cinematica e
DinAniica — a primeira refere-se a corpos em repouso; a segunda e a terceira, a corpos
em movimento. Nesta parte do estudo da Mecénica, os corpos sde—eonsiderados
perfeitamente rigidos. Contudo, as estruturas e as méquinas nunca sio absolutamente

rjgi_dgis_,'defor:nalldu-sé_gémaar'gasﬁm’éﬁ'éﬁlﬁﬁﬂci@{s.—h{as essas deformagbes
sio geralmente pequenas e nao alteram apreciavelmente as condigdes de equilibrio ou
de movimento da estrutura considerada. No entanto, essas deformagdes ferdo
importancia quando houver riscos de ruptura do material, sendo estudadas em
Resisténcia dos Materiais, que é parte da Mecdnica dos Corpos Deforméveis. A terceira
divisao da Mecanica, a Mecanica dos Fluidos, é subdividida no estudo dos fluidos
incompressiveis e dos fluidos compressivets. Uma importante subdivisdo do estudo de
fuidos incompressiveis é a hidrdulica, a qual se incumbe dos problemas que envolvem
liquidos. '

Mecinica 6 uma ciéneia fisica, pois trata de fendmenos fisicos. Entretanto,
alguns associam a Mecanica com a Matematica, enquanto muitoes a consideram assunto
de Engenharia. Ambos os pontos de vista séo justificdveis em parte. A Mecénica € o
fundamento da maioria das ciéncias de Engenharia e € um pré-requisito indispensd vel
a seu estudo. Contudo, ndo tem o empirismo encontrado em algumas ciéncias de
Engenharia, isto é, ndo confia somente na experiéncia e na observagéo; pelo rigor e
anfase colocados no raciecinio dedutivo, assemelha-se & Matemdtica. Mas nfo é uma
ciéncia abstrata ou mesmo pura; Mecinica é uma ciéncia aplicada. A finalidade da
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Mécinica é explicar e prever fendmenos fisicos, estabelecendo, assim, os fundamentos
para as aplicagoes da Engenharia,

1.2. Principios e Conceitos Fundamentais, Embora o estude da Mecanica
se tenha iniciade no tempo de Aristételes (384-322 a.C)) e Arquimedes (287-212 a C),
somente Mewton (1642-1727) encontrou uma formulagdo satisfatoria de seus principios
fundamentais. Esses principios foram mais tarde expressos de forma diferente por
’Alembert, Lagrange e Hamilton. Sua validade permaneceu inalterada até Einstein
formular a Teoria da Relatividade (1905). Apesar de suas limitagoes terem sido
reconhecidas, a Mecanica Newtontana ainda constitui a base das ciéncias atuais de
Engenharia.

Os conceitos basicos usados na Mecanica sio os deespago, tempo, massa e forga.
¥ g

Esses conceitos ndo podem ser exatamente definidos®; séo aceitos com base em nossa

intuigao e experiéncia e usados como referéncia para nosso estudo de Mecanica,

O conceito de espago é associado 4 nogda de posigao de um ponto P A posigdo
de P pode ser definida por trés comprimentos®® medidos a partir de um certo ponto de
referéncia, ou de origem, segundo trés diregdes dadas. Esses comprimentos sdo
conhecidos como as coordenadas de P.

Para definir um evento, ndo é suficiente definir sua posigdo no espage, o tempo,
ou o instante em que o evento ocorre, tambem deve ser dado.

O conceito de massa é usado para caracterizar e comparar os corpos, ¢om base
em certas experiéncias mecanicas fundamentais. Por exemplo, dois corpos de mesma
massa(admita que todas as demais condiges sejam idénticas) serdo atraidos pela Terra
da mesma maneira; eles oferecerdo, também, a mesma resisténcia a uma variagéo do
movimento de translagéo.

A forca representa a agao de um corpe sobre outro. Pode ser exercida por
contato ou a distancia, como no caso de forgas gravitacionais e forgas magneéticas. A forga
é caracterizada por seu pontode aplicagdo, sua intensidade, diregao e sentido; uma forga
é representada por um veror (Segdo 2.3).

Na Mecanica Newloniana, espago, tempo € massa sio conceitos absolutos,
sendo independentes um do outro. (Isto ndo é verdade na Mecanica Relativista, onde o
tempo de um evento depende do observador, e onde a massa de um corpo varia com sua
velocidade.) Por outre lado, o conceito de forga ndo é independente dos cutros trés.
Realmente, um dos principios fundamentais da Mecanica Newtoniana, relacionados
abaixo, indica que a forga resullante que atua sobre um corpo depende da massa do
corpo e da maneira como sua velocidade varia com o tempo.

(") Esses conceitos podem ser definidas dentro de um contexlo mais avangado da Mecénica Newlonlana e da
Mecanica Relativista (N doR T )

(**) Aqui, os comprimentos s&o valores algébricos, ista e, nimeros dolados de sinal (N doRT)

Introdugao -

Estudaremos as condigoes de repouso ou de movimento de pontos materiais e
de corpos rigides em termos dos quatro conceitos bdsicos introduzidos. _ifor ponto
material entendemos uma pequena porgao da matéria que pode ser considerada como

s¢ ocupasse um ponto no espago. Um corpo rigido ¢ uma combinagio de um grande

nimero de pontos materiais que ocupam posigdes fixas, relativamente uns aos outros
O estudo da Mecanica dos pontos materiais &, obviamente, um pré-requisito para o dos
corpos rigidos. Além disso, os resultados obtidos para um ponto material podem ser
usados diretamente em grande nimero de problemas referentes a condigées de repouso
ou de movimento de corpos reais. O estudo da Mecanica elementar repousa em seis
principios fundamentais, baseados em evidéncias experimentals:

A Lei do Paralelogramo para a Adig@o de Forgas. Estabelece que duas furc;as
atuantes sobre um ponto material podem ser substitu idas por uma unica forga, chamada
resultante, obtida pela diagonal do paralelogramo cujos lados sao iguais as forgas dadas
(Se¢io 2.2).

O Principio de Transmissibilidade. Estahelece que as condigoes de equilibrio
ou de movimento de um corpoe rigido permanecerio inalteradas se uma forga que atua
rnum dado ponto do corpo rigido for substituida por outra demesma intensidade, diregio
¢ sentido, mas que atua em um ponto diferente, desde que as duas forgas tenham a
mesma linha de agdo (Segéo 3.3).

As Trés Leis Fundamentuis de Newton. Formuladas por sir Isaac Newton em
fins do séeulo XV1I, essas leis podem ser enunciadas como s¢ segue:

PRIMETRA LEI* Se a intensidade da for¢a resultante™ que atua subre um
ponto material e zero, este permanecera enl repouso (se estava originalmente em
FEPOUSH) OU pErMmanecera com velocidade constante e em hinha reta (se estava
originalmente emn movimento) (Segao 2. L),

SEGUNDA LEI*** Se a for¢a resultante que atua sobre um ponto material
Ao 6 zero, este terd uma aceleragao proporcional & intensidade da resultante e na
direpdo desia, com 0 mesmo senbido,

Como veremos na Se¢do 12.2 esta lel pode ser expressa como

(10

L+
5 ]
i

ma

i
* Também chamada de Lei de Inércia (N do R.T.)

-+ Para a definicao de forga resultante, ver a Segao 2 5. M doR T)

-+ Também chamada Lel Fundamental da Mecarica Newtoniana. (N doR T)
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oride F, m e a representam, respectivamente, a forga resultante que atua sobre a
particula, sua massa e sua aceleragiio, expressas em um sistema de unidades coerente.”

. TERF]EIRA LEIL** As forgas de agéo e reagiio entre corpos em contato tém a
mesma intensidade, mesma linha de agdo e sentidos opostos (Segdo 6.1).

Lei de Gravitagdo de Newton, Estabelece que dois pontos materiais de massas

M e m sdo mutuamente atraidos com forcas iguais e opostas F e —F de intensidade F
dada pela férmula

Mm
F=G e (1.2)
r
onde r = distancia enlre os pontes materiais

G = constante universal chamada constante de gravitagdo.

. A Iei_ da grauiL{lcﬁo de Newtonintroduz aidéiadeuma agéio exercidaadistdncia
e B.mf!]lfl a f?lxa de aplicagiio da terceira lei de Newton: a agdo F e a reagfio —F na Fig.
1.1 sdo iguais e opostas, e téin a mesma linha de agdo.

AN

m

Figura 1.1

.A’ lois de Newton, comn enunciadas, sao validas apenas quando os corpos s80 referidos a um  sistema dé
rafaréncia inercial @ o tampo & medido em uma escala unilorme ou escala newtoniana. (N do R.T )

** Também chamada Lei da Agdo e Reagio (N do RT)
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Um caso particular de grande importéncia € o da atragdo da Terra sobre um
ponto material localizado em sua superficie. A forga F exercida pela Terra sobre o ponto
& entdo definida como o seu peso P. Tomando M igual & massa da Terra, m igual & massa
do ponto material e r igual ao raio R da Terra, e introduzindo a constante

(1.3)

a intensidade P do peso de um ponto material de massa m pode ser expressa como®

P=mg (1.4)

O valor de I na Eq. (1.3) depende da pesigéo do ponto considerado, pois a'Terra
nio é esférica. O valor de g varia, portanto, com 8 posi¢iio do ponto considerado.
Enquanto o ijonto estiver sobre a superficie da Terra, é suficientemente preciso supor
£ = 9,81 m/s” na maioria dos caleulos de engenharia **

Os principios que acabamos de enumerar serio introduzidos ao longo de nosso
estudo de Mecanica A medida que se tornem necessdrios. O estudo da estdtica dos pontos
materiais, desenvolvido no Cap. 2, serd baseado somente na lei do paralelogramo para
adigdo de forgas e na primeira lei de Newton. O principio da transmissibilidade serd
introduzido no Cap. 3, quando comegarmos o estudo da estatica dos corpos rigidos, e a
terceira lei de Newton no Cap. 6, quando analisarmos as forgas mituas exercidas pelas
partes que compdem uma estrutura. Observe que os quatro principios mencionados
anteriormente sustentam todo o estudo da estética dos pontos materiais, corpos rigidos
e conjuntos de corpos rigidos. No estudo da dinarmica, serdo introduzidas a segunda lei
e a lei da gravitagio de Newton. Serd mostrado que o principio da transmissibilidade
poderia ser deduzido de outros principios e, assim, eliminade (Segdo 16.5). Até 14,
entretanto, a primeira e a terceira leis de Newton, a lei do paralelogramo para adigdo
de forgas e o principio de transmissibilidade, irdo nos proporcionar a base necessdria e
suficiente para o estudo completo da estdtica.

sessasomes s enes
* Uma definigao mais precisa do peso P levaria em consideragéo a rotagao da Terra, desde que se considere um
observador situado na Terra, que néo & um sistema inercial.

** Se desejarmos usar trés algarismos si nificatives, o valor a ser adotado dependerd fortemente da posigao.
Assim, & melhor adotar o valor g = 8,8 m/s® com apenas dois algarismos significativos. (N.do R T.)
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Como foi observado anteriormente, os seis principios fundamentais, acima
citadus, baseiam-se na demonstragiio experimental. Excetuando a primerra lei de
Newton* e o principio da transmissibilidade, sdo principios independentes que nao
podem ser deduzidos matematicamente um do outre ou de qualquer outro principic fisico
elementar. Sobre esses principios repousa a maior parte da inlrincada estrutura da
Mecanica Newtoniana. Por mais de dois séculos, um niimero consideravel de problemas
referentes as condigdes de repouso e movimento de corpos rigidos, corpos deformdvels e
fluidos tem sido resolvido pela aplicagio desses principios fundamentais. Muitas das
solugbes obtidas poderiam ser verificadas experimentalmente, permitindo entao uma
confirmagio adicional dos principios dos quais foram deduzidas. Somente nos ultimos
tempos é que a Mecénica de Newton foi considerada falha, ao se estudar o movimento
dos dtomos e de certos planetas, quando entdo foi complementada pela teoria da
relatividade. Mas nas atividades humanas ou de engenharia, onde as velocidades sao

pequenas em relagao & velocidade da luz, a Mecénica de Newton tem ainda validade.

1.3. Sistemas de Unidades. Aos quatre conceitos fundamentais introduzidos
na se¢do precedente estdo associadas as chamadas unidades mecanicas, isto é, as
unidades de comprimento, tempo, massa ¢ for¢a. Essas unidades ndo podem ser esco-
lhidas independentemente se a Eq. (1.1) deve ser satisfeita. Trés das unidades podem
ser definidas arbitrariamente: elas séio, entdo, referidas como unidades fundamentals.
A quarta unidade, entretanto, deve ser escolhida de acordo com a Eq. (1.1) e é chamada
de unidade derivada As unidades mecanicas selecionadas desse modo formam um
sistema coerente de unidades.

Sisterna Internacional de Unidades (ST de wnidades). Nesse sistema as
unidades bdsicas sdo as unidades de comprimento, massa e tempo, ¢ sdo denominadas,
respectivamente, metro (in), quilograma (kg) e segundo (s). As trés sdo arbitrariamente
definidas. O segundo, que representa /86 400 do dia solar médio, e atualmente definido
como a duragdo de 9 192 631 770 ciclos da radiagéo associada com uma transigao
especifica do dtomo de césio. O metro, originaramente definido como wn décimo
milionésimo da distancia do equador ao pélo, é agora definido como 1 650 763,74
comprimentos de onda da linha vermelha alaranjada do cripténio 86. O quilograma, que
é aproximadamente 1gual & massa de 0,001 m” de dgua**, é definido como a massa de
um padrioe de platina mantide na Repartigdo Internacional de Pesos e Medidas, em
Sevres, perto de Paris (Franga). A unidade de for¢a é a umidade deriv.’ul_)a Chamada
newton (N), é definida como a forga que imprime uma aceleragao de 1 m/s” a massa de
1 kg (Fig. 1.2). A partir da q. (1.1) eserevemos:

* Ver no volume "Dindmica”, nota do tradutor na Segao

** Destilada, & temperatura de 4°C e & pressao de uma atmosfera

Introdugao 7

Figura 1.2

1N = (1 k)1 s = 1 kg m/s” (1.5)

As unidades do SI formam um sistema absoluto de unidades. Isto significa que
escolhidas so independentes do local onde as medigoes sao
m ser usados em qualquer parte da Terra,
a Fles teras sempre o mesmo significado.

as trés unidades bdsicas
{eitas. O metro, o quilograma e o segundo pode
podem, até mesmo, ser usados em outro planet
m corpo (ou forga gravitacional exercida

Como qualquer oulra forga, o peso den
o peso de um carpo de

sobre o carpo) é expresso em newlons, Da Eq. (1.4) segue-se que
massa 1 kg (Fig. 1.3) ¢

-

a=9281 mfsJ

l P=5 81N

Figura 1.3

P=mg
= (1 kg)9,81 m/s?)

=981N"

“vernotado R T apaginab (N.doRT)




8 Mecdnica Vetortal para Engenheiros - Estitica

Tabela 1.1 Prefixos do SI

Fator de multiplicag¢ao Nome?* Simbolo
1000 000 000 000 000 000 = 10'® exa E
1000 000 000 000 000 = 10" peta
1000 000 000 000 = 102 tera T
1000 000 000 = 10° giga a
1000 000 = 10° mega M
1000 =10 quilo k
100 = 10 hecto™ h
10 =10 deca da
0,1 =10" deci d
0,01 =107 centi ¢
0,001 =107 mili m
0,000 001 =107° micro m
0,000 000 001 = 1077 nano n
0,000 000 000 001 = 107" pico P
0,000 000 000 000 001 = 107" femto f
0,000 000 000 000 000 001 = 1078 atto a

* Na forma oral, os nomas dos molliplos e submultiplos decimais das unidades s&o pronunciados por extensg,

prevalecendo a silaba 16nica da unidade.
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Os miltiplos e submiiltiplos das unidades do S podem ser obtidos por meio do
uso dos prefixos definidos na Tabela 1.1. Os muiltiplos e submultiplos das unidades de
comprimento, massa e forca mais fregiientemente empregados em engenharia sio,
respectivamente, o quilémetro (km) e o milimetro (mm); o megagrama® (Mg) e o grama
(g); e o quilonewton (kN). De acordo com a Tabela 1.1, temos

1km =1000m Imm = 0,001m
1 Mg =1000kg 1g=0,001kg
1kN=1000N

A conversao dessas unidades em metros, quilogramas e newtons, respectiva-
mente, pode ser efetuada por simples mudanga da virgula trés casas para a direita ou
para a esquerda. Por exemplo, para converter 3,820 km em metros, move-se a virgula
trés casas para a direita

3,820 km = 3 820 m

De modo semelhante, 47,2 mm & convertido em metros movendo-se a virgula
trés casas para a esquerda

47,2 mm = 0,0472 m

Usando a notacdo cientifica, pode-se também escrever

3.820 km = 3,820 x 10°m

472 mm = 47,2 x 10°m
Os multiplos da unidade de tempo s@o o minuto (min) e a hora (h). Como

1 min =60 s e 1h=60min=3600s

As palavras quildémetro, decimetro, centimetro e milimelro, consagradas pelo uso com o acento tonico deslocado
para o prefixo, s30 as tinicas exceqdes a essa regra; assim sendo, os outros multiplos e submultiples decimais do
metrn devem sarpionunciados com o acenio tdnico na pendltima silaba (me). por exemplo: megamelro, micrometro
{distinto de mictémetio, instrumento de medigho), nanometro ete _

(O uso desses prefivos deve ser evilado, salvo para as medidas de dreas e volumes e para uso nao 1écnico do
centimelro, como para o corpo humano e medidas de roupas.

esses multiplos nio podem ser convertidos tdo prontamente quanto os oulros.

* Também canhecida coma lonelada metrica
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Pelo uso dos multiplos ou submaltiplos apropriados de uma dada unidade,
pode-se evitar escrever numeros muito grandes ou muite pequenos. Por exemplo,
usualmente escreve-se 427,2 ki em vez de 427 200 m e 2,16 mm em vez de 0,002 16 m*.

Unidades de Area € Volume. A unidade de drea € o metro quadrado (m?), que
I'Eplf::(‘l'lt"l a area de um quadrado de 1 m de lado, a unidade de valume & o metro cibico
'’ ) 1gual ao volume de um cubo de 1 m de lado. A fim de evitar valores numéricos
excessivamente pequenos ou grandes, no calculo de dreas e volumes usam-se sistemas
de unidades secundadrias, obtidas, respectivamente, quadrando ou elevando ao cubo nio
somente o milimetro, mas também os dois submultiplos intermedidrios do metro — a
saber, o decimetro (dm) e o centrmeiro (cm). Sendo, por definigao,

1dm =0,1m= IO_Im
lem=0,01m= 107
I mm = 0,001 = 107

os submultiplos da unidade de drea sao

1dm? = (1dm)* = [10_1m}2 = 107%m?

107* m?

1em® =(1 Cm) =(10"%m)® = m

1 mm? = (1 mm)? = ( 107%m)? = 1078
¢ 05 submultiples da unidade de volume séo

1dm® = (1 drnj‘rs = {10_1 l'nJ"3 =109
1em® = (1 em)? -(10“2 m)? = 1078 m?

1mm® = (1 mm)® =103 m)* =10 m®

Deve-se nbbe: var que, quando o volume de um liquido esta sendo medido, o
deeimetro cabico (dm?) 6 usualmente substituido pelo litro (£).

* Deve-se observar que, quande mais de quatro digitos sdo usados em qualquer lado da virgula para exprimir uma
guantidade no Sl de unidades — como em 427 200 mou 0,002 16 m —, espagos, nunca pontas, devem ser usados
;'Jdra separar 0s diglios em grupas de (rés Isto se faz para evitar confusdo com o ponlo, usadu em alguns paises
em lugar da virgula. Recomendagao do SINMETRO (M. daR. T

.'utmdw‘ao 11

Outras unidades derivadas do SI para a medida de momento de forga, trabalho
ete. sao indicadas na Tabela 12 Essas unidades serdo introduzidas nos capitulos
posteriores, a medida que for necessdrio.

Tabela 1.2 Principais unidades do SI usadas em Mecanica

Grandeza Unidade Simbolo Formula
Aceleragao metro por segundo, por segundo S m/s?
Angulo radiano rad %
Aceleragio angular  radiano por segundo, ;
por segundo T radis®

Avea metro quadrado i m?
Comprimento metro 1 *x
linergia Jjoule J N-m
Forga newton N kg - m/s*
Frequiéncia hertz Hz s
[mpulso newton-segundo . N s
Massa quilograma kg T
Massa especifica quilograma por metro cibico L l{gf’:ns
Momento de uma

forga, Torque newton-metro s N-m
Poténcia watt W J/s
Pressio pascal Pa N/m®
Tensao pascal Pa N/m?
Tempo segundo s n¥
Trabalho Joule | N-m
Velocidade metro por segundo o m/s
Velocidade angular radiano por segundo -~ rad/s
Volume, solidos metro cabico S m'
Volume, liquidos litro £ oul, 1()"3|11J

Notas
#+  Unidade suplementar (1 revolugao = 2 rad = 360°).
##+ Unidade fundamental
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1.4. Método de Resolugio de Problemas. Os alunos devem abordar um
problema de mecanica como sendo uma situagio real de engenharia. Baseando-se em
sua prépria experiéncia e intuigdo, o aluno terd mais facilidade em compreender e
equacionar o problema. Uma vez que o problema esteja claramente estabelecido, nao ha
mais lugar para a imaginagio do aluno em sua solugéo. A solucdo deve ser baseada nos
seis principios fundamentais estabelecidos na Se¢io 1.2 ou nos teoremas deles derivados.
(lada passo dado deve ser justificado. As regras devem ser seguidas rigorosamente, pois
conduzem # solugio de modo quase automdtico, ndo deixando lugar para a intuicio ou
“palpite” do aluno. Apés ter obtido uma resposta, esta deve ser verificada. Nesse estagio,
0 estudante pode novamente apelar para seu bom senso e experiéncia pessoal. Se ndo
estiver completamente satisfeito com o resultado, deve verificar cuudadosamente o
equacionamento do problema, a validade dos métodos utilizados para sua solugio e a
exatiddo dos caleulos. O enunciado de um problema deve estar claro e preciso. Deve-se
relacionar os dados e as informagdes necessarias. Um desenho nitido mostrando todas
as quantidades envolvidas deve ser incluido. Diagramas separados devemn ser dese-
nhados para todos os corpos envolvidos, indicando claramente as forgas que agem em
cada corpo. Esses diagramas sao conhecidos como diagramas de corpo livre e estdo
descritos em detalhe nas Segdes 2.11 e 4.2.

Os principios fundamentais da Mecénica enunciados na Segéo 1.2 serdo usados
para formular equagdes que expressam as condigies de repouso ou de movimento dog
corpos considerados. Cada equagdo deve estar claramente relacionada a um dqs
diagramas de corpo livre. O estudante, entdo, as resolverd observando as regras usuais
da dlgebra, registrando claramente as vérias passagens.

Apds ter sido obtida a respesta, esta devera ser cuidadosamente verificada
Erros no raciocinio podem muitas vezes ser revelados pela verificagdo das unidades. Por
exemplo, para determinar o momento de uma forga de 50 N em relagao a um ponto 0,60 m
distante de sua linha de agao, poderiamos ter escrito (Se¢do 3.11)

M =Fd=(50N)0,60m)=30N-m

A unidade N - m obtida pela multiplicagio de newtons por metros € a unidade
correta para o momento de uma forga; se outra unidade tivesse sido obtida, saberiamos
que algum erro teria sido cometido.
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Erros no cdlculo serdo comumente descobertos substituindo-se os valores
numéricos obtidos em uma equagio que ainda nédo tenha sido usada e verificando-se se

a equagio estd satisfeita. £ essencial lembrar que os cdlculos em engenharia tém de ser
corretos.

1.5. Precisao Numérica. A precisdo do resultado de um problema depende
de dois fatores: (1) a precisdo dos dados fornecidos; (2) a precisio dos cdlculos realizados.

A precisao do resultado ndo pode superar a do menos preciso desses dois
fatores. Por exemplo, se a carga de uma ponte é de 375 kN, com um possivel erro de
0,5 kN, 0 erro relativo que mede o grau de precisédo do dado é

O5kN _ 0013 =
e = 00013 = 0,13%

Nio terd sentido, entdo, calcular a reagfio em um apoio da ponte como sendo
de 71,60 kN. A precisdo do resultado ndo pode ser maior que 0,13%, ndo importando
quio exatos sejam os calculos, e 0 erro possivel na resposta deve ser tao grande quanto

(0,13/100)(71,60 kN) = 0,1 kN*

O resultado serd adequadamente registrado como (71,6 £ 0,1) kIN.

Em problemas de engenharia, os dados raramente sdo conhecidos com precisio
maior que 0,2%. E, portante, desnecessério realizar cdlculos com grande precisao. Por
essa razio, todos os cdleulos neste texto serdo realizados com a preciséo de 0,2%. Uma
regra pratica & usar 4 algarismos para registrar nimeros comegados por “17 e 3
algarismos nos demais casos. Salvo qualquer outra indicagdo, os dados nos problemas
serdo considerados conhecidos com esse grau de precisdo. Uma forga de 40 N, por
exemplo, seria lida 40,0 N, e uma forga de 15 N seria lida como 15,00 N *#

* Os desvios das medidas devem ser representados por apenas um algarismo significativo. (N. do R. T.)
** 40,0 N obtido com uma incerleza de 0,1 N, ou seja, (40,0 £ 0,1) N, fem um desvio relaiivo de
Eaa]‘\' = 0,0025 = 0.25%, 15,00 N obtido com uma incerteza de 0,03 N, ou seja (15,00 £ 0,03) N, tem um desvio

) 1 : ¥
relativo de 10—5"::%% = 0,002 = 0,2%, conseqglentemente, mais precisa que a antenor (N. do R.T)
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Calculadoras eletrénicas de bolso sdo largamente usadas por engenheiros e por
estudantes de engenharia. A velocidade e precisdo dessas calculadoras facilita os
cdleulos numéricos na solugio de muitos problemas. Entretanto, o estudante nao deve
registrar mais algarismos significativos que os necessdrios, simplesmente porque sio
facilmente obtides Como observamos acima, uma precisda maior que 0,2% é raramente
necessaria ou ndo tem significado na solugio dog problemas na pratica da engenharia.®

N

Estatica dos
Pontos Materiais

2.1. Introdugdo. Neste capitulo estudaremos o efeito de forgas que atuam em
pontos materiais, Em primeiro lugar aprenderemos como substituir duas ou mais forgas
que agem em um dado ponto material por uma dnica forga que produz o mesmo efeito
que as forgas originais. Essa forga tnica é a resultante das forgas que atuam no ponto
material, Mais adiante serao deduzidas relagies entre as varias forgas que atuam e
um ponto material em equiltbrio e as utilizaremos para deteyminar algumas das forgas
que atuam noutre ponto, também em equilibrio.

A utilizagdo do nome “ponto material” ndo implica restringir o estudo
pequenos corpuisculos. Significa, sim, que o tamanho e a forma dos corpes em estudo nao
aletam significativamente a solugédo dos problemas tratados neste capitulo, de modo que
todas as forgas que atuam em um dado corpo serdo consideradas como atuando em um
Gnico ponto. Sendo essa hipdtese vahida em muitas aplicagdes praticas, serd possivel,
neste capitulo, resolver um certo namero de problemas de engenharia.”

A primeira parte deste capitulo é dedicada ao estudo de forgas contidas em um
plano e, a segunda, & andlise de forgas no espago tridimensional

FORCAS NO PLANO

2.2. For¢a sobre um Ponto Material. Resultante de Duas Forgas. Uma
forca representa a agdo de um corpo sobre outro. Ela é caracterizada por seu ponto de

* Todo corpo rigido, sujeilo a agao de lorgas cujas linhas de agao concorram num mesmo ponlo, pode ser ratado
came uma paiticula pois, ndo havendo momentos de lorga, ndv haveia rolagao do corpe
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dplicacdo, sua intensidade, direcdo e sentide. Neste capitulo estudaremos o efeito de
forgas sobre pontos malteriais, e que tém, portanto, o mesmo ponto de aplicagio. Basta,
enlio, dar a intensidade, a direcio e o sentido de cada forga.

A intensidade de uma forga é earacterizada por um certo niimero de unidades.
Como foi indicado no Cap. 1, as unidades do 81 usadas pelos engenheiros para medir a
inl,{cnsndadc de uma forga sdo o newton (N) e seu miltiplo, o quilonewton (kN), igual a
107 N,

A diregio de uma forga é definida por sua linha de agdo. A linha de agéio é a
reta ao longo da qual a forga atua, sendo caracterizada pelo dngulo que forma com algum
eixo fixo (Fig. 2.1). A forga é representada por um segmento desta linha; usando uma
escala apropriada, o comprimento desse segmento pode ser escolhido para representar
a intensidade da forga.

(@) (h)

Jigura 2.1

Finalmente, o sentido da forga pode ser indicado por uma seta. E importante,
an definir uma forga, indicar seu sentido. Duas forgas, tais como as representadas na
Fig. 2.1a e b, que tém a mesma intensidade e a mesma linha de agéo mas sentidos
diferentes, terdo efeitos opostos sobre um ponto material. -

Constata-se, experimentalmente, que duas forgas P e Q, que atuam sobre um
ponto material A (Fig. 2.2a), podem ser substituidas por uma tnica forga R que tenha
o mesmo efeito sobre esse ponto (Fig. 2.2¢). Essa forga é chamada resultante das forgas
P e Qe pode ser obtida, como mostra a Fig. 2.2b, pela construgdo de um paralelogramo,
usando PP e Q como lados do paralelogramo. A diagonal que passa por A representa a
resultante. TIsto é conhecido comao a lei do paralelogramo para a adigéo de duas
forcas. [ssa lei é baseada na experiéncia, ndo podendo ser provada ou deduzida
matematicamente
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(a) th h ()

Figura 2.2

.as regras de a de adlgéu def'mdas na arltméwlgebra Por exempIo duas foreas co com

linhas de agao pPTpEHdICU]B!’ES, uma de 4 N e a outra de 3 N, tém como resultante uma
forga de 5 N e ndo de 7 N. As forgas néo sdo as uinicas grandezas que seguem a lei de
adigdo do paralelogramo. Como veremos mais adiante, deslocamentos, velocidades,
aceleragies e momentos de fora sao outros exemplos de quantidades fisicas que possuem
intensidade e diregdo e que sdo somadas de acordo com a lei do paralelogramo. Todas
essas grandezas podem ser representadas matematicamente por vefores, enquanto
aquelas que nfo possuem diregio, tais como volume, massa ou energia, sao represen-
tadas por nimeros ordindrios ou escalares.

Os vetores sdo definidos como entes matemdticos que possuem intensidude,
direcdo e sentido e que se somam de acordo com a let do paralelogramo.

Os vetores sdo representadas, nas ilustragdes, por setas, e serdo diferenciados
das grandezas escalares, neste texto, pelouso de letras em negrito (7). Na escrita a méo,
um vetor pode ser caracterizado por uma seta curta acima da letra usada para
representé-lo ( P i, ou sublinhando-ge a mesma ( P ). O ultimo processo estd ganhando
grande aceitagdo, pois pode ser usado, mais facilmente, em datilografia. A intensidade

de um vetor determina o comprimento. do segmento de reta usado para representd-lo.

Neste texto, aletra italica serd sada para representar a intensidade de um vetor. Entao,
a intensidade de P serd representada por P

Um vetor usado para representar uma forga que atua em um dado ponto
material tem bem definido o seu ponto de aplicagéo, isto é, o préprio ponto material. Tal
vetor é dito fixo ou aplicado e nio pode ser deslocado sem modificar as condigdes do
problema.
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Contudo, outras quantidades fisicas, tais como momentos (ver Cap. 3), sdo
representadas por vetores que podem deslocar-se, paralelamente a si mesmos, livre-
mente no espago; estes vetores sdo chamados vetores livres. Ainda outras quantidades
fisicas, tais como forgas atuantes em um corpo rigido (ver Cap. 3), sdo representadas por
vetores que podem ser deslocados ao longoe de sua linha de agéio; sdo chamados vefores
deslizantes.*

b

4 / — e -

(&) (d)

Figura 2.3 Rotagdes finitas de um corpo rigido.

* Algumas grandezas 1&m intensidade, dire¢éo e sentido, mas nao se comp&em conforme & lel do paralelogramo
Embora essas grandezas possam ser represeniadas por segmentos onentados, ndo podem ser consideradas
comp valures,

As rolagbes finilas de um earpo rigido formam um conjunto de lais grandazas Tame um lvre fechado sobre uma
mesa diante de vocé de tal modo que hique em posigao de lellura, isto é, com a capa para cima e a lombada a
esquerda Gire-o agora de 180" em toma de um @ixo paralelo & lombada (Fig. 2.3a); essa rolagao pode ser
representada por um segmenio de comprmenic igual a 180 unidades e orientado conforme mostra a figura
Tomando o livio na nova posigao, gire-o de 180" em 1ormo de um eixo horizantal perpendicular a lombada (Fig
2 3b), essa segunda rolagio pode ser representada por um segmento da reta de 180 unidades de compnimenio
e onentado conforme a figura. Mas o livio podena tar sido colocado na posigao final por meio de uina rotagao de
180" em lorno de um eixe vertical (Fig. 2.3¢) Concluimos que a soma de duas rotagdes de 180°, representadas
_pelos segmentos de retas com orlenlagao segundo os €ixos z € ¥, respectivamente, € uma rotagao de 180" indicada
pelo segmento de rels com onentagao segundo o eixo y (Fig 2 3d). E, pois, evidenle que as rotagoes tinitas de
um corpo rigido ndo cbedecem a lai do paralelogramo para & adigéo, ndo podendo, pais, ser representadas por
velores
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Dois vetores de mesma intensidade, direcdo e sentido séo ditos iguals, quer
tenham ou ndo o mesmo ponto de aplicagao (Fig. 2.4); vetores iguais podem ser indicados
pela mesma letra*

Figura 2.4

O vetor oposto de um dado vetor P ¢ definido como sendo um vetor que tem a
mesma intensidade e diregao de P e sentido oposto ao de P (Fig. 2.5); o vetor opostu de
P ¢ representado por —P. Os vetores P e —P sdo comumente chamados de vetores
diretamente opostos. Obviamente temos

Pi(-P)=0*

-p

Figura 2.5

* Este concelto de iqualdade aplica-se apenas aos vetores chamados livies. Para vetores aplicados serem iguals
& necessaro que também tenham o mesmo ponio de aplicag@o. Duis velores aplicados de mesma intensidads,
diregao e sentido sdo chamados equipolentes. (N. do R.T)

4 soma de dois vetores diretamente opostos € o vetor nulo (O) e ndo o escalar 0 (zero). (N.do K T)
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2.4. Adigiio de Vetores, Vimos na segio precedente que, por definigdo, os
vetores sio somados segundo a lei do paralelogramo. Entio, a soma de dois velores Pe
Q ¢ obtida aplicando os dois velores em um mesmo ponto A e construindo um
paralelogramo que tem P e Q como lados (Fig. 2.6) A diagonal que passa por A
representa a soma dos vetores P e Q, e essa soma ¢ indicada por P + Q. O fato de o sinal
+ ser usado para indicar tanto a soma vetorial como a escalar nido causard qualguer
ambigiiidade se as grandezas vetoriais e escalares forem sempre distinguidas cuidadosa-
mente Assim, observamos que a intensidade do vetor P + Q ndo é, em geral, igual 4
soma P + ¢ das intensidades dos vetores P e Q.

Figura 2.6

Como o paralelogramo construido com os vetores P e Q nio depende da ordem
segundo a qual P e Q sdo tomados, concluimos que a adigéo de dois velores é comutativa,
e esCrevernos

P+Q=Q+P (2.1)

Da lei do paralelogramo, podemos deduzir um método alternativo para a
determinagio da soma de dois vetores. Esse método, conhecido como a regra do
triangulo, ¢ deduzido como se segue: consideremos a Fig 2.6, onde a soma dos vetores
P e Q foi determinada pela lei do paralelogramo. Como o lado do paralelogramo oposto
a Q é igual a Q em intensidade e diregdo, poderiamos desenhar apenas a metade do
paralelogramo (Fig. 2.7a). A soma dos dois vetores pode ser entdo determinada pelo
reposicionamentode P e Q, de modo que a origem de um vetor esteja sobre a extremidade
do_outro; e, entdo, unindo a origem de P com a extremidade de Q. Na Fig 2.7b
considera-se @ ontra metade do paralelogramo e obtém-se o mesmo resultado, unindo a
origem de Q com a extremidade de P Isto confirma o fato de que a adigio vetorial é
comutaliva.
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(b)

Figura 2.7

Subtrair um vetor é somar o correspondente vetor oposto. Entdo, o vetor

P - Q, que representa a diferen¢a entre os vetores P e Q, é obtido pela adigio do vetor
P ao vetor —Q (Fig. 2.8). Escrevemos

(a) (b)

Figura 2.8

P w P LA (2.2)

Observamos, novamente, que o mesmo sinal é usado para significar uma
subtragdo tanto vetorial como escalar; a ambigiiidade serd evitada tomando-se cuidado
na distingfio entre grandeza vetorial e escalar,

Consideremos agora a soma de trés ou mats vetores. A soma de trés vetores P,
Q e S ser4, por definigio, obtida pela adigdo inicial dos vetores P e Q e, entéo, somando
o vetor 8 ao vetor P + Q. Assim, escrevemos

P+Q+S =(P+Q)+8 (2.3)
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Analogamente, a soma de quatro vetores sera obtida pela adigiao do
quarto vetor a soma dos Lrés primeiros. Segue-se que a soma de qualquer nimero
de vetores pode ser obtida pela aplicagdo repetida da let do paralelogramo aos
sucessivos pares de vetores, até que todos os vetores tenham sidao substituidos por
um unico vetor,

Se os vetores dados forem coplanares, isto é, se estiverem contidos no mesma
plano, sera facl obter sua soma graficamente. Nesse caso, a aplicagao sucessiva da
regra do triangulo serd preferida & aplicagdo da lei do paralelogramo. Na Fig. 2.9, a
soma dos vetores P, Q e S é obtida dessa maneira. A regra do tridngulo foi primeira-
mente aplicada para a obtengao da soma P + Q dos vetores P e Q e, entao, aplicada
novamente para se obter a soma dos vetores P + Q ¢ S. A determinagio do vetor P + Q,
entretanto, poderia ter sido omitida, sendo entédo a soma dos trés vetores obtida
diretamente, como mostra a Fig. 2.10, pelo arranjo dos vetores, de modo que a origen
de um vetor coincida com a extremidade do anterior e unindo a origem do_primeiro
vetor com a extremidade do ultimo. Isto é conhecido como a regra do poligono para a

adigdo dos vetores.

Figura 2.9 Figura 2.10

Observemos que ¢ resultado obtido permaneceria inalterado se, como
mostra a Ifig. 2,11, os vetores § ¢ S fossem substituidos pela soma Q + S, Podemos,
po1s, escrever

| P+Q+S5=P+Q)+S=P+(Q+8) ] (2.4)
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que exprime o fato de ser a adigo vetorial, uma operagio associativa. Lembrando que
a adigdo vetorial no caso de dois vetores é comutativa, escrevernos:

P+Q+S=8+P+Q)
S+ (Q+P)=5+Q+ D (2.5)

P+Q+8

1

Figura 2.11

Como outras expressdes similares que podem ser abtidas, esta expressao
mostra que a ordem na qual os vérios vetores sao somados é irrelevante (Mg 2.12).

5

Figura 2.12

Produto de um Escalar por um Vetor. Como € conveniente chamar a

soma P + P por 2P, a soma P+ P+ P por 3P e, em geral, represepl’.&rl i sornu_de n
vetores P iguais pelo produto nP, deﬁnir_mnos__n_pl_“lgggiq_n?, d'e um inteiro positivo n
porumvetor P, comaum vetor wmhamﬁsmdmegﬁ&ﬁsmnmmgﬂa4mm?{ade
nP. Estendendo essa definigao para incluir todos os escalares e lembrando a definigdo
“de vetor oposto apresentada na Segdo 2.2, definimos o produto kP de um escalar & por
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um vetor P como uin vetor que tenha a mesma diregdo e sentido de P (se k for positivo)
ou diregdo ignal e sentido oposto ao de P (se £ for negativo), e a intensidade igual ao
produto de I pelo valor absoluto de k (Fig. 2.13).

P 1.5F

y

Figura 2.13

-ap

2.5. Resultante de Vdrias Forgas Concorrentes. Considere um ponto
material A sob a acdo de diversas forgas coplanares, isto é, vdrias forgas contidas em um
mesmo plano (Mig. 2.14a). Como todas as forgas aqui consideradas passam pelo ponto
A, siio chamadas concorrentes. Os vetores representativos das forgas que atuam sobre
A podem ser somados pela regra do poligono (Fig, 2.1456). Comoo uso da regra do poligono
é equivalente a aplicagdo repetida da lei do paralelogramo, o vetor R obtido representa
a resulwnte_das refendas forg:as cancon‘entes, :sto é a forga_umca quéiém_o_meamo

ordem em qup os velores P, Q e 8, representativos das f‘org:d'a dadas, sfo somados ]
irrelevante.

¥

R

A/f’
5
{a) (I

Figura 2.14

2.6. Decomposigido de uma Forga em Componentes. Vimos que duas ou

.mais forgas atuantes sobre um ponto material podem ser substituidas por uma tinica

{or¢a que tenha o mesmo efeito sobre o referido ponto. Reciprocamente, uma tnica forga
I que atua sobre um ponto material pode ser subslituida por duas ou mais forgas que,
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juntas, tenham o mesmo efeito sobre o ponto material. Essas forgas séo chamadag de
componentes da forga original F, e o processo de substitui¢@io é chamado de decomposigdo
da for¢ca F em componentes.

Obviamente, para cada forga F existe um nimero infinito de conjuntos
possiveis de componentes. Conjuntos de duas componentes P e Q sdo os mais impor-
tantes para aplicages praticas. Mas, mesmo assim, é ilimitado o nimero de maneiras
pelas quais uma dada forga F pode ser decomposta em duas componentes (Fig. 2.15).
Dois casos sdo de particular interesse:

Figura 2.15

1. Uma das duas componentes, P, é conhecida. A segunda componente, Q, é
obtida pela aplicagio da regra do tridngulo, unindo a extremidade de P com a
extremidade de F (Fig 2.16). A intensidade e a diregio de Q sdo determinadas grdfica
ou trigonometricamente. Uma vez que tenha sido determinada Q, ambas as
componentes, P e Q, devemn ser aplicadas em A,

Figura 2.16

2. A linha de agdo de cada componente é conhecida. A intensidade e o sentido
das componentes sio obtidos pela aplicagdo da lei do paralelogramo, tragando retas,
paralelas as linhas de agéo, que passam pela extremidade de F (Fig. 2.17). Esse processo
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conduz a duas componentes P e @ bemn definidas, que podem ser determinadas grafica-
mente ou pela aplicagao da lei dos senos

A regra do triagngule também pode ser usada, As forgus P e Q sdo desenhadas
de modo que a origem de uma esteja sobre « exiremidade da vuira, Novamente, a
intensidade e a diregio da resultante sao medidas

R=98N o =35 R=98N « 135 =

Figura 2.17

Podem ser encontrados muitos outros casos; por exemplo, a diregdo de uma das
componentes pode ser conhecida, ao passo que a outra deve ter a menor intensidade
possivel (ver Problema Resolvido 2.2). Em todos os casos, pode ser desenhado um
triangulo ou paralelogramo adequado, de modo a satisfazer as condigées dadas

Solugio Trigonométrica. A regra do triangulo é de novo usade; dots ladus e
” o angulo por eles formados sao conhecidos. Aplicamos a lei dos co-senos
Problema Resolvido 2.1 ,
R2=pP? 4 Q% -2PQcos B
R = (40 Ny + (60 N)® — 2(40 NX60 N) cos 155"
R=877N

As forcas P e Q agem sobire um parafuse A. Determinar sua resultante.

Solugio Grifica Um paralelogramo de lados igrais a P e Q é desenhado em
escala. A intensidade e a diregdo da resultante sdo, entdo, medidas, encontrando-se s
valores

R=98N a =35 R=98N « 35 «
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Agora, uplicando a lei dos senos, escrevenos

senA  sen B sen A sen 155 (1)

971N

Q R 60N

Resolvendo a Eq. (1) para sen A, temos

son A = (GON) sen 1567
L 97,7N

Usando uma caleuladora, primeiro calculanmos o guociente, a seguir o arco seno .
e oblenos ' Problema Resolvido 2.2

Uma barcaga é puxada por dois rebocaderes. Se a resultante das forgas

A=150° a=20"+ A =350 : exercidas pelos rebocadores é de 5,00 kN e tem a diregdo do eixo da barcaga, determine:
(@) a tracdo em cada corda, sabendo que o= 45" e (b) 0 valor de o para que a tragdo na
R=97,TN <« 350 & corda 2 seja minima.

Solugdo Trigonométrica Alternativa. Construimos o triangulo retangulo
BCD e calculamos

CD =(60N)sen 25" =254 N
B = (60 N)cos 26" = 54,4 N

Usando agora o trigngulo ACD, obiemos

254 N iy
tgA = 2222 A =150 L . . o .
944N a) Tragdo parac=45". Selugdo grdfica. Utiliza-se a lei do paralelogramao
Sabe-se que a diagonal (resultante) tem 5,00 kN e é dirigida para a direita. Os lados sdo
q g
. desenhados paralelamente ds cordas. Se o desenho é feito em escala®, mede-se
It = 25,4/zen A R=977TN
k novamente * Usando-se o modulo de escala é{nﬁ, teremos 50 mm = 5,0 kN Para manler a precisdo seria necessario usar
1 mm " "

oA 35,0, R=917 N & 35,0= — o modulo aiji_kl\j mas isso implicaria em representar 500 kN por um segmento de reta com 500 mm de

comprimento.
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T =3,6kN T,=26kN

‘,’ Hy

50041 4500
T
\

Solugdoe Trigonométrica. Uliliza-se a lei do triangulo. O triangulo da figura
abaixe corresponde a parte inferior do paralelogramo du figura acima. A let dos senos

pEJ"ﬂ’ILfL‘ escrever

T 500kN
sen 45" sen 30° sen 1057

Com uma caleuladora, calcula-se ¢ guarda-se na memdoria o valor do iltimo
quoctente. Esse valor, multiplicado sucessivamente por sen 45" e sen 307, determina

T = 3,66 kN ’1"2 =259 kN

b) Valor de o para T, Minimo. A fim de determinar o valor de o que torne
minima a tragdo na corda 2, utiliza-se a let do triangulo. No esbogo a linha 1-1 tem a
dire¢ao de T| As linhas 2 - 2 mostram posstveis direges de Ty, Nota-se que o valor
minimo de Ty ocorre quando T\ e Ty sao ortogonais. O valor minimo de T

T2 = (5,00 kN) sen 30" = 2,60 kN

Estatica dos pontos materiais 3

5000 N

Os valores correspondentesde Ty e o sdo

TI = (5,00 kN) cos 30" = 4,33 kN

=60 <

@ =90"-30° =60

Problemas*

21e2.2 Delermine gralicamente a inlensidade, a diregao e o senlido da resulante das
duas forcas ilustradas, wtilizando em cada problema (a) a |gi-do paralelogramo e (b) a regra do
triangulo.

2.3 Duas psgas, § e C, estdo rebitadas em um suporle A Sabendo que ambas solrem
compressao por forgas da 1200 N em B e 1600 N em C, determine gralicamente o madulo, a diregao

e 0 senlido da forga resultante que age no suporle,

" As respostas dos problemas pares estio no fim do livro.
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300 N

Y

35 kN G

A50 N

Figura P2.1 Figura P2.2

2.4 Duas pegas Be Ceslao rebitadas em um suporte A. Ambas sofrem compressao por
fargas de 8 kN, em B, e 12/kN em C. Determine graficamente o module, a direao e o sentido da
forga resullante que age em A/

Figura P2.3 e P24

25 A lorga F, de intensidade igual a 500 N, é decomposta em duas componentes
sagundo as direghes a-a e b-b. Determine, por trigonometria, 0 angulo o, sabendo que a componen-
te de F ao longo da linha a-a @ de 400 N.

26 A foiga F, de intensidade igual a 400 N, é decomposta em duas componentes
segundo as diregdes a-ae b-b Datermine, por irigonomeliia, o angulo o, sabendo que a componen-
te de F segundo a linha b-bé de 150 N.
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Figura P2.5 e P2.6

27 Uma estaca é arrancada do solo com o auxilio de duas cordas, como na ligura
abaixo. (a) Com a = 30 e utilizando trigonometria, determine o modulo da forga P necessario para
que a resultante na estaca saja vertical. (b) Qual o médulo correspondante da resultanta?

Figura P2.7 e P2.12

28 Um caro avariado & puxado por duas cordas, como na figura abaixo. A trag@o em
AB & de 400N, e 0 dngulo o é de 20°. Sabendo qup a yesultante das duas forgas aplicadas em Atemn
a diregao do eixo do carro, ulilizando trigonome 14 determine: (a) a tragdo na corda AC e (b) a
intensidade da resuliante das duas foigas aplicadas em A.

KE

==

Figura P2.8e P2.11
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g 28 Resolva o Probl. 28 supondo que a lragao na corda AB é de 24 kN eque
o= 25

2.10 Resolvao Probl 2.7 lomando a = 407

211 Um carro avariado e puxado por duas cordas, come mostia a higura Sendo a
lragao na corda AB igual a 500 N, determine por lrigonometria a tragio na corda AC @ o valor de o
para que a forga resultante em A tenha a diregao do eixo do carro e inlensidade de 800 N

212 Uma esiaca € puxada com o auxilio de duas cordas, como na Fig P2.7 Sabendo
que a forga na corda da esquerda & de 120 N, determine por trigonometria o madulo, a diregio € o
sentido da forga P para que a resultante seja uma forga veriical de 160 N

2.13  Resolva o Probl. 2 1 por trnigonomelria

2.14  Utilizando trigonometiia, determine © modulo e a diregao da resultante das duas
forgas da ligura abaixo

200 N

Figura P2.14

2.15  Impondo que’a 'r95uhante das duas forgas aphcadas a eslaca du Piobl 27 sgja
verical, determine: (&) o valor ge a para o qual a intensidade de P seja minima e (&) a intensidade

correspondente de P

2.7. Componentes Cartesianas de uma Forga. Velores Unitdrios.* Em
muitos problemas & desejdvel decompor uma forga em duas componentes normais uma
a outra. Na Fig. 2.18, a for¢a F foi decomposta nas componentes I, segundo o eixox, &
F_, segundo o eixo y. O paralelogramo desenhado para a obtengdo das duas componentes
éum retdngulo, e F_e Fy sdo denominadas componentes cartesianas.

' As propriedades estabelecidas nas Segbes 2 7 @ 2 8 podem ser estendidas as componentes cartesianas de
qualguer grandeza velonal.
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Os eixos y e x sdo escolhidos usualmente segunda as diregdes vertical e
horizontal®, como na Fig. 2.18, embora possam ser tomados sepundo duas diregoes
perpendiculares quaisquer, como mostra a Fig. 2.19. Na determinagao das componentes
cartesianas de uma forga, o estudante deveria considerar as linhas de construgdo
ilustradas nas Figs. 2.18 ¢ 2.19 como sendo paralelas aos eixos x e y, em vez de
perpendiculares aos referidos eixos. Essa pratica ajudurd a evitar erros na determinagao
das componentes obliquas, como na Segao 2.6,

Figura 2.18 Figura 219

Definimos, agora, dois vetores de intensidade** 1, orientados, reapecha-
mente, segundo os eixos positivos x e y. Tails vetores, (.hamadus_i{gmb—umrdum SA0
represenmdos poriej, respectivamente (Fig. 2.20). Re!emhrando adefinigao do produto
de umn escalar por um vetor, dada na Seg¢do 2.4, observamos que as componentes
cartesianas F_e ¥, de uma for¢a F podem ser obtidas pela respectiva mulliphceagdo dos
vetores ilrlllti!'mb iejporescalares adequados (Fig. 2.21). Escrevemos

= 1 2 R/
ly_F}; (2.6)

‘= )JJ (2.7

* A posigdo da horizontal e da vertical depende, é claro, da posigao do livia (N do R.T))

** Em 4igebra vetorial corrente usa-se méduio em lugar da intensidada, por razoes Sbvias. (N da R T)
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- Magnitude = 1

Figura 2.20 Figura 2.21

Enquanto os escalares F_e F podem ser positivos ou negativos, dependendo
dosentidode F_eF , seus valores abso{utos sio respectivamente iguais as intensidades
das forgas componeéntes F_ e F,. Os escalares F, e F, sdo chamados de componentes
escalares da forga F, enquanfo as forgas componentes F_ e F  sdo denominadas
componenies vetoriais de F. Entretanto, quando néo existir possibilidade de confusao,
as componentes tanto vetoriais como escalares de I serdo chamadas simplesmente de
componentes de F. Observamos que a componente escalar I, serd positiva quando a
componente vetorial F_ tiver o mesmo sentido que o vetor unitdrio i (isto €, o mesmo
sentido do eixo x) e negativa quando F_ tiver sentido oposto. Uma conclusio andloga
pode ser obtida para o sinal da componente escalar F},,

DenominandoF aintensidade daforga F e 8o dingulo entre F e o eixo x, medido
a partir desse eixo no sentido anti-hordrio (Fig. 2.21), podemos exprimir as componentes
escalares de I comio

7

= FeosB F_.,. =F sen @ (2.8)

Observamos que as relagdes obtidas sio vdlidas para qualquer dngulo 8 entre

0' e 360" e que definem os sinais e os valores absolutos das componentes escalares F', e
F_
y

Exemplo 1. Uma forea de 800 N é exercida sobre um parafuso A, como mostra
a Fig. 2.22a. Determine as componentes vertical e horizontal da forga.
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Figura 2.22

A fim de obter o sinal correto para as componentes escalares F_e F_ o valor
0* das relagoes (2.8) 6 6 = 180" — 35" = 145", No entanto, serd mais prético determinar

_porinspe¢do, ossinaisde ' e I (Fig. 2.22b) e usar as fungdes trigonométricas do dngulo

« = 35" Por conseguinte, escrevemos

Fx=—Fcosa= —(BOO N)ecos 36" = —655 N
Fv:.+Fsenu=+f80{]N)sen35'=+459N

As componentes vetoriais de F sdo, entéo,

F, = - (655 N)i F, = + (459 N)j

e podemos escrever F na forma

F = —-(655N)i + (459 N)j

Exemplo 2. Um homem puxa, com uma forga de 300 N, uma corda fixada a
uma construgio, como mestra a Fig. 2.23a. Quais as componentes horizontal e vertical
da forga exercida pela corda no ponto A?

* 0 angulo § entre um velor e o eixo x & sempre medido a parlir do semi-eixo positivo, no sentido positive de
rotagdo, ou seja, anti-horario
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Figura 2.23

Vé-se na Fig. 2.23b que

F =+ (300 N) cos o Fy = —~ (300 N) sen o

x

Observando que AR = 10 m, encontramos, da Fig. 2 23a,

8 m g m 4 6 m 6 in 3
| COS @ = —5 = - = = SER (L = mrms mommee— oo

AR 10m 5 AD 10 m 5

Obtlemos, entao,
: 4 ’ . . 3 i
F, =4 (@B00N)g = + 240N F,=~@B00N)§ = -180N

a

€ esCrevemas

F = (240 NJi - (180 N})j

Quando uma furga F é definida por suas componentes cartesianas F_e FJ (ver
. Fig. 2.21), 0 angulo 8 que define sua diregao pode ser calculado pela expressao
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(29)

-

Figura 2.21 (repetida)

A intensidade F da forga pode ser obtida pela aplicagdo do teorema de Pitdgoras, isto &

PN = (2.10)

No entanto, tendo sido encontrado 6, geralmente  mais ficil determinar a
intensidade da forga a partir de uma das Egs. (2.8).

Exemplo 3. A forga F = (3,50 kN)i + (7,50 kiN)j € aplicada a um parafuso 4.
Determine a intensidade da forga e o angulo que ela forma com a horizontal.

Inicialmente, desenhamos um diagrama mostrando as duas componentes
cartesianas da forga e o angulo 0 (Fig. 2.24). Da Eq. (2.9), escrevemos
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lUsando uma caleuladora,® entramos com 7,5 kN e dividimos por 3,5 kN;
calculando o arco tangente do quociente, obtemos 0 = 65,07, Resolvendo a segunda das
Eqgs. (2.8) para I, temos

F ;
Pl =B o 7,50 kN = 828 kN

sen § sen 65,0

O ultimo cdleulo sena facilitado se o valor de I fosse armazenado quando da
entrada original, poderia, entao, ser recuperado e dividido por sen 6.

7,50 kN

F

T =350kN

Figura 2.24

2.8. Adigédo de Forgas pela Soma das Componentes segundo x e y. Foi
visto, na Se¢io 22, que as forgas devem ser adicionadas pela lei do paralelogramo. Dessa
lei, outros dois métodos, mais rapidamente aplicdveis a solugdo grdfica, foram deduzidos
nas Segdes 2.4 e 2.5: a regra do triingulo, para a adigfo de duas forgas, e a regra do
poligono, para a adigiio de trés ou mais forgas. Foi também visto que o tridngulode forgas,

utilizado para definir a resultante de duas forgas, pode ser usado para a obtencédo de
uma solugdo (rigonemétrica.

© Admile se que a caleuladora usada fem teclas para calculos de lungdes Ingonomeétnicas diretas e inversas

. Algumas calculadoras também tém teclas para conversdo direla de coordenadas cartesianas em polares e

vice-versa Tais calculadoras eliminam a necessidade de calculo das lungdes trigonoméltricas nos Exemplos 1, 2
e 3 e em problemas do mezmo tipo
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Quando devem ser adicionadas trés ou mais forgas, nio se pode obter uma
solucdo trigonométrica pratica da regra do poligono de for¢as que defina a resultante
dessas forgas. Nesse caso, uma solugio analitica do problema pode ser obtida pel.a
decomposi¢do de cada uma das forgas em duas componentes cartesianas.* Consi-
deremos, por exemplo, trés forgas P, Q e S atuantes em um ponto material A
(Fig. 2.25a). Sua resultante R é definida pela relagfio

R=P+Q+8 (2.11)

Decompondo cada forga em suas componentes carlesianas, escrevemos

R +RJj =P P}j + Qi+ Q}j + S+ Syj
= (P +Q, + S)i+ (PJ+QJ,+ Sy)j

do que se segue

R =P + Q+ SI Ry = Py il QJ + SJ, (2.12)

ou, de forma compacta,
B = 2.F (2.13
R =1F, R =XF (2.13)

Entdoe, concluimos que as componentes escalar.es R eR, dg -resultfmt:e R de
vérias forgas atuantes sobre um ponto material sdo obtidas pela adigdo algébrica das
correspondentes componentes escalares das forgas dadas.**

Na prética, adeterminagdodaresultante R desenvolve-se em trés'etapas, como
ilustra a Fig. 2.25. Inicialmente, as forgas dadas, esquematizadas na Fig. 2.25a, séo
decompostas em suas componentes x e y (Fig. 2.25b). Adicionando essas compon‘entes:
obtemos as componentes x e y de R (Fig. 2.25¢). Finalmente, a resultante R = R.i + RJ_}
é determinada pela aplicagdo da lei do paralelogramo (IMig. 2.925d). O procedimento que
acaba de ser descrito se desenvolvera mais eficientemente se os cdleulos forem orga-

* Estap sendo estudadas forgas ne plane. (N do T.)

** Esse resultado se aplica também, nbviamente, A adigao de qualquer outra grandeza vetorial, talcome velocidade,
acaleragao ou momento

H——--'ﬂ-"-_"-"__.'g
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. .nizados em uma tabela. Além de ser o inico método analitico pritico para a adigdo de

trésou mais forgas, 6, muitas vezes, preferido a solugéo trigonométrica, no caso de adigao
de duas forgas

iy

tal I (c) ()

Figura 2.25

Problema Resolvido 2.3

Quatro forcas atuam no parafuso A da figura. Determine a resultante das
for¢as que agem no parafuso

F,= 0N

Solugdo As componentes x e y de cada forga sao determinadas como na figura
Segundo a convengio adotada na Se¢do 2.7, o escalar que representa uma componente
de uma forgu é pusitiva se a componente tem o mesmo sentido que o elxo coordenado
correspondente. Assim, as componentes x que apontam para a direita e as componentes
y que apontam para cima sao representadas por ndmeros postiivos
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thvos 0

(4, sen 300

7

<1 sem 20% [@
\ ______ “iF, vos 13%h

For¢a Intensidade, N Componentes x, N Componente y, N
F, 150 +129.9 +75,0
F, 80 -274 1752
F, 110 0 ~110,0
F, 100 + 96,6 -25,9
ff)‘ =-199,1 ﬁ’}_ =+14,3

Assim, a resultante das quatro forgas é
R=Ri+Rj R =(199,1Nji + (14,3N)j «=

Alntensidade e a diregioda resultunte sio determinadas a seguir. Do tridngulo
da figura na outra pdgina tenmos

oo Xy 3N
& ~ R, 199,1N o

B e —
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po= W3N 60N R=1996N .« 4,11 &
sen o

n./= (14,3 N)j ] R, = (199,1 Ni

Com uma calewladora, o @itimo cdleulo pode ser facilitado se 0 valor de R
for urmazenado ao ser digitado; ele pode ser recuperado para ser dividido por sen .
(Veja, também, a nota no rodapé da pdgina 26.)

Problemas

216a219 Delermine as componentes x @ y de cada forga das figuras.

(EEIRR

F

! A

U|“\ i I

]‘“'“ - R ATEIT

i et L
B3 e

W

~—— 610 mm —

225 .——]

Figura P2.18 Figura P2.19
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? e
2.20 A haste CB exerce fio bfpcé B uma forga P dirigida ao longo da reta CB. Sabendo
que P lem uma componente horizontal da 200 N, determine: (a) a intansidade da forga P e (b) sua
componenta vertical.

E ARG A e e, B

Figura P2.20

2.21 O cilindro hidraulico GE aplica & haste DF uma lorga P dirigida ao longo da rela
GE. Sabendo qus P deve ter uma componente de 600 N na diregdo perpendicular a DF, determine:
(a) a intensidade da forga P e (b) sua componente paralela a DF.

&
\\\
o s
S . = E
; 133
- 1
A
O G 2 T
- = —
T R ER A 0

Figura P2.21

2.22  Atragao no cabo AC é de 370 N. Datarrmne as componentss horizantal e verical
da forga exercida em C. "

- e W W e W W W S W S W e o a

- wr W WE W = W
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i

A5l i

i

l—-ni&l mi—

e

ST

Figura P2.23

Figura P2.22

2.23 A haste de compressao BC exerce no pino Cuma forga duigida ao longo de BC de
intensidade 365 N. Determine as componentes horizonlal e vertical dessa forga.

2.24 Utillizando companenias x & y, resolva o Probl. 2.2
2.25 Ulilizando componentas x e y, resolva o Probl 2.1
226 Detarmine a resultanta das trés lorgas do Probl. 2.17
2.27 Delermine a resullanta das 1rés forgas do Probl 2.16.
2.28 Dslermine a resultante das duas forgas do Probl. 218
229 Determine a resultante das duas forgas do Probl. 2.19.

230 Dois cabos sujeitos a tragdes conhecidas eslas presos ao ponta A Um lerceiro
cabo, AC, & usado para suslentagao Delermine a tragao em AC sabendo que a resultante das trés

lorgas aplicadas em A deve ser verlical.

Figuras P2.30
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231 Duas cargas sao aplicadas na ponta C da hasle BC Detarmine a lragao no cabo
AC, sabendo que a resultante das trés forgas que atuam em C deve ler @ diregao de BC

Figura 2.31

232 O carrinho da figura é solicitado por tiés fargas. Determine: (aj o valor do angulo a
para o qual a resullante das trés torgas e venical e (b) a conespondente intensidade da resultante

233  Uma manga que pode deshzar ao longo da um sixo vartical esta sujsita a 1rds
forgas Determine. (a) o valor do angulo o para que a resullanta das trés torgas seja honzontal e (&)
a inlensidade correspondente da resullante

40N

Figura 2.32 Figura 2.33
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2.9. Equilibrio de um Ponto Material. Nas segies precedentes discutimos
os mélodos para a delerminagio da resultante de vdrias forgas que atuam sobre um
ponto material. Embora nfo tenha ocorrido em nenhum dos problemas considerados ate
agora, & possivel que a resultante seja uma forga nula. Nesse caso, o efeito global das
forgas dadas é nulo, e o ponlo material estd em equilibrio. Temos, entao, a seguinte
definicio: Quando a resultante de todas as forgas que atuam sobre urn ponto material é
zero, este ponto esid em equilibrio.*

Um ponto material submetido & agdo de duas forgas estard em equilibrio
quando essas duas forgas fiverem a mesma intensidade, a mesma linha de agéo e
sentidos opostos, pois nesse caso a resultante das duas forgas é zero. Tal caso esta
ilustrado na Fig. 2.26

Outro caso de equilibrio de um ponto material é apresentadona Fig. 2.27, onde
sio mosiradas quatro forgas atuantes em A, Na Fip. 2.28 é determinada a resultante
das for¢as dadas pela regra do poligono. Comegando do ponto 0 com F e arranjando as
forgas de modo que a origem de uma recaia sobre a extremidade da anterior, verificamos
que a extremidade de F, coincide com o ponto 0. Entéo a resultante R do sistema de
forcas dadas € zero, e o ponto material se encontra em equilibrio.

F,= 1500 N
[0 AR O

At
/m N

Figura 2.26

F,= 864N

A o= 1500N F,=2000N

Fy= 1000 N
~| F,= 866N

Fo=looon £

Figura 2.27 Figura 2.28

0 poligono fechado, desenhado na Fig. 2.28, proporciona uma expressiogrifica
do equilibrio de A. Para exprimir algebricamente as condigbes necessérias de equilibrio
de um panto material, escrevemos

‘, R=YF=0 | (2.14)
| |

* Repouso ou movimento relilineo e unitorme, segundo a primeira ler de Newton. (N do R T )
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Decompondo cada forga I em componentes cartesianas, temos
LFi+Fj)=0  ou (LF i + (XF))j =0

Conclufmos que a condigdo necessdria e suficiente para o equilibrio de um
ponto material é

R =0 EF}I:O L (2.15)

Voltando ao ponto ilustrado na Fig. 2.27, verificamos que séo satisfeitas as
condigies de equilibrio. Escrevemos

EFx: 1500 N = (1000 N) sen 30° — (2 000 N) sen 30°
— 1500 N-500N—-1000N=0

YF =—866N—(1000N)cos 30"+ (2 000 N} cos 307

v

=-866N-B866N+1732N=0

F,= 2000 N

Figura 2.27 (repetida)

9.10. Primeira Lei do Movimento de Newfon. Em fins do século XVII,
Sir Isaac Newton formulou trés leis fundamentais nas quais se baseia a ciéncia da
Mecanica. A primeira dessas leis pode ser assim enunciada:
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Se a for¢a resultante que atua sobre wn ponto material tem intensidade igual
@ zero, esse ponto permanece ent repouso (se estata originalmente em repouso) ou se move
ao longo de wma reta com velocidade constante (se originalmente estava em movimento).

Dessa lei e da definigao de equilibrio dada na Segao 2.9, conclui-se que um
ponto material em equilibrio estd em repouso ou movimenta-se em hnha reta com
velocidade constante. Nas secdes seguintes serdo estudados vérios problemas referentes
a0 equilibric de um ponto material,

9 11, Problemas Relacionados ao Equilibrio de um Ponto Material.
Diagrama de Corpo Livre, Na pratica, um problema de engenharia mecanica é tirado
de uma situagdo fisica real. Um esquema mostrando as condigdes fisicas do problemu é
conhecido como diagrama espacial.

Os métodos de andlise discutidos nas segbes precedentes aplicam-se a urm
sistema de forgas atuantes sobre um ponto material. Grande mimerao de problemas que
envolvem estruturas reais pode ser reduzido, efetivamente, a problemas referentes ao
equilibrio de um ponto material. Isto é feito escolhendo-se um ponto material conve-
niente e esquematizando-se, em um diagrama separado, todas as forgas que sobre ele
sao exercidas. Tal diagrama é chamado diagrama de corpo livre.

Como exemplo, consideremos um caixote de 75 kg, ilustrado no diagrama
espacial da Fig 2.290. Este caixote estava entre dois prédios e esta agora sendo colocado
sobre um caminhio, que o removerd. O caixote é suportade por um cabo vertical, unido
em A a duas cordas que passam por roldanas fixadas nos prédios, em B e C Deseja-se
determinar a tragao em cada uma das cordas AB e AC,

Para resolver este problema, é necessdrio tragar um diagrama de corpo livre
que mostre o ponte material em equilibrio. Como estamos interessados nas tragdes das
cordas, o diagrama de corpo livre deveria incluir ao menos uma dessas tragdes ou, se
possivel, ambas. O ponto A é adequado para servir como corpo livre para este problema.
O diagrama de corpo livre do ponto A é a F'ig. 2 295, Ele mostra as forgas exercidas sobre
A, pelo cabo vertical e pelas duas cordas. A forga exercida pelo cabo é dirigida direta-
mente para baixo e igual ao peso P do caixote. Recordando a Eq (1.4), escrevemos

P = mg = (75 kg)(9,81 m/s”) = 736 N

¢ indicamos esse valor no diagrama de corpo livre. As forgas exercidas pelas duas cordas

nio sio conhecidas. Como sdo iguais em intensidade, respectivamente, as tragdes nas

cordas AB e AC, as representamos por Ty, e Ty e as tragamos partindo de A nas

diregdes mostradasno diagrama espacial. Nenhum outro detalhe é incluido no diagrama
. de carpo livre.
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T30 N

Figura 2.29 (a) Diagrama espacial (b) Diagrama de corpo livre (¢) Triangulo de forgas

Como o ponto A esta em equilibrio, as trés forgas exercidas sobre ele devem
formar um tridngulo fechado, quando desenhadas de modo que a origem de uma coneida
com a extremidade da anterior. Esse triangulo de forgas foi desenhado na Fig. 2.29¢. Os
valores T, € T das tragdes nos cabos poderdo ser deterninados graficamente se o
triangulo for desenhado em escala ou trigonometricamente. Escothendo o ultime
método, utilizaremos a lel dos senos e escreveremos

Tan__ _Tac_ _ 736N

sen 60 sen 40°  sen 80'
Tg= 647 N T.-w =480 N

Quando um ponto material estd em equilibrio sob a acdo de trés forgas, o
problema sempre pode ser resolvido pelo desenho de um triangule de forgus. Quando
um ponto material estd em equilibrio sob a agdo de mals de trés forgas, o problema pode
ser resolvido graficamente pelo desenho de um poligono de forgas. Se se deseja uma
solugéo analitica, as equagdes de equilibrio, dadas na Segao 2.9, devem ser resolvidas:

IF =0 XFJ =0 (2.16)

Tais equagdes apresentam solugao para um mdximo de duas tecdgnitas.
Analogamente, o tridngulo de forgas, usado no caso de equilibrio de trés forgas, pode ser
resolvido para duas incdgnitas apenas
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Os tipos de problemas mais comuns séo aqueles nos quais as duas incognitas
representam (1) as duas componentes (ou a intensidade e a diregéio) de uma tnica forga
ou (2) a intensidade de duas forgas cujas diregdes séo conhecidas. Também sdo encon-
trados problemas que exigem a determinagéo dos valores méximo e minimo da inten-
sidade de uma forga (ver Probs. 2.44 e 2.45).

Problema Resolvido 2.4

Numa operagdo de descarga de navio, um automdvel de 17,50 kN ¢é suportado
por um eabo. Uma corda é amarrada ao cabo em A e puxada a fim de que o automovel
seja centralizado na posigdo desejada. O angulo entre o caboe avertical é de 27, enquanto
o Gngulo entre a corda e a horizontal é de 30°. Qual a tragdo nessa corda?

Solugiio. O ponto A é escolhido para corpo livre e desenha-se um diagrama
completo de corpo livre. Ty € a tragdo do cabo AB, e Ty € @ tragdo na corda AC.

Condigiio de Equilibrio. Como somente trés for¢as agem sobre o corpo livre,
desenhamos wm tridngulo de forgas para o equiltbrio. Usando a lei dos senos, escrevemos

Tap Tac _ 1750kN
sen 120" ~ sen 2’ ~  sen BB’
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Com uma calculadora, primeiro calculamos e armazenamos o iltimo
quociente. Multiplicando sucessivamente esse valor por sen 120" e sen 27, obtemos

TAB= 17,87 kN TAC=0,720]{_N
TM’ T.Al
AP
~ 2
17,50 kN
Al
'Q:w'
120
1)[['
"H-.san
17,50 kN f Tac

Problema Resolvido 2.5

Determinar a intensidade, a dire¢do e o sentido da menor forga F que manterd
a caixa em equiltbrio. Observe que a forga exercida pelos roletes sobre a caixa ¢
perpendicular ao plano inclinado,

Solugéao. Escolhemos a caixa comoe wm corpo livre, supondo que possa ser
tratada como um ponto material. Tragamos o correspondente diagrama de corpo livre

Condigdo de Equilibrio. Como somente trés forgas agem no corpo livre,
desenhamos wm tridngulo de forcas para o equiltbrio. A linha 1-1 representa a dire¢do
conhecida de Q. A fim de obter o m{nimo valor da for¢a F, escolhemos a diregdo de F
perpendicular a Q. Da geometria do triangulo obtido, temos
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F=(294N)sen 15" =76,1 N = 1h'

F=761N "n 15 «

P = (30 kgl 981 wdse)
= D94 N

Problema Resolvido 2.6

Como parte do projeio de um novo veleiro deseja-se determinar a forca de
arrasto a uma dada velocidade. Com esse objetivo, um modelo do casco ¢ colocado em
um canal para testes, sendo mantido alinhado com o etxo do canal por meio de trés cabos
presos a sue proa. Leituras de dinaméometro indicam que, para uma dada velocidade da
dgua, a tragdo no cabo AB é de 200 N e de 300 N no cabo AK. Determine a for¢a de
arrasto no casco e @ tragdo no cabo AC.

Solugdo. Em primeiro lugar calculam-se os angulos a e B, que determinam as
diregdes dos cabos AB e AC. Temos

2,10m _ S =
tgo= 150 1,75 tgf =

0,45 m

= 0,37¢
1,20 m L

o = 60,26° {3 = 20,56
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s L0 I‘—O,dﬁm

Escolhe-se o casco para corpolivre e desenha-se o diagrama mostrado Ile inclu
as forgas devtdas aos tres cabos e a forga de arrasto ¥y devida ao fluxo de dgua.

= 60,267

T,p=200N \»,

C [ =20,56°

E,

Condig¢io de Equilibrio. Expressa-se o condigio de equilibrio do casco
impendo que a resultante de todas as forgas seja nula:

R= rAﬁ+ l,k(,'+1;1£+lln={] (1

Como ha mais de trés forgas envolvidas, vamaos decornpd-las segundo direcoes
xey

T,p = — (200 N)sen 60,26°1 + (200 N) cos 60,267
= —(173,7 Nji + (99,21 N)j

Tio = Tyosen 20,5667 + T, cos 20,667)
= 0,35127T, .1+ 0,93637 ]

T,p = —(300 N)j

F = F,i
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Substituindo as expressdes obtidas na Eq. (1) e pondo em evidéncia os velores
unitdrios ie j, obtemos

(~173,7TN + 0,3512T (. + F )i + (99,21 N + 0,93637, ~ - 300 N)j = 0

Essa equagdn é salisfeita se, e somente se, 0s coeficientes deiede jforemiguais
a zera. Obtemaes, assim, as duas equagoes Seguintes, que expressain, respectivamente, que
a soma dus componentes x e a soma das componentes y das forcas envoluidas devem ser
nulas.

(LF, =0:) - 173,7 N +0,3512T 4 + F4 =0 (2)

(ZF, = 0:) 99,21 N +0,9363Tc ~300N =0 (3)
Da Eq. (3) resulta
T o=+2145N
que, substituido na Eq (2), determina

F,=4 98,37TN

Ao desenhar o diagrama de corpo livre, supusemos um sentido para cada forqa
desconhecida. Um sinal positive na resposta indica que a hipdtese a respeito do senfido
é correta. O poligono completo de for¢as pode ser desenhado para verificar os resultados

¥ . s
[ Tac 03 20,567 F,=98,37 kN

(200 M) cos qﬁ:zg"i\ 2056 T =2145N
w0264/ :
” T, sen 20,567 B =120,56 T=300N
—
~ (200 N) sen 60,267 Fi o= 60.26"
- (300 N)yj T,,=200N
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Problemas

2.34 a 2.37 Dois cabos esto atados em C, onde é aplicada uma carga. Determine as
tragdes em ACe BC.

£
[rowy”

" Figura P2.34 Figura P2.35

S

ZHO

LELART]
I

L—i"‘l'll‘lll_‘!

Figura P2.36

Figura P2.37

2138 Dois cabos estio atados em C, onde @ aplicada uma carga. Sabendo que
P =400 N ¢ = 75", delermine as tragdes em AC e BC.

239  Dois cabos sao atados em C, onde é aplicada uma carga. Sabendo que a = 257,
determine as tragoes em AC e BC.
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Figura P2.38 Figura P2.39

2,40 Duas forgas P ¢ Q da intensidade P = 600 N & O = 800 N sao aplicadas a uma
conexao de avide Sabendo que a conexao estd em equilibrio, determine a fragao nas barras A e 8,

2.41  Duas forgas P @ Q sdo aplicadas a uma conexdo de avido. Determine a inten-
sidade de cada uma das forgas sabendo que a conexao esta em equilibrio & que as tragbes nas
barras Ae B sao T, = 1200 N e T, = 2500 N.

Figuras P2.40 e P2.41

2.42 NaFig P2.42, dois cabos estéo aladas no ponlo A, sujello a uma carga de $60 N.
Sabendo que P =640 N, determine a tragao em cada cabo.

2.43  Dois cabos s2o alados no panto A (Fig. P2.43) e sujsitos a uma carga de 960 N
Determine o intervale de valores de P para os quais os dois cabos permanecem esticados.
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/]

s
280

LR N

Figuras P2.42 e P2.43

2.44  Determine ¢ dngulo aoda Fig. P2.29 para o qual atragac & a menor possivel (a) no
cabo 6C e (b) simuflan?amante“ nos dois cabos. Em cada caso, determine as tiagdes nos
dois cabos. '

2.45 Nos cabos da Fig. P2.38, a maior tragao permitida & de 300 N no cabo AC e de
400 N no cabo BC. Datermine: (a) a maior forga P que pode ser aplicada em C e (b) o valor
correspondente de a.

246 A manga Acom 7,5 kg desliza sem atrito em um eixo vertical. Ela esta presa por
um fio, atravas de uma polia sem atrito a um peso de 8,5 kg Delermine a aliura h para que o sistema
esteja em equilibrio.

Figura P2.46
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247 Uma caixa e seu conteudo pesam 480 kg. Delermine o menor tamanho da

cotrenta, ACB, que pode ser utilizada para levantar a caixa e seu conteido se a lragio na corrante

nao pode exceder 3650 N,

375 mm

l

£

L——“t‘:mmm—-!

Figura P2.47

2.48 Caixotas de 300 kg estao suspensos por diversas combinagdes da corda e
oldana. Determine, em cada caso, a tragio na corda. (A fragio na corda é a mesma dos dois lados
da oldana. Isto pode ser proyado com os mélndi‘i—s]que sarao vislos no Cap. 4°))

| Sl

(a)

Figura P2.48
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2.49 Resolva as partes b e d do Probl. 2.48 supondo que a ponta livre da corda seja

presa ao caixote

250 AforgaPé aplicada a uma pequena roda que se desloca sobra um cabo ACB
Sabendo que a racao nas duas paites do cabo & de 750 N, determine o médulo e a diregao de P.

Figura P2.50

251  Um caixole de 300 kg deve ser sustentado pelo arranjo de cordas e polias da
figura. Determine o médulo e a diregao da forga F que deve ser aplicada 2 extremidade da corda.

1,05 m

I '

Figura P2.51

252 A manga A pode deslizar liviementa sobre o sixo horizontal, sem atrito. A mola
presa 4 manga tem constante 1751 N/m e ebngagao nula quando a manga eslé diretamente
embaixo do suporte B. Detarmine a intansidade da forga P necessaria para maniar o equilibrio

quando: (a) c = 228 mm e (b) ¢ = 406 mm. : =
T
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253 Um bloco de 150 kg pende de uma peqguena polia que pode rolar sobre o cabo
ACB. A polia e sua carga s&o mantidas na posigao ilustrada na figura por um segundo cabo DE,
paralelo ao trecho C8 do cabo. Detarmine: (a) a tragdo no cabo ACB e (b) a tragao no cabo DE.
Despreze o raio da polia e a massa dos cabos e da roldana

X .

g
Z | i~ —
Zﬁz_ 305 wm ”‘é‘_ ~—
i
e o T 1!'1_ . :
= P — 3 2m et

18w

Figura P2.52 Figura P2.53

For¢as no Espacgo

2.12. Componentes Cartesianas de uma Forga no Espago. Os problemas
considerados na primeira parte deste capitulo envolviam somente duas dimensoes, 1sto
&, podiam ser [urmulados e resolvidos em um plano, Nesta secao e nas restantes deste
capitulo, discutiremos problemas gue envolvem as trés dimensoes do espago.

Consideremos uma forga F aplicada na origem 0 de um sistema de coordenadas
cartesianasx, yez. Paradefiniradiregdo de F, podemos desenhar o planovertical OBAC,
mostrado na Fig. 2.30a, que contém F. Esse planc contém o eixo vertical y, e sua
grientagdo é definida pelo dngulo ¢ que forma com o plano xy, enquanto a diregao de I
dentro desse plano é definida pelo angulo 8, que F forma com o eixoy. A forga F pode
ser decomposta em uma componente vertical F e uma componente horizontal F,. Essa
operagdo, ilustrada na Fig. 2.30b, ¢ executada dentro do plano OBAC de acordo com as
regras desenvolvidas na primeira parte deste capitulo. As componentes escalares sao

F = Fcos# F, =Fsend (2.16)
¥ ¥ . ¥
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Mas F, pode ser decomposta em duas cumenne_ntes c;n-tes1a1_~:fts 1}1 e ¥,
segundo o0s eixos x e 2, respectivamente. Essa operagdo, ilustrada na Fig. 2 30¢, é
efetuada no plano xz. Obtemos, entdo, as seguintes expressdes para as componentes
escalares correspondentes;

F

=

F‘h cos ¢ = Fsen (Jy cos ¢ (2.17)

F = F, sen¢= I sen By sen §

Aforga dada F foi, pois, decomposta em Lrés componentes vetoriais I, I'ye F.

orientadas segundo os trés eixos coordenados. )

Figura 2.30

Aplicando o teorema de Pitdgoras acs triangules OAB e OCD da Fig 2 30,
E5CrevVemos

F2 = (0A)2 = (OB)? + (BAY = F? F?

h

F2= (0C) = (D) + (DO =F L+ F

I TN
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Eliminando Fi dessas duas equagdes e calculando F, obtemos a seguinte

relagio entre a intensidade de F e suas correspondentes componentes escalares
cartesianas:

F=NF? + F2 + P2 (2.18)

A relagdo existente entre a forga F e suas trés componentes F, I’ e F serd
entendidamaisfacilmente se for desenhada uma caixa quetenha F, F e ¥, por arestas,
como mostra a Fig. 2.31. A forga F é entio representada pela diagonal OA dessa caixa.
A Fig. 2.316 mostra o tridngulo retingulo OAB, utilizado para deduzir a primeira das
férmulas (2.16): ¥, = F cos 0. Nas Figs. 2.31a e c, dois outros triangulos retidngulos
foram também désenhados: OAD e OAE. Como vemos, esses tridngulos ocupam
posigdes na caixa compardveis & do triangulo OAB. Denominando 6, e 6,, respectiva-
mente, os Angulos que F forma com os eixes x e z, podemos deduzir duas férmulas
semelhantes a F}, =F cos GJ, Entdo escrevemos

F =Fcos0 F_=Frcost (2.19)
¥ ¥ z z

r [}

Figura 2.31

Os trés ingulos 8., 6 e 0, definem a diregdo da forga F. Sdo mais comumente
" usados que os dngulos B,e @ apresentados no inicio desta segdo. Os co-senos de 0, 8,
e 8, sdo conhecidos como os co-senos diretores da forgalx F.
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Introduzindo os vetores unitdrios i, j e k, orientados segundo os eixosx, ¥y € 2
respectivamente (Fig. 2.32), podemos exprimir F na forma

LF:FKHFTMFZkJ (2.20)

Figura 2.32

onde as componentes escalares F, Fy e I\, sdo definidas pelas Eqgs. (2.19).

Exemplo I. Uma forga de 500 N forma angulos de 607, 45" e 1207, respectiva-
mente, com os eixosx, y e z Determine as componentes F, Fy e F_ da forga.

Substituindo F = 500 N, 6, =607, Gy =45" e 0, = 120" nas Eq. (2.19), cbtemos

F_=(500 Njcos 60" = +250 N
Fy = (500 N) cos 45" = + 354 N
F_=(500 N) cos 120" = - 250N

Levando os valores obtidos para as componentes escalares de F na Eq. (2.20),
temos

F = (250 NJi + (354 N)j — (250 N)k

" S o
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Como no caso de problemas bidimensionais, o sinal positive indica que a

. componente tem mesmo sentido do eixo correspondente e o sinal negalivo indica que ela

tem sentido oposto.

O angulo que uma forga I forma com um eixo serd medido a partir do semi-eixo
positivo e estara sempre compreendido entre 0" e 1807, Um dngulo 8 menor que 90°
(agudo) indica que F (supostamente aplicada em O} esta do mesmo lado do plano yz que
o semi-eixo positivo x; nesse caso, cos 8, e ¥ serdo positivos. Um éngulo 8, maior que
507 (obtusa) indicara que F esta do outro lado do plane yz; nesse caso, cos 0, e F_ serio
ambos negalivos, No Exemplo 1, os angulos 0_ & Gy sdo agudos, enquanto 0 & obtuso:
conseqientemente, F_e Fy sdo positives, e F, é negativa.

Substituindo em (2 20) as expressdes obtidas para F, F ¢ F, em (2.19),
esLrevemnmos .

F=F(cosB i+ cos Oyj +cos 0, k) (2.21)

que mostra que a forga F pode ser expressa como o produto do escalar F pelo vetor

A =cos Bti + Ccos Bjj 4 Cos sz (2.22)

Obwviamente, o vetor A é um vetor de médulo unitdrio e de mesma diregdo e
sentido que F. (Fig. 2.33). Nos referiremos a A como 0 vetor unitario segundo a linha de
agaode I Segue-seda g (2.22) que as componentes dovetor unitario & sdo, respectiva-
mente, iguais aos co-senos diretores da linha de agfo de F.

A =cosb A =cosl A =cos0 {2.23]
x x Y Yy &z z

Devemnaos abservar que os valores dos trés angulos 0, By e 0, ndo sdo indepen-
dentes. Levando em conta que a soma dos quadrados das componentes de & é igual ao
quadrado de seu mddulo, escrevemos

}: + A A =1
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Figura 2.33

ou, substituindo A, ly e}, de(2.23),

o520 + cos- 0+ cos?0 =1 : (2.24)
i y 2z

No Exemplo 1, uma vez escolhidos os valores A = 60" e, =45, o valor de &,
deve ser igual a 60" ou 1207, para satisfazer a identidade (2 24).

Quando forem dadas as componentes £, F, e F, de uma forga I, 0 médulo ¥
da forga serd obtido da Eq. (2.18).* As Eqs. (2. 19) podem, entéo, ser resolvidas para 08
co-senos diretores

Fx FF 0 Fz s
cos O = i cos Oy =iy cos 0, = 7 (2.2

e os angulos 8, 8) e 0, que caracterizam a diregao de F, podem ser determinados
X '

* Comuma calculadora programada para convertar coordenadas carlasianas em polares, o seguinte procudimanto
possibilitara maior rapidez para o calculo da F: primeiro, determing Fj da suas duas campoinenles carngsianas Fy
e F, (Fig 2.30c); entao determine F de suas duas componentes canesianas £y o Fy (Fig 2.300b). A ordam na
qual as trés componentes F, F},u F,s5@0 apresentadas & irrelevante.
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Exemplo 2. Uma forga F tem as componentes F_=100 N, F), =—150Ne
F_ =300 N. Determine seu médulo F'e os angulos 0, ﬂy e 0, que ela forma com os eixos
coordenados

Da Iq. (2.18) obtemos™

F NP iR+
T ¥ z

!
")
,‘.‘.‘—“i
:’:
S|
=4
=
o)
1
+ |
|
e
& |
3 |
Z|
ta
1
+-
a‘
=
=3
=z
=
|

V1225 x 10°N? = 350 N

Substituindo os valores das componentes e do médule de F nas Egs. (2.25),
PRETEVEINIOS

_ 300N
T 350N

/ 100 N ] —150 N
_x w oY metRdUt =
- cnsl)), = F = 350N cosez =

=l

cosG}r =

Caleulando sucessivamente cada quociente e seu arco co-seno, obtemos

6, =734 6 = 1154

X 0, =310

Os cdlculos indicados podem facilmente ser realizados com uma caleuladora.

2.13, Forca Definida por seu Mdédulo e Dois Pontos de sua Linha de
Agio. Em muitas aplicagdes, a diregéio de uma forga F é definida pelas coordenadas de
dois pantos, M(x,, v, 2) e Nlx,, vy, 2,), localizados sobre sua linha de agdo (Tig. 2.34).

N(x3.Y43, 22}

y ff"—gz—yl
2=z, <0

Mix,uy.05)) \“'f.="“’|
- _—
¥
z
Figura 2.34

* Com uma ealculadora programada para converter coordenadas cartesianas em polares, o seguinte procedi-
mento possibilitard maior rapidez para o calculo de F: primeiro, determine Fy, de suas duas componentes
cartesianas F e I, (Fig. 2.30c), entio determine F da suas duas componenles carlesianas Fj, e F}, (Fig 2.305).
A ordem na qual as trés componentes F F},r.» F,sio apresentadas é irrelevante
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_)
Consideremos o vetor MN, que liga os pontos M e N e que tem o mesmo sentido
que F. Representando suas componentes escalares por d d), e d, respectivamente,
psCcreveInos

_..}
MN = dxi + dyi + dzk (2.26)

O vetor unitdrio A ao longo da linha de agfio de F (isto ¢, ao longo da linha MN}

pode ser obtido dividinde-se o vetor MN por seu médulo MN. Utilizando MN de (2.26) e
observando que MN é igual 4 distancia d de M a N, escrevemos

_..)
MN 1

=MN = d (dxl i dyj + d.z k) (2.27)

Lembrande que F ¢ igual ao produto de ' por X tem-se

F=FL=%@i+dj+dk (2.28)

A

do que se segue que as componentes escalares de F sao, respectivamente,

- F_dx e J_F'Liz B Fdz (2.29)
ke o ¥ d

As Eqgs. (2.29) simplificam consideravelmente a determinagdo das compo-
nentes de uma forga F de dada intensidade F, quando a linha de agfio de F é definida
por dois pontos M e N. Subtraindo as coordenadas de M das de N, determinamos

5
inicialmente as componentes do vetor MN e a distancia ddeMaN

d = x,—-x

x 2 1

dy=¥~¥% d,= & ~%

2
d = Va? + &+ d?

—



70 Mecanica Vetonal para Engenheiros — Estdtica

Introduzindo os valores de F, d, df d, e d nas Egs. (2.29), obtemos as
componentes I, Fy e i da forga.

Os angulos 6, 8 ¢ 0, que F forma com os eixos coordenados podem, entao, ser
obtides das Eqgs (2.25). Comparando as Eqs. (2.22) e (2.27), podemos, também, escrever

d d d

B e ik
cos U}I =g

(2.30)

e determinar os Angulos 0, Ei}, e 0_diretamente das componentes ¢ médule do vetor
_) -
MN.

2.14. Adi¢do de Forgas Concorrentes no Espago. Determinaremos a
resultante It de duas ou mais forgas no espago pela soma de suas componentes carte-
sianas. Os métodos graficos e trigonométricos nao sao geralmente priticos no caso de
forgas no espago.

0 método aqui seguido é analogo ac usado na Segdo 2.8 com forgas coplanares.
Tomando

R=2XF

decompomos cada forga em suas componentes cartesianas e eserevemos

Ri+Rj+Rk = L(Fi+Fj+FJ)

(XF)i + (XF)j + (EF )k

da qual decorre que

|
R = 2 R = iF R = LF ! (2.31)
& ¥ Z |
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O médulo da resultante R e os dngulos 0, By e 0, formados com o0s eixos
coordenados sdo obtidos pelo método da Segao 2.12.

Escrevemos

R=NR? + R? + R (232)
% R R, (2.33)
cos B = Ri cos 0 = 7?“- cos @, = 7

Problema Resolvido 2.7

O cabo de sustentacdo de wma torre estd ancorado por meio de um parafusc em

. i ) ) ) TR

A. A tracdo no cabo é de 2 500 N. Determinar: {a) as componentes ﬁ.*‘ F e F, da for¢a
que atua sobre o parafuso, (b) os dngulos 8,, 0 e 0, que definem a dire¢do da forga,

80m

‘-u_-..'m__‘l'dhlwgt_-:.- .

he?

a) Componentes da Forga. A linha de acaoda for¢a que atua sobre o parafuso
passa por A e B e estd orientada de A para B. As componentes do vetur AB, que tem a
mesma direcdo da for¢a, conforme figura na pagina seguinte, sao:

d =+30m
z

d =—40m d =+80m
z b |
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~Adistaneia total de Aa B é

AB=d=Vd® + d> + d* = 943 m
x ¥ z

Designando por i, j e k os vetores unitdrios ao longo dos eixos coordenados,
temos

3
AB =~ (40 m)i + (80 m)j + (30 m)k

__)
Introduzindo o vetor b= AB/AB, escrevemos

_)
5 _ _AB _ 2500N 3
F=FL=Fp=30gm AB

_)
Substituindo pela expressao encontrada para AB, obtemos

2500 N ;o 2 7
= B4am | — (40 m)i + (BOm)j + (30 m)k ]

F=—(1060) N)i + (2120 N)j + (795 N)k
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As componentes de ¥ sdo, portanto,

F =-—1060 N F =+2120N F =+795N <

x ¥ z

b) Diregio da For¢a. Usando as Egs. (2.25), escrevenios

o o Fx_-wson o Ty s2120N
s = F T T2500N y = F ~ 2500N
’ _F, 4795N
€SV, T F T 200N

Calculando sucessivamente cada quociente e seu arco co-seno, obtemos

0 =1151" 0 =320 0 =715 &
x b z

(Nota Esse resultado poderia ter sido obtido pelo uso das componentes e modulo do vetor

_}
AB, em vez dos referentes & forga F.)

w W W W W W oW W oN ¥ OWw W Ow =W

L]

]
il
L

(
f
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Problema Resolvido 2.8

Uma placa de conereto pré-moldado é temporariamente sustentada pelos cabos
da figura. Conhecendo astragdes de 4200 N, no cabo AB, e 6000 N, no cabo AC, determine
o médulo ¢ a diregao da resultante das forgas aplicadas pelos cabos AB e AC na estaca
en A

Solugio A forca aplicada por cada cabo na estaca A serd decomposta segundo

as dt’recées x, v e z. Comegaremos determinando as componentes e o modulo dos vetores

-
ABe AC com origem em A. Representando por i, j e k os vetores unitdrios ao longo dos

elxos coordenados, tenios
.——} . .
AB = — (4,80 m)i + (2,40 m)j + (3,30 m)k AB =6,30m

AE”: — (4,80 m)i + (2,40 m)j — (4,80 m)k AC=720m

Seja h,y 0 vetor unitdrio de AB. Temos

T 7 . AB_ 4200N
an = ‘ap™aB T TAB AB T 630m

Estdtica dos ponius materiais 7

n = (16000 N} A,
e

! }-7_\_‘-} i 8[) :l!
5 /‘1‘/ -(4sz)H /,e

) ] I‘-‘-‘-‘_"""‘-— ke 3j0m
af0m__ S T

- 420 . _
T, = 636_0" [— (4,80 m)i + (2,40 m)j + (3,30 m)k ]

T,y =— (3200 N)i + (1600 N)j + (2200 Nk

_-}
Seja kg o vetor unitdrio de AC. De maneira semelhante obtemos:

T o o - p  AC _ 600N 2
AC T TACTAC T TAC AC T 720m T

T, =— (4000 NJi + (2000 NJj - (4000 Nik

A resultante R das forgas aplicadas pelos dots cabos é

R= 'l"__w 0 TA'_.\ =— (7200 NJi + (3600 N)j — (1800 Nk

O modulo e a dire¢do sdo agora caleulados:

R = \h'ﬂf v Rﬁ v B2 = V(=72000% + (3600)2 + (= 1800)2

R=8260N «
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“~Das Eqs. (2.33) obtemos

Problemas

R, _7200N
c0s0, = R = §250N

il
1

B y3600N
s =R = 850N

0 _ﬁ_z-:,@]_g
ST, " R T 8250N

6_=150,8" 0}, = 64,1 8, = 102,6" =

2.54 Determine: (a) as..ccrmpanem‘es cartesianas da forga de 500 N e (b) os angulos 0,

8 6, que aforga lorma com os eixos coordenados.

g

R N

Figuras P2.54 e P2.55

Estdtica dos pontes materiais

~1
|

2.55  Delermine: (a) as componentes cartesianas da forga de 800 N e () os angulos Y

Oy e 0, que a forga lorma com os eixos coordenados.

2.56  Uma arma é apontada para um ponto A que esta 35" a leste em relagao ao norte
Se o cano da arma forma um angulo de 40° com a horizonlal e se a forga maxima de recuo tem
inlensidade de 400 N, determine: (a) as compon’gnteé' carlesianas dessa forga e (b) os valores dos
angulos 8,, Hy e 0, da forga de recuo cof os eixos coordenados (lome os eixos x, yez
respeclivamente, nas diregoes: leste; vértical e sul).

2.57 Resolva o Probl. 2 56 supondo que o ponte A estd 15” ao norle em relagao ao
oeste e que ¢ cano da arma forma um angulo de 25" com a horizontal

2.58 O cabo AB, de 19,5 m, esta sujeito a uma tragio de 19 500 N. Delermine: (a) as
componentes cartesianas da forga aplicada pelo cabo em B e (b) os dngulos 0, 8, e 8, que
definem a diregfo da forga a/p)i da em B.

L

Figura P2.58 e P2.59

259 O cabo AC, de 21 m, estd sujeito a uma Iragdo de 26 250 N Determine: (&) as
componentes carlesianas da forga exercida pelo cabo em C e (b) os angules 8,, 6, e 8, que
determinam a diregao da forga aplicada em C.

y
i
2.60 Defermine o modulo e a diregéo da forga F = (650 N)i — (320 N)j - (760 Njk
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261 Datermine o médulo & a diregao da loiga
F = (2 900 NJi + (3 450 Nj| = (1 500 Nk

262 Umaforga é aplicada na origem & tem diregao determinada pelos angulos 0, = 75
e 0, =130" Sabendoque a componente y daforga & +1 500N, determine: (a)as componerites e @
médulo da forga e (b) o valor de e),

263 Umalforga é aplicada na arigem e lem diregao determinada pelos angulos Gy =55’
e b,=45" Sabendo que & componente x da lorgaé — 500 N, determine: {a) as oulras componenies
¢ o modulo da forga e (b) o valorde 8

264 A im de ramover um caminhdo acidentado, dois cabos sZo atados em A &

puxados por dais guinchos — Be C. Sabende que a tragao no cabo AB é de 10 kN, determing as
componentes da forga exercida pelo cabo AB no caminhao.

!

Figura P2.64

265 Com referéncia ao Probl, 2.64, sabendo que a tragao no cabo AC & de 7,5 kKN,
determine as companentes da forga exercida pelo cabo AC no caminhao.

266 Sabendo que atragao no'cabo AB é de 1425 N, determine as componenies da
forga aplicada no ponto 8 da placa. :

267 Sabendo que a tragdo no cabo AC & de 2130 N, determing as componentes da
forga aplicada no ponto Cda placa.

268 Sabendo que a tragao no cabo AB ¢ de 1425 N e na cabo AC é de 2130 N,
dalermine o madulo e a diregao da resullante das targas aplicadas em A pelos dois cabos
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Piguras P2.66, P2.67 ¢ P2.08

268 Com relerancia ao Prob. 2.64, e sabendo que a tragao no cabo AB 6 de 10 kN e
de 7.5 kN no cabo AC, datermine o médulo e a diregao da resullanis das forgas aplicadas polas
cabos no caminhac.

270 Datermine a resultante das forgas da figura:

Figuras P2.70

271 Com referéncia aos Pioblemas 2.58 e 2.59, lembramos que as tragdes sao de
19 500 N no cabo A8 e de 26.250 N no cabo AC. (a) Determine o mddulo e a diregao da resultante
das forgas aplicadas em A pelos cabos ABa AC. (b) Sabendo que a resullante das forgas aplicadas
em A pslos trés cabos deve ser vertical, determine o angulo @ que a linha OO forma com o
semi-eixo negativo do eixo x
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2.72  Abarra OA é aplicada uma caiga P. Sabendo que a tragao no cabo AB 6 de B50 N e
" que a resullante da carga P e das forgas aplicadas palos cabos em A deve ter a diregio de OA,
delermine a lragio no cabo AC

u

510 mim

-

270 mm

-
e
o e

Figura P2.72

273 MNas condigdaes do Prob. 2.72, delermine o médulo da carga P

2.15, Equilibrio de um Ponto Material no Espago. De acordo com a
definigdo dada na Segfio 2.9, um ponto material A estd em equilibrio se a resultante de
todes as forgas aluantes sobre A é zero. As componentes R, RJ, e I, da resultante sfio
dadas pelas Eqs. (2.31); para exprimir o fato de que as comporientes da resultante séo
nulas, eserevemos

YF =0 YF =0 (2.34)

¥ 2

\ }:szt)

As Eqs. (2.34) representam as condiges necessdrias e suficientes para o
equilibrio de um ponto material ne espago. Elas servem para resolver problemas
referentes ao equilibrio de um ponto material que nie envolva mais de trés incognitas.

Para resolver tais problemas, devemos fazer primeiro um diagrama de corpo
livre que mostre o ponto material em equilibrio e todas as forgas que atuam sobre esse
ponto. Podemos, entio, escrever as equagdes de equilibrio (2.34) e resolvé-las para trés
incégnitas. Nos tipes mais usuais de problemas, essas incdgnitas representam (1) as

Estdtico dos pontos materiais a1

trés componentes de uma tunica forga ou (2) os maédulos de trés forgas de diregio
conhecida.

T A T o T T T e e S T P S I G Ty L

Problema Resolvido 2.9

Um eilindro de 200 kg é pendurado por meio de dois cabos, AB e AC, amarrados
ao topo de uma parede vertical. Uma forca H, horizontal e perpendicular a parede,
mantém o peso na posicie tlustrada. Determinar a intensidade de H e a tragdo em cada
cabo.

Solug¢ao. O ponto A é escolhido como corpo livre; esse ponto esta submetido a
quatro forgas, trés das quais tém mddulo desconhecido. Introduzindo os vetores unitdrios
i, je k, decompomos cada forga em componentes cartesianas.

H = Hi

P= - g j = - (200 kg)(9,81 m/s2)j = — (1 962 N)j (1)
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No caso de Type Ty € ueceaaurw inicialmente, determinar as compo-

nentes e os modulos dos vetores AB e AC Denominando h,p o vetor unitdrio
segundo AB, escrevemos

3
AB =—(1,2m)i+ (10 m)j + (8 m)k AB = 1286 m

—
AB

) _ g
AR 12.86 m

=-0,09331+0,778) + 0,622 k

P 5T

p = Tap Mg =- 009337, ,1+0,7787,,j+0,6227, , k 2)

Denominando . o vetor unitdrio segundo AC, escrevemos anulogamente

.—}
AC == (1,2)i + (10 m)j — (10 m)k AC =14,191m

At -
L s _ 705
9= Tism = — Gisat #0100 - R85k

I = TAC RA(“

0,0846?1AC i+ 0,705’1"3(_\j - 1,705 TAC k (3)
Condig¢io de Equilibrio. Como 0 ponto A esta em equilibrio, devemos ter
2F =0 gt T p+H+P=0

ou, substituindo as varias forgas pelas Eqs. (1), (2) e (3) e fatorando i, je k,

( -O,l)&](iliT‘“’, ~0,0846T, . + Hi +

' I'fj,??éj‘f'rm 4 (1,?[.‘157"_%. — 1962 NJj + (0, b-,_’.'“ U,?(JST"“_-.JI{ =10
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Fazendo os coeficientes de i, j e lc iguais a zero,* escrevemas trés cquagdes
escalares, que expressam ser a soma das componentes x, y, z das forgas respectivamente
iguais a zero:

(XF_=0) - 0,09337 y — 0,0846T o + H=0
(XF, =0)  +0,7787T 5 + 0,705T,, .~ 1962 N = 0

(ZF,=0) +0,622T,5 - 0,705T, = 0

Resolvendo essas equagdes, cbtemos

H=235N TAH=1401N ’PAC—]‘ZSEN@

Problemas

274 Uma caixa esld suspensa por trés cabas, camo ilustrado, Daturmme o paso Pda
caixa sabando que a tragdo no cabo AD & de 4 620 N.

2.75  Uma caixa estd suspensa por trés cabos, como ilustrado. Detarmine o pese P da
caixa sabendo que a tragéo no cabo AB é de 6 890 N.

AT
Figuras Pg.?fl e P.2.75

Os vetores unitérios |, | e k sdo linearmente independentes (N do R.T)
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2.76 Um recipiante esta suspanso por trés cabos, como flustrado. Detarmine © peso P
do recipiente sabendo que a tragao no cabo AB é da 4 kN.

2.77  Um recipiente esta suspenso por lras cabos, como ilustrado. Datermine o peso F
do recipiente sabendo que a tragao no cabo AD é de 3,87 kN.

2.78  Um recipiente de paso P = 1165 N esté suspenso por iras cabos, come ilustrado
Detarmine a tragao em cada cabo.

./'
y
//
T c “AS
360 o AT
S — 0 B
el - T Ly LS - e
- A _F_-’_,‘ 7320 nin
e - ' —
500 mui_ b o
-"?/ \\ / _\-H'"""'--.;
T B0 i

T

Figuras P2.76, P2.77 e P2.78

279 Trés cabos eslao alados em A, onde s@o aplicadas as forgas P & Q, como
ilustrado. Determine atragao em cada cabo sabendo que P-560kNe Q=0.

280 Tras cabos estdo atados em A, onde s&o aplicados as forgas P @ Q, como
ilustrado Delermine a fragao em cada cabo sabendo que P=0 0 Q=728 kN.

281 Trés cabos astao atados em A, onde sao aplicadas as forgas P e Q, como
lustrado. Sabendo que @ = 7,28 kN e qua a trag3o no cabo AD é zero, datermine: (a) o modulo e 0
santido de P e (b) a tragado nos cabos ABe AC

282 Uma placa circular de 6 kg e 17,5 cm de raio esta suspensa, como ilustrado, por
irés fios, cada um com 62,5 cm de comprimento. Determine-a lragao em cada cabo sabendo

que o = 307

283 HResolva o Probl. 2.82 supondo o = 45
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o
e

Figuras P2.79, P2.80 e P2.81
2.84 Tenlando cruzar uma superiicie gelada e escorregadia, um homem de 90 kg utiliza

duas cordas, AB @ AC. Sabendo que a forga exarcida pela superficie no homem é perpendicular a
superiicie, delermina a tragio em cada corda.

Figuras P2.82 e P2.84

285 Rasolvao Probl 2 84 supondo que um amigo esteja auxiliando o homem aplican-
do-lhe uma forga P = — (300 Njk.

2.86 Um recipiente de peso P = 400 N é suspenso por dois cabos AB e AC atados ao
anel A. Sabando que Q = O, detarmine: (a) 0 médulo da forga H que deve ser aplicada ao anel para
manter o recipiente na posigao ilustrada e (b) os valores correspondentes da fragao nos cabos AB
e AC

)
)
¥
:
)



86 M(.(.cma ‘« 'LLE wrial para Engenhetros — Estatica

2.687 Resalvao Probl 2.86 com Q = (80 Mk

2.88 Um recipiente pende de um cabo (inico, que passa através de um anel, sem atrito,
e & atado aos ponios fixos Be C Duas forgas, H=Hi e Q = (K, sao aplicadas ao anel, a fim de que
o recipiente permanega na posigao ilustrada. Babendo que o peso do recipiente @ P = 376 N,
determing os modulos de H e Q (Sugesido: A tragio é a mesma nas paries ABe AC do cabo))

" d5U i
Py
T U e s 0] T;Anj
5 lmP(_ 5 '-‘-h _:_____ ‘24(} mim
/_ /’, ~£ g
130 I])IV 5, ‘ Tohe
7 \. '
2 \ AU i
dia |
S |
0 N |

Figuras P2.86 e P2.88

2.89 Determine o peso P do recipiente do Prob. 2.88 sabendo que H = 164 N.

2.90 O cabo BAC passa, sem &lrilo, alravés do anel A e ¢ alado aos ponios fixos B e C.
Os cabes AD e AE sa0 ambos alades ao anel e, respectivamente, aos suportes D e £ Determine a
tragdo nos 1rés cabos sabendo que uma carga vedical P de 750 N de intensidade &
aplicada ao anel A.

0,35 m 0, 901 m

a, ‘|U m “7‘- Q f/

1M in

"t -

Figura P2.90
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291 Sabendo que a lragao no caba AE do Prob. 2.90 6 de 250 N, determine: (a) o
madulo dacarga P e (b) a tragao nos cabos BAC e AD.

282 Uma placa circular da 10 kg tem 250 mm de raio e esla suspansa por trés fios
iguais, de comprimento L. Sabendo que a = 307, determing o menor valor possivel de L para que a
tragao ndo exceda o valor de 50 N em qualquar dos fios.

Figura P2.92

293 As mangas Ao Bestio ligadas por um cabo de 250 mm da camprifento @ podem
deslizar sem atrito sobre os respectivos eixos. Se uma forga Q de imcdulo 100 N é aplicada & manga
B, como ilustiado, detarmine; (a) a tragao no cabo quando x = 90 mm e (b) a corespondanle
intensidads da forga P necesséria para manter o slstema em equilibrio.

*2.94 As mangas Ae Hestdo ligadas por um cabo de 250 mm de comprimento e podam
deslizar sem atrito sobre os respectivos eixos. Delermine as distancias x e z para as quais o sistema
fica em equilibrio com P = 200 Ne Q=100 N.

ﬁ Vi

/ ’U(Jmm
(%) /
%m

Figuras P2.93 e P2.94
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Problemas de Recapitulagio

2.95 (a) Obtenha a expressao do paso P am fungao de P, da h no equilibrio. (b) Para
P' 500N, P =150 N e d= 400 mm, determine o valor de heorrespondenta ao equillbrio

S L

;I]:_}_S.:.%:H-___' i f/f(— |7

Figura P2.95

2.96 Um lago de corrente de 1,25 m envolve uma pega de madeira de 250 x 250 mm.
Sabendo que a massa da madeira é de 175 kg, delermine a lragao na corrente nas duas siluagbes

ilustradas.

[}

Figura P2.96

2.97 Sabendo que o médulo da forga P é 500 N, determine a resultante das trés forgas

aplicadas em A

288 Detenmine o intervalo de variagao dos valores de P para os quais o médulo da

resultante das trés lorgas aplicadas am A ndo exceda 1 125 N.

.
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|
P B — A
\I?E“
e
BT oo N
600 N

Figuras P2.97 e P2.98

2.99 Um cilindro de peso P = 650 N é susteniado por dois cabos, AC e BC, que estan
alados ao lopo de dois postes verlicais. Uma forga horizontal F, perpendicular ao plano que contem
os postes, mantém o cilindro na posigao ilusirada. Determine: (a) a intensidade de F e (b) a tragao
em cada cabo.

Figura P.2.99
2100 Mo Prob 2.99 delermine os angulos 0, E}y e 8, da forga em B devida ao
cabo HC
2,101  Sabendo que F =400 N, determine a tragio nos cabos AC e BC
2102 Determine o intervalo de valores de F para os quais ambos os cabos ficam
esticados
2.103 As diregdes das lorgas de 276 N podem variar, porém o angulo enlie essas

forgas € mantido igual a 50°. Delermine o valor de @ para o qual a resultante das lorgas aplicadas
em A tem diregac horizontal e aponia para a esquerda.




. M. S, R —

. AT,

|

90 Mecanica Vetorial para Engenheiros - k

——
W)
\ /

\\ f{.
EN R
\\i e

/

i)

Figuras P2.101 e P2.102

2104 Determine a resultante das 1rés forgas aplicadas em A quando: (&), o = Oe (b)

1200 H

35N

Figuras P2.103 e P2.104

2105 Uma lorga B kN esta aplicada na origem e 1em sua diregao definida pelos angulos
G =35 e 6 =65 Sabe se, ainda, que a componente xda forga é positiva. Delermine o valorde 0
¥ Z
e as componantes da lorga.
2106 Trés cabos estao presos no ponto O, que fica 225 mm abaixo do plano do

suporte ABC. Determine a ragac em cada cabo guando um cilindro da 300 N € presa ao ponto 0,

como esla lluslrado

Figura P2.106

A
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Recapitulacio e Sumdrio

Neste capitulo estudamos o efeito de forgas sobre pontos malteriais, isto ¢, sobre
corpos de forma e tamanho tais que pode-se supor que todas us forgas que atuam sobre
eles estio aplicadas em um s6 ponto.

Figura 2.35

Resultante de duas forgas

Forgas séio grandezas vetoriais; elas séo caracterizadas por umn ponto de
aplicagdo, um mddulo, uma diregdo e um sentido. Somam-se de acordo com a regra do
paralelogramo (Fig. 2.36). 0 madulo, a diregao e o sentido da resultante R de tluas forgas
I’ & Q podem ser determinades graficamente ou por Lrigonometria, utilizando a lei dos
co-senos e a lei dos senos [Problema Resolvido 2.11.

Figura 2.36

Componentes de uma for¢a

Uma dada forga pode ser decomposta em duas ou mais componentes, isto €,
pode ser substituida por duas ou mais forgas que tém o mesmo cfeito sobre o ponto
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“material Uma forca F pode ser decomposta em componentes P e Q desenhando um
" paralelogramo cuja diagonal é a forea F; as forgas ” e Q sio dois lados adjacentes do

paralelogramo (Fig. 2.17) que podem ser determinados graficamente ou por trigo-
nometria [Segio 2.6]

Componentes cartesianas e vetores unitarios

Diz-se que uma forga foi decomposta em duas conponentes cartestanas se suas
componentes F_ e F_sio mutuamente perpendiculares e tém diregdes paralelas aos
eixos coordenados (F“ig. 2.37). Definindo os vetores uniidrios i, j e k orientados segundo
0s eixos x e y, respectivamente, escrevemos [Segio 2.7]

F =Fi F =Fj (2.6)
x ¥ ¥

x

F=Fi+Fj (2.7

onde F_ e F_ sdo as componentes escalares de F. Estas componentes, que podem ser
positivas ou negalivas, sdo definidas pelas relagdes

FITFCUSU FV:Fsen 8 (2.8)
Y
i_q_f-_l-'y'; - r
i |
N .
i B
Figura 2.37

Quando as componentes cartesianas I e F, de uma for¢a F sio dadas, 0 angulo
0 entre a forga F e o eixo x pode ser determinado a parlir de

™

(2.9)

t;mO:JF—.y
x
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O médulo F da forga pode ser obtido resolvendo-se uma das equagdes (2.8) ou através
do teorema de Pitdgoras

F = \J’ff + Ff (2.10)

Resultante de varias forgas coplanares

Quando trés ou mats forgas coplanares agem sobre um ponto material, as
componentes cartesianas da sua resultante R podem ser obtidas somando algebrica-
mente as componentes correspondentes das forgas dadas [Segéo 2.8). Temos as equagdes

R =LF R = LF (2.13)

x

O médulo e a diregao de R podem ser determinados a partir de relagdes semelhantes as
equagdes (2.9) e (2.10) [Problema Resolvido 2.31.

Forg¢a no espacgo

Uma for¢a no espago tridimensional pode ser decomposta em componentes
cartesianas F, I e F_ [Segdo 2.12]. Representando por 8_, By e B, respectivamente, os
angulos que ¥ forma com os eixos x, y e z (Fig. 2.38), temos

F =Fcos0
T x

F =Fcos B} F_=Fcos®, (2.19)

/|5 ﬁ/
r g
9] - b 0 5
E = F I
F:
F E C /’/IE pe
z {a) : (k) z fc)
Figura 2.38
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-Co-senos diretores

Os co-senos de 8, 0, e 0, sdo conhecidos como co-senos diretores da forga F.
Definindo os vetores unitdrios i, j € k segundo os eixos coordenados, escrevemos

F:F}i+ij +F2k (2.20)
ou
F=F(eos 0 i+ cos U}j +cos 8 k) (2.21)

que mostra (Fig. 2.33) que F é o produto do seu mddulo # pelo vetor unitdrio

A =cos 0 i+ cos G}j + ¢cos ()zh (2.22)
Como o mddulo de & é igual a um, deve-se ter
cos? 0 +cos? 0 +cos20 =1 (2.24)
x ¥ z

Quando as componentes cartesianas F_, Fy e ', de uma forga I sdo dadas, o
médule F da forga € determinado pela equagio

ETIE _
F=F2 4 F 4 F? (2.18)
x ¥ z
¢ os co-senos diretores de F pelas equagdes (2.19). Tem-se

’ Fx F, (2.25)
cos B = 7 cos Gy = 7 cos B = 7

Quando uma forga é definida no espago tridimensional pelo seu modulo F e par
dois pontos M e N de sua linha de agao [Segdo 2.13], suas componentes cartesianas

-2
podem ser obtidas da seguinte maneira: em primeiro lugar escreve-se o vetor MN que
une os ponitos M e N em termos de suas componentes d , d_ e d, (g 2 40); escrevemos

- 4

ﬁfﬁ = {:ixi i (fjj + u_’zk (2.28)
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F i f————

A (Magnitude = I}
cos r.‘?vi 3 / g
S S
i | .-

L%

i}

Figura 2.39

Em seguida determinamos o vetor unitdrio A, paralelo & linha de agdo de I,
—3
dividindo MN pelo seu médulo MN = d:

—
MN 1 . . I 7
— ek + k '
A= SRFS g (d i+ d)] + d k)
Lembrando que F é dada pelo produto de F e & obtemos
(2.28)

F=F\= 1;.' i+ dyi + dzlc)

de onde se obtém [Problemas Resolvidos 2.7 e 2.8] que as componentes escalares de I
sA0:

Fd Fd i, (2.29)
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Figura 2.40

Resultantes de forgas no espago

Quando duas ou mais forgas agem sohre um ponto material no espago
tridimensional, as componentes cartesianas da sua vesultante R podem ser obtidas
somando-se algebricamente as componentes correspondentes das forgas dadas [Segdo
2.14]. Temos :

(2.31)

O modulo e a diregio de R podem ser obtidos de relagdes andlogas as equagdes (2.18)e
(2.25) [Problema Resolvido 2.8].

Equilibrio de um ponto material

Diz-se que um ponto material estd em equilibrio quando a resultante de todas
as forgas que atuam nele é nula [(Segao 2.9)]. O ponto material permanecerd em repouso
(se estava inicialmente em repouso) ou estard em movimento retilfneo com velocidade
constante (se estava inicialmente em movimento) [Segdo 2.10],

Diagrama de corpo livre

Para resolver um problema de um ponte material em equilibrio, comega-se
desenhando um diagrama de corpo livre do ponto material onde estejam representadas
todas as forgas que agem sobre ele [Segfio 2.11]. Se apenas irés forgas coplanares atuam
sobre o ponto material pode-se desenhar um triangulo de forgas para expressar o {zto
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do ponto malerial estar em equilibrio. O tridngulo pode ser resolvido graficamente ou
por trigonometria quando ndo hd mais de duas incégnitas [Problema Resolvido 2. 4]. Se
houwver mais de trés forcas coplanares, as equagdes de equilibrio

LF. =0 TF =0 (2 15)

x ¥

devem ser utilizadas para calcular até duas incégnitas [Problema Resolvido 2 6].

Equilibrio no espago

Quando um ponto material estd em equiltbrio no espago tridimensional (Se¢do
2.15) utilizam-se as trés equagbes de equilibrio

LF =0 XF =0 TF =0 (2.34)

z

para calcular até trés incdgnitas [Problema Resolvido 2.9].
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‘Capitulo 3

Corpos Rigidos: Sistemas
Equivalentes de Forc¢as

=

3.1.Introdugio, No capitulo precedente considerou-se que cada corpo poderia
ser tratade como um ponto material. No entanto, nem sempre isso ¢ possivel e, de
maneira geral, um corpo deve ser tratado como um conjunto de grande mimero de pontos
materiais. O tamanho do corpo devera ser levado em consideragio, em virtude do fate
de as forgas atuarem em pontos diferentes e, portanto, terem diferentes pontos de
aplicagao

Amaioria dos corpos tratados na Mecanica elementar € supostamente formada
por corpos rigidos; considerando-se como corpo rigido aquele que ndo se deforma. As
estruturas e as mdquinas reais, no entanto, nunca sao0 absolutamente rigidas e
ldeformam-se sob as cargas a que estdo submetidas. Mas, normalmente, essas defor-
magbes sdo pequenas e ndo alteram sensivelmente as condigdes de equilibrio ou de
movimento da estrutura em estudo. Sdo importantes, no entanto, guando hd riscos de
ruptura da estrutura, sendo estudadas em Resisténcia dos Materiais.

Neste capitulo estudaremos o efeito de forgas aplicadas em um corpo rigido e
aprenderemos como substituir um dado sistema de forgas por um sistema equivalente
mais simples. A hipétese fandamental sobre a qual se baseard nossa anahise é a de que
o efeito de uma duda forga em um corpo rigido ndo se altera se a forga € deslocada ao
longo de sua linha de agdo (principio da transmissibilidade). Resulta disto que forgas
aplicadas em um corpo rigido podem ser representadas por vetores deslizantes, como
indicado na Segdo 2.3.

Dois conceitos importantes, associados ao efeito de uma forga scbre um corpo
rigido, sdo 0 momento de uma forga em relagdo a wm ponto (Se¢ao 3.6) e o momento de
wma forca em relagdo a um eixo (Segdo 3.11) Como a determinacdo dessas grandezas
envolve o caleulo de produtos vetoriais e de produtos escalares de dois vetores, os
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fundamentos da algebra velorial serao introduzidos neste capitulo e aplicados a solugao
de problemas que envolvem forgas aplicadas a corpos rigidos.

Um outro conceito apresentado neste capitulo € o de bindrio, 15to é, a combi-
nagdo de duas forgas que tém mesma intensidade, linhas de agdo paralelas e sentidos
opostos (Sego 3.12). Veremos que qualguer sistema de forgas aplicado a um corpo rigido
pode ser substituido por um sistema equivalente composto de uma forga aplicada a um
certo ponto e de um hinario. Esse sistema bésico é denominado sistema forga-bindrio
No caso de forgas concorrentes, coplanares ou paralelas, o sistema equivalente forga-
binario pode ser simplificado ainda mais reduzindo-se a uma unica forga, denominada
resultante do sistema, ou a um umco binario resultante do sistemna.

3.2, Forgas Internas e Externas. As forgas que atuam em corpos rigidos
podem ser classificadas em dois grupos: (1) forcas externas e (2) forgas infernas.

1. As forcas externas representam a agio de outros corpus sobre o corpo rigido
considerado, sendo inleiramente responsaveis pelo comportamento externo
do corpo rigido. Causarao o movimento ou asseguTardo a permanéncia em
repouso, Neste capitulo e nos Caps. 4 e 5, nos preocuparemos somente com
as forgas externas.

2. As forcas internas sdo as que mantém unidos os pontos maleriais que
formam o corpo rigido. Se o corpo rigido ¢ estruturalmente composto de
diversas partes, as forgas que mantém essas partes unidas sace também
chamadas forgas internas. As forgas internas serao estudadas nos Caps.
Gefl.

Como exemplo de forgas externas consideraremos as forcas que atuam sobre
um caminhdo avariado que estd sendo puxado para a frente por meio de umacorda atada
ao para-choque dianteire (Fig. 3.1). As forgas externas que atuam no caminhio séo
representadas num diagrama de corpo livre (Fig. 4.2), Consideremos inicialmente o peso
do caminhio. Embora o efeito da atragdo da Terra se verifique para cada um dos pontos
materiais constituintes do caminhao, o peso pede ser representado por uma unica forga
P. O pontode aplicagio dessa forga, isto é, o pontono qual consideraremos que ela atua,
¢ chamado baricentro do caminhdo. Serd visto no Cap. 5 como se determina o baricentro
de um corpo. O peso P tende a fazer com que o caminhao se deslogue verticalmente para
baixo, isto &, caird, se nio fosse a presenga do solo. 0O solo se opde ao movimento
descendente do caminhio por intermédio das reagées R e R, Essas forpas sdo exercidus
pelo solo sobre o caminhio e devemn entdo ser incluidas entre as forgas externas que
atuam no referido veiculo
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Figuras 3.1 e 3.2

Os homens que puxam a corda exercem forga F. O ponto de aplicagio de I estd
no para-choque dianteiro. A forga F tende a fazer com que o caminhéo se mova para a
frente segundo uma linha reta, e realmente o faz, ja que nenhuma forga externa se opge
a esse movimento. (A resisténcia ao rolamento foi desprezada para efeito de simpli-
ficagdo,) Esse movimento do caminhfio para a frente, durante o qual todas as linhas
retas permanecem paralelas a si mesmas (o assoalho do caminh@o permanece horizontal
e suas paredes permanecem verticais), é conhecido como translagdo. Outras forgas
poderiam mover o caminhfo diferentemente, Por exemplo, a for¢a exercida por um
macaco sob o eixo dianteiro causaria um giro do caminhiio em torno do eixo traseiro. Tal
movimento seria uma rotagdo. Pode-se concluir, por conseguinte, que cada uma das
forgas externas que atuam num corpo rigido, se nao for neutralizada, é capaz de
comunicar ao corpo rigido urn movimento de translagéo, de rotagéo ou ambos.

3.3. Principio da Transmissibilidade. Forgas Equivalentes. O principio
da transmissibilidade estabelece que as condigdes de equilibrio ou de movimento de um
corpo rigido permanecem inalteradas se uma forga F, que atua em um dado ponto do
corpo rigido, é substituida por uma forga F' de mesmo mddulo, diregéo e sentido, mas
que atua num ponto diferente, desde que as duas forgas tenham a mesma linha de agdo
(Fig. 3.3). As duas forgas F e F' tém o mesmo efeito sobre o corpo rigido e séo ditas
equivalenies. Esse principio, que estabelece o fato de a agdo de uma forga poder ser
transmitida ao longo de sua linha de agdo, é conseqiiéncia de demonstragéo experi-
mental. Nao pode ser deduzido de propriedades estabelecidas até aqui, neste texto, e
deve, portante, ser aceilo como uma lei experimental * Entretanto, como veremos na

* Na realidade & equivalente a se supor que duas lorgas direlamente oposias néo tém efeito algum em um corpa
rigico, lalo que ¢ usado, explicitamente, no exemplo da Fig 3.5 (N do R T)

Corpas r(gm’m sisternas equwa.’euru de forgas Hj;

Segiio 16.5, o prineipio de tranemissibilidade pode ser deduzido do estude da dinfimica
dos corpos rigidos; porém esse estudo exige a introdugdo de todas as trés leis de Newton
e de alguns oulros conceitos. Apoiaremos, pois, nosso estudo da estdtica dos corpos
rigidos nos trés prineipios intreduzidos até aqui, isto é, na lei do paralelogramo para
adigio de forgas, na primeira lei de Newton e no principio de transmissibilidade,

Figura 3.3

Vimos, no Cap. 2, que as forgas que atuam em um ponto material podem ser
representadas por vetores. Esses vetores t8m um ponto de aplicagdo bem definido, que
é o préprio ponto material, e sio, por conseguinte, vetores fixos ou aplicados. Contudo,
no caso de forgas que atuam em um corpo ngldo o ponto de aplicagdo da forga nao
interessa, desde que a linha de acéio da forga permarigga inalterada. Entdo, as forgas
“que atuam em um corpo rigido podem ser representadas por uma espécie diferente de
vetores, conhecidos como veiores deslizantes, visto que lhes é permitido deslizar ao longo
de suas linhas de agfio. Observa-se que todas as propriedades que forem deduzidas, nas
segdes seguintes, para forgas atuantes em um corpo rigido terdo validade geral para
qualquer sistema de vetores deslizantes. Entretanto, com o objetivo de manter nossa
apresentagio mais intuitiva, utilizaremos forgas fisicas em vez de vetores deslizantes
matemadticos.

Figura 3.4

| &
il
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Retornando ac exemplo do caminhio, observemos inicialmente que a linha de
agdo da forga F é uma linha horizontal que passa através dos para-choques dianteiro e
traseiro do caminhdo (Fig. 3.4). Usando o principio de transmissibilidade, podemos,
portanto, substituir a forga F por uma forca equivalente ¥ agindo no péara-choque
traseiro. Em outras palavras, ndo se alteram as condigdes de movimento, e todas as
outras forgas externas que atuam no caminhdo (P, R, e R,) permanecem as mesmas,

se os homens empurrarem o para-choque Lraseiro em vez de puxarem o dianteiro.

O principio de transmissibilidade e o conceito de forgas equivalentes témn,
contudo, limitagdes. Considere, por exemplo, umna barra curta AB sob a agéo de forgas
axiais iguais e opostas P, e P, como mostra a Fig. 3.6¢. De acordo com o principio de
transmissibilidade, a forga P, pode ser substituida por uma forga P, de mesmo modulo,
diregdo e sentido e mesma linha de agdo, mas que atua no ponto A em vez de I
(Fig. 3.5b). As forgas Py e ', que atuam sobre o mesmo ponto podem ser adicionadas
de acordo com as regras do Cap. 2, e, como 580 ipuals e opostas, sua soma @ zero. 0
sistemna de forgas originais ilustrado na Fig. 3.5a¢ &, portanto, equivalente a nenhuma
forga (Fig. 3.5¢) do ponto de vista do comportamento externo da barra

P, A muﬂ A ____5|

=—=r"] = [ ]
(b (c)

7, SR H " A B

= [Elhe—se—= [ |
(e} (f

Figura 3.5

Consideremos agora as duas forgas iguais e opostas P, e, queatuamna barra
AR, comomostra a Fig. 3.5d. Afor¢a P, pode ser substituida por uma for¢a I, que tenha
mesmo médulo, mesma diregdo e sentido e mesma linha de agdo, mas que atua em B
em vez de A (Fig. 3.5¢). As forgas P e P, podem entao ser adicionadas, e sua soma serd
zero novamente (Fig. 3.50). Do ponto de vista da Mecanica dos Corpos Rigidos, os
sistemas ilustrados na Fig. 3.5a e d sdo, portanto, equivalentes. Mas as forgas internas
e as deformagbes produzidas pelos dois sistemas 3o, obviamente, diferentes. A barra
da Fig. 3.5a estd sendo tracionada e, se nao for absolutamente rigida, terd levemente
aumentado o seu comprimento; a barra da Fig. 3.5d esta sendo comprimida e, se ndo
for absolutamente rigida, terd seu comprimento levemente diminuido. Entdo, embora o
principio de transmissibilidade possa ser usado livremente para determinar as condigdes
de movimento ou de equilibrio dos carpos rigidos e para o calculo das forgas externas
que aluam nesses CoTpos, deve ser evitado ou, ag Imenos, usado com cuidado na
determinacao de forgas internas e deformagoes
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34. Produto Vetorial de Dois Vetores. Para conseguir melhor conheci-
mento do efeito de uma forga sobre um corpo rigido, apresentaremos um nove conceito;
o conceito do momento de uma for¢a em relagdo a um ponto. Esse conceito serd mais
claramente entendido, e estaremos mais bem preparados para aplicd-lo, depois de acres-
centarmos aos instrumentos matemdticos a nossa disposigao a definigao de produto
vetorial de dois vetores.

O produto velorial de dois vetores P e Q ¢ definido como sendo o velor V, que
satisfaz &s seguintes condigoes:

1. Alinha de agdo de V é perpendicular ao plano que contém P e Q (Iig. 3.6).

V=P xQ

Figura 3.6

20 médulo de V é o produto dos médulos de P e Q e do seno du dngulo 0
formado por P e Q (cuja medida serd sempre menor ow igual a 180°); temos,
entao,

31

3. O sentidode V etal que uma pessoa colocada na extremidade de V observard
como sendo anti-hordria a rotagaoe 8 que traz o vetor P sobre o velor Q;
observe que se P e Q nio tiverem um ponto de aplicagdo comur deverdo
ser colocados, inicialmente, com as origens no mesmo ponto. Os trés vetores
P, Q e V — tomados nessa ordem — formam um triedro positivo.*

Devemos observar que os eixos x, y & z usados no Cap 2 formam um iriedro positivo de wixos ortogonais e que
os vetores unitarios | | 6 k. definidas na Segdo 2.12 lermam lambém um tiedra posiive
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Como foi estabelecido na pagina anterior, o vetor V que satisiaz a essas Lrés
condighes ‘que o definem univocamente) é denominado produto vetorial de P e Q e
representado pela expressio matemadatlica

V=P % Q (3.2)

Segue-se da Eq. (3.1) que, quando dois vetores P e Q tém a mesma diregdo e
sentidos iguais ou opostos, seu produto vetorial é nulo. No caso geral, quando o dngulo
6 formado pelos dois velores néo é 0" nem 1807, a Eq. (3.1) pode-se dar uma interpretagio
geométrica simples: 0o médulo V do produto velorial de P e Q mede a drea* do paralelo-
gramo que tem P e Q por lados (Fig. 3.7). O produtoe vetorial P x Q permanecerd
inalterado se substituirmos Q por um vetor Q' coplanara P e Q tal que, higando por uma
linha as extremidades de Q = Q', esta seja paralela a P. Podemos escrever

Mz PRQ=Pxq (3.3)

Figura 3.7

Da terceira condigio usada para definir o produto vetorial Vde P e Q, condigéo
que estabelece que P, Q e V devem formar um triedro positivo, segue-se que os produtos
vetoriais ndo sdo comutativos, isto é, Q x P ndo é igual P x Q. Na realidade, podemos
verificar que @ x P é representado pelo vetor -V, igual e oposto a V. Entao,
escIevemos

‘Qx P=—(PxQ) (3.4)

" Area & a gtz ceza lisica asseciada ao tamanho de uma superticie e sua unidade legal € o m? Por associagio
de eias ole” —3 drea é usado nas representagtes gralicas de oulras grandezas fisicas. Nesles casos essas dreas
nan sao med-z: em m?, mas dependem dos produtos das grandezas envolvidas. (N do B T.)

D
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Exemplo. Caleulemos o produto vetorial V = P x Q do vetor P de médulo 6,
situado no plano zx formando um angulo de 30" com o eixo x, e o velor Q de médulo 4,
situado ao longo do eixo x (Fig. 3.8). Segue-se imediatamente da definigéo de produto
vetorial que o vetor V deve situar-se ao longo do eixo y, ter o mddulo

V = PQ sen 8 = (6) (4) sen 30" sen 30" = 12

e ser orientado para cima.

Figura 3.8

.

Vimos que a propriedade comutativa néo se aplica aos produtos veloriais.
Poderfamos querer saber se a propriedade distributiva é mantida, isto é, se a relagio

Px(Q,+Q)=PxQ +PxQ, (3.5)

é valida, A resposta é sim. Muitos leitores estdo provavelmente querendo aceitar a
resposta sem uma prova formal, porque, intuitivamente, sentem que estd correta
Contudo, como toda a estrutura da dlgebra vetorial, e da estética, dependerd da relagio
(3.5), trataremos agora de deduzi-la.

Podemos, sem perda de generalidade, supor que P estd orientado segundo o
eixo y (Fig. 3.9a). Denominando Q a soma de Q, e Q,, baixamos perpendiculares das
extremidades de Q, Q, e Q,, a0 plano zx, definindo assim os vetores Q', Q‘l e Q. Esses
vetores serdo chamados, respectivamente, de projegies de Q, Q, e Q, sobre o plano zx.
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. Lembrandoa propriedade expressa pela Eq. (3.3), chservamos que o membro & esquerda

‘da Eq. (3.5) pode ser substituido por P x Q' e que, analogamente, os produtos vetoriais
PxQ, e Px Q, podem, respectivamente, ser substituidos por Px Q' e Px Q',. Entao
a relagdo a ser provada pode ser expressa na forma

PxQ=PxQ, +PxQ, (3.5

Observamos, agora, que P x Q’ pode ser obtido de Q' pela multiplicagdo desse
vetor pelo escalar P, girando de 90" no sentido anti-hordrio no plano zx (Iig. 3 9b); os
outros dois produtos vetoriais em (3.5') podem ser obtidos na mesma maneira de Q') e
Q’,, respectivamente. Agora, como a proje¢éo de um paralelogramo sobre um plano
arbitrario é um paralelogramo, a projegao Q dasoma Q de Q, ¢ Q, deve ser a soma das
projegdes Q') e Q', de Q, e Q, sobre o mesmo plano (Fig. 3.9a). Essa relagdo entre os
vetores Q, Q') e Q', serd valida mesmo depois de esses vetores serem multiplicados pelo
escalar P e pirados de 90" (Fig. 3.9h). Entdo a relagdo (3.5") fica provada e podemos agora
estar seguros de que a propriedade distributiva é vilida para os produtos vetoriais.

Figura 3.9
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A terceira propriedade, a propriedade associativa, ndo se aplica nos produtos
vetoriais, Temos em geral*

PxQ)xS+Px(Qx8) (3.6)

3.5. Produto Vetorial Expresso em Termos das Componentes Carte-
sianas, Determinaremos, agora, os produtos vetoriais de qualquer par dos vetores
anitarios i, j e k, definidos no Cap. 2. Consideremos, primeiramente, o produto i xj
(Fig 3.10a). Como ambos 0s vetores tém médulo igual a um e formam um angulo reto,
seu produto vetorial serd também um vetor unitario. Esse vetor unitario deve serlg, jd
que os vetores i, j e k sdo mutuamente ortogonais e formam entre si um triedro positivo.
Por outro lado, o produto j x i serd igual a — k, pois a rotagdo de 90" que traz j a i é
observada come anti-hordria por alguém colocado na extremidade de -k (ig. 3.10b),
Finalmente, deve-se observar que o produto vetorial de um vetor unitario por si mesmo,
tal como i x i, é 1gual a zero, pois ambos os vetores tém a mesma diregio.

Figura 3.10

Os produtos dos diversos pares possivels de vetores unitdrios sao

ixi=0 jxi=-k kxi=j
ixj:k ij:O I(Xj:-i f<‘i7]
ixk=—j jxk=i kxk=0

* Basta considurar, pot exemplo, o caso (I xJ)x J=l = (Jx]) (N doR T)

I
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Pela disposigdo em uma circunferéncia e em ordem anti-horaria das letras
representativas dos vetores umtdrios (Fig. 3.11), podemos simplificar a determinagio
do sinal do produto vetorial de dois vetores unitdrios: o produto de dois vetores unildrios
serd positivo se seguem um aooutro em ordem anti-hordria e negativo em caso contrario.

i

Figura 3.11

Podemos, agora, exprimir facilmente o produto vetor ial V de dois vetores P e
Q em termos das componentes cartesianas desses vetores, Decompondo P e Q em suas
componentes carlesianas, escrevemos, primeiramente,

V=PxQ=(P i+Pj+P, K x Qi+Qj+QK

Fazendo uso da propriedade distributiva, expressamos V como a soma de
produtos vetoriais, tais como Pi x Q. j. Observando que cada uma das expressdes
obtidas é igual ao produte vetorial de dois vetores unitdrios, tais comoixj, multiplicados
pelo produto de dois escalares, tais como P e €., e relembrando as identidades (3.7),
oblemos, apds fatorar i, j e k, i

V=(P,Q,-PR)I+(PQ,-P Q)+ (PR -PQk (3.8)

As componentes cartesianas do produto vetorial V sdo, portanto,

V.= prz _ szy 3.9
V}' - PzQx. . PxQz
Va - Pny - PJ-Q::
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Retornando & Eq. (3.8), observamos que o segundo membro representa a
expansdo deum determinante. O produto vetorial V pode entéio ser expresso da seguinte
forma, mais facilmente memorizdvel:*10

ik (3.10)
V = ]JI P_} PZ
Q Q €

3.6. Momento de uma For¢a em Relagio a um Ponto. Consideremos,
agora, uma forga F que atua num corpo rigido (Fig. 3.12). Como sabemos, a for¢a F ¢
representada por um vetor que define seu médulo, dire¢éio e sentido. Contudo, o efeito
da forga sobre o corpo rigido depende, também, de seu ponto de aplicagdo A, A posi¢fo
de A pode ser convenientemente definida pelo vetor r, que une o ponto de referéncia fixo
O com A: esse vetor é conhecido como vetor-posi¢do de A.** O vetor-posigiore a forga
F definem o plano ilustrado na Fig 3.12a.

Definiremos o momento de ¥ em relagio a O como sendo o produto vetorial de
rel; - T

T(3.11)

* Qualquer determinante constiuido de 1rés linhas e lrés colunas pode ser calculado pela repeticio da primeira e
segunda colunas e formando os produtos ao longo de cada linha diagenal A soma dos produtos oblidos ao longo
das linhas tracejadas ¢ entdo sublralda da soma dos produlos obtides ao longo das inhas continuas

DA
o a<aXag,~Na

P i i T ST A
t A forma (3.10) & usualmente utilizada como definigio de produto velorial. O esludante pade, a partir dasta,
deduzir todas as propriedades discutidas nas Segdes 3.3 e 3.4, de maneira simples e direta. (N do R. T )
0 E impontante notar que a condigio necessaria e suliciente para que dois velores nfo nulos sejam paralelos é
que seu produlo vetorial seja nulo. (N do RT.)
“ Podemos verilicar lacilmente que os velores-posigio obedecem 2 lei de adicao de velores e, portanto, sao
ealmenta velores Consideremos, por exemplo, os velores-posicio r e r’ de A com respeilo aos pontos de
releréncia O e O e o velor-posicho s de O em relagio a O ( Fig 340a Secdo 3 16) Verificamos que o
/elor-posigao ' = oA pode ser oblido dos vetores s = GOer-0A pela aplicagdo da regra do tidngulo para
adigao vetanal,

W W W W W e W e ey e Sy e P ey
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Figura 3.12

De acordo com a definigdo de produto vetorial dada na Se¢ao 3.4, 0 momento
M, deve ser perpendicular o planc que contém OeaforgaF. Osentidode M, € definido
pelo sentido da rotagao que faria o vetor r alinhar-se com o vetor F. Essa rotagio seria

observada como anti-hordria por um observador localizado na extremidade de M,
Outra maneira de definir o sentido de M, é fornecida pela regra da mao diretta: feche
sua mao direita e mantenha-a de modo que seus dedos estejam curvados, no sentido da
rotagio que F tende a comunicar ao corpo rigido, em torno de um eixo fixo, dirigido ao
longoda hinha de agio de M ;; seu polegar indicara o sentido do momento M, (Iig. 3.12b)

Finalmente, denominando 8 o &ngulo entre as linhas de agdo do vetor-posigdo
re da forga I, encontramos que o médule do momento de F em relagfio a O é

M, =rkF sen 0=Fd (3.12)

onde d representa a distancia de O 4 linha de agéo de F. Como a tendéncia de uma forga
F de fazer girar um corpo rigido em torno de um eixo fixo perpendicular & forga depende
da distincia de F a esse eixo, bem como do médulo de ¥'*, observamos que o mddulo de

dirigido segundo M, )
No SI, onde a forga é expressa em newtons (N) e a distancia em metros (m), o
momento da forga sera expresso em newtons-metros (N - m).

* Essa alirmagao & baseada em mera intuigdo, Sua prova é dada no estudo da Dinamica dos Corpos Rigidos
(NdoR T)

M, mede a tendéncia de a forga ¥ fazer o corpo rigido girar em torne de um eixo fixo,
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Devemos observar que o momento M, de uma forga ¢em relagdo a um ponto,
embora dependa do médulo, da linha de agao e do sentido da forga, nao depende da
posigdo do ponto de aplicagao da forga ao longo de sua linha de agdo. Reciprocamente, o
momento M, de uma for¢a F ndo caracteriza a posigao do ponto de aplicagio de I'.

Contudo, o momento M, de uma forga F, de dado médulo, diregao e sentido,
define completamente a linha de agdo de ¥. De fato, & linha de a¢ao de I deve se situar
em um plano gue contenha O e seja perpendicular ao momento M, ; sua distancia d de
0O deve ser igual ao quociente M /1" dos médulos de M, e I osentito de M, determina
se a linha de agao de F é tragada de um lado ou do outro do ponto O.

Relembrando a Se¢do 3.3, o principio de transmissibilidade estabelece que duas
forgas IF e 17 sao equivalentes (isto &, tém 0 mesmo efeito sobre o corpo rigido) se tem o
mesmo modula, a mesma diregio, o mesmo sentido e a mesma linha de agao. lisse
principio pode ser agora reformulado como se segue: duas forgas ¥ e I” sdo equivalentes
se. e somente se, sio iguais® (isto €, tém o mesmo médulo, a mesma diregao e o mesmo
sentido) e tém momentos iguais em relagdo a um dado ponto O. A condigao necessdria e
suficiente para que duas forgas F e F’ sejam equivalentes é, portanto,

‘I F=F e M, = M, (3.13)

Do que foi estabelecido podemos concluir que, se as relagdes (3. 13) sao vilidas
para um dado ponto O, serdo validas, também, para qualquer cutro ponta.

Problemas Envolvendo Samente Duas Dunensdes. Muitas aplicagdes se referem a
estruturas bidimensionais, isto é, estruluras que tém comprimento e largura, mas
espessura desprezivel, e que estdo submetidas a forgas contidas no plano da estrutura.
Estruturas bidimensionais e as forcas que nelas atuam podem ser rapidamente repre-
sentadas numa folha de papel ou num quadro-negro. Sua andlise ¢, portanto, conside-
ravelmente mais simples que a das estruturas e forgas tridimensionais.

Consideremos, por exemnplo, uma lamina sob a a¢do de uma forga I (Iig. 3.13).
0 momento de F em relagdo ao ponte O, escolhido no plane da figura, & representado
por um vetor M, perpendicular a esse plano e de madulo Fd. No caso da Fig. 5.13a, o
vetor M aponta para fora do papel, enquanto no da Fig. 3.13b, aponta para dentro do
papel Olhando a figura, chservamos que a agio de I no primeiro caso é anti-hordria ¢,

" Lembramos que velores aplicados iguais 1&m mesmo ponto de aplicagao. Neste livio, velores aplicadas iguais
devemn ser entendidos como sendo eqiipolentes, na linguagem da algebra linear (N do H.1 )
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no segunde, hordria. Contudo, é comum referir-se ao sentido do momento ¥ em relagio
a O na Fig. 3.13a como anti-hordrio ) e na Fig. 3.13b como hordrio }.

Como o momento de uma forga F que atua no plano da figura deve ser
perpendicular a esse plano, necessitamos especificar somente o mddulo e o sentido do
momento de F em relagio a 0. Isto pode ser feilo atribuindo-se a0 mddulo M, do
momento um sinal positivo ou negativo conforme o vetor My, aponte para fora ou para
dentro do papel.

() Mo =~ Fd

(0) My =+Fd

Figura 3.13

2.7, Teorema de Varignon. Podemos utilizar a propriedade distributiva do
produto vetorial para determinar o momento da resultante de diversas forgas
concorrentes. Se diversas forgas '\, 'y .. estio aplicadas num mesmo ponto A (Fig. 3.14)
e se denominamos r o vetor-posigao de A, concluimos imediatamente, da férmula (3.5),
que

rx(Fl+F2+,..)=erl+er2+.., (3.14)

Em palavras, o momento em relagdo a um dado ponto O da resultante de
diversas forgas concorrentes € igual a soma dos momentos das vdrias forgas em relagdo
a0 mesmo ponto 0. Essa propriedade foi enunciada originalmente pelo matemdtico
francas Varignon (1654-1722), muite antes da utilizagio da dlgebra vetorial, e é conhe-
cida como Teorema de Varignon.

A relagio (3.14) torna possivel substituir a determinagio direta do momento
de uma forca T pela determinagio dos momentos de duas ou mais forgas componentes.
(lomo veremos na préxima segio, I' serd geralmente decomposta em compenentes
paralelas aos eixos coordenados. Enlretanto, pode ser mais fdcil, em alguns casos,
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decompor F em componentes que nfo sejam paralelas aos eixos coordenades (ver
Problema Resolvido 3.3.).

Figura 3.14

4.8. Componentes Cartesianas do Momento de uma Forg¢a. Em geral, a
determinagdo do momento de uma for¢a no espago serd gimplificada consideravelmente
se a forga e o vetor-posigao de seu ponto de aplicagio forem decompostos em componentes
cartesianasx, y e z. Consideremos, por exemplo, 0o momento M), em relagdo a (), de uma
forga F de componentes F_, Fy e F_, aplicada a um ponto A, de coordenadas x, ye z
(Fig. 3.15). Observando que as componentes do vetor-posi¢éo r sdo, respectivamente,
iguais s coordenadasx, y e z do ponto A, escrevemos

r=xi+yj+zk (3.15)

F:in+ij +sz (3.16)
Substituindor e F de (3.15) e (3.16) em

M. =rxF (3.11)

0

o lembrando os resultados obtidos na Segfio 3.4, escrevemos o momento M, de F em
relagiio a O na forma

b10:Mxi+Myj+Mzk (3.17)

-y e E= T SR PR

Q- s b
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onde as componentes M, My e M sdo definidas pelas relagoes

e (3.18)
M =zF —xF
x ‘X
= xFy =yF,
Y

-

i I Vol

o) ‘1’,]_____1

Fiy

S vl /4//" Alxy,z)

Figura 3.15

Como veremos na Segdo 3.11, as componentes escalares M, My e M, do
momento My, medem a tendencia da for¢a F de produzir no corpo rigide um movimento
de rotagho em torno dos eixos x, y e 2, respectivamente. Substituindo as Eqs. (3.18) em
(3.17), podemos também escrever M, na forma de um determinante *

i i (3.19)
M, = |* ¥ z
o F,; Fy Fz

Para caleular o momento My em relagio a um ponto arbitrdrio B, da forga ¥
aplicada em A (Fig. 3.16), devemos substlituir o vetor-posigaoc r na Eq. (3.11) pelo vetor

*VerEq (310). (N.do R T.)
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—»
BA. Esse vetor é o vetor-posicao de A em relagdo a B, que serd representado por ry .
Observando que T, g pode ser obtido pela subtragdoe de ry de ry e escrevemos

. w (e, —1)) ®F 390
My =1, zxF=(r,-ry xF (3.20)

ou, na forma de um determinante,

i j ke (3.21)
M. = |ax Ay Az
B g F F
e ¥ z

onde Ax, Ay e Az sdo as componentes do vetor ry gt

Av=x, —Xp Ay =y, Yp Az =z,-zp

(3 'J’f;)i

1

gl

=i
4@]1\ \U-

0 T - -x

Figura 3.16

No caso de problemas que envolvem apenas duas dimensoes, podemos supor
que a forga I se situa no plano xy (Fig. 3.17).
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Fazendoz=0e Fz = nas relagies (3.19), obtemos

M ,= (F, —yF )k

Figura 3.17

Verificamos que o momento de F em relagdoe ao ponto O € perpendicular ao
plano da figura e & definido compietamente pelo escalar

Mg =M, =xF, -yF, (3.22)

Como observado anteriormente, um valor posilivo para M, indica que o vetor
M, aponta para fora do papel (a forga F tende a girar o corpo no sentido anti-horirio,
em torno de () e um valor negative, que o velor M, aponta para dentro do papel (a forga
I tende a girar o corpo ne sentido hordrio, em torno de O).

Para calcular o momento em relagio a Blxy, y;;) de uma forga contida no plano
xy e aplicada em Alx,, v,) (Flig. 3.18), fazemos Az = 0 e F, = 0 nas relagdes (3.21) e
verificamos que o vetor My ¢ perpendicular ao plano xy e deflinido em mdédulo e sentido
pelo escalar

Mp =y - 2pF, =y - yp)F, (3.23)
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Figura 3.18

Problema Resolvido 3.1

Uma forca vertical de 500 N é aplicada é extremidade de uma manivela fizada
a wm eixe em 0. Determinar: (a) o momento da for¢a de 500 N em relugdo g O, (b) a
intensidade da forca horizontal aplicada em A que produz o mesmo momento em relagdo
a 0; (c¢) a menor for¢a aplicada em A que produz 0 mesmo momento em relagdo a O, (d)
a distancia a que uma forca vertical de 1 200 N deverd estar do eixo para gerar 0 mesmo
momento em relagdo a O; (e) se alguma das forgas obtidas nos itens b, ¢ e d é equivalente
a forga original.

a) Momento em relagio a O. A distancia de O a linha de agdo da forga de
500 N é

d = (0,60 m) cos 60" = 0,30 m

- ww
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¢) A Menor Forga. Como M, = Fd, o menor valor de F ocorre quanda d ¢

O médule do momento em relagao a O, da forga de 500 N, é ; ;
mdximo. Tomande a forga perpendicular a OA, encontramos d = 0,60 m, assim

M, = Fd = - (500 N) (0,30 m) =— 150 N - m _ ) )
MO =Fd=150 N m=F<(0,60 m)

S XN BEw S B W & N IR

——._._.4:..—-‘-.

Comeo a forca tende a girar @ manivela em torne de 0, na sentido horario, o F=250N F=200N < 30 <«
momento serd representado por um vetor M), perpendicular ao plano da figura e
apontado para dentro do papel. Exprimimos esse fato escrevendo
e
; , / _,f_/‘:"\
M, = 150N m = Yo/,
."lr. /J’ F
0.60m ///
< /Y
(! .}_r;rf
/ Y/
7 J
/ ,-/J {\ /NGO
I],ﬁ.fl.l in 'fflillﬂ N :1‘6?, e
/.
/ ,.r‘_/ I :\‘{,
¥/ .
~< S/ 60
SALE

b) Forga Horizontal. Nesse caso temos

d = (0,60 m)sen 60" =0,52m
Como o momento em relagdo a O deve ser 150 N - m, escreventos

M,= Fd =150 N m =F (0,62 m)
F=288N

o
D ___/_ﬁ ¥

: i
0,60 m /7

[ s /
fﬁ /"’:" /
f_,-" /, /: 36(!

| L W=

_1_,.?’{@@ o -_d__l

Mo

F=288N — ¢«

d) Forga Vertical de 1 200 N. Nesse caso M, = Fd conduz a

150 N - m = (1200 NJd

OB cos 60" =d

d=0,125m

OB=0%2m « 60




120 Mecanica Vetarial para Engenhetros - Estidtica ‘orpos rigidos. sistemas equivalentes de forgos 121

e) Nenhuma das forgas consideradas nos itens b, c e d é equivalente a ryp = — (0,200 mii+ (0,160 m)j
forea original de 500 N. Embora tenhani o mesmo nomento em relagdo a O, téem
diferentes componentes x e y. Em outras palavras, embora cada for¢a tenda a girar a

manivela da mesma maneira, cada uma delas fara com que o esforco da manivela sobre F = (800 N) cos 60" i+ (800 N) sen 60° j
o eixo seja diferente em cada caso.

= (400 N)i + (693 N)j

T A T TR R < R PG TR T R NN R T S T e U Y

Problema Resolvido 3.2

Uma forca de 800 N é aplicada como ilustrado. Determine o momento da forca i
em relagio a 3

BOO M

60"

AT Y e M, —- x

‘ £ - (0,200mj i B
164 pm ) ;
Lembrands as Eqs (37) para o produto vetorial de vetores unildrios, obtemos
L 4]
| — g i )
A 'nl M= 1,5 F = [ (0,200 m)i + (0,160 m)jl x [(400 NJi + (693 N)j]

(1368 N mik - (64,0 N - m)k

‘ = - (2026 N)k M,=203N-m )
Soelucao. O momento MB da forca F em relagdo a B é obtide através do prodiio
veforial
0O momento My é um vetor perpendicular ao plano de figura e aponta para
dentro do papel. '
My=Typ X F
m
onder, ,¢ovetor que liga B aA. Escrevendor, ,eF emtermos de suas componentes,
temos . .
Problema Resolvido 3.3
Uma forca de 150 N atua na extremidade de uma alavance de 0,90 m, cono
1 {lustrado. Determinar o momento da for¢a em relacdo a (.
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Solugdio. A for¢a é substitutda por duas componentes: uma componente P na
direcdo OA e uma componente Q perpendicular ¢ OA. Como O estd na linha de agdo de
P, o momento de ¥ em relagdo a O € zero, e 0 momento da forga de 150 N se reduz ao
momento de €, que tem sentido hordrio e, portanto, ¢ representado por um escalar
negativo!

Q = (150 N) sen 20" = 51,3 N
Mﬂ = - (0,90 m) =—(51,3 N)(0,90 m) = — 46,2 N-m

Como o valor obtido para o escalar M, é negativo, 0 momento M, aponta para
dentro do papel. Escrevemos

M”::-lﬁ,‘zN-m ) &
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Problema Resolvido 3.4
Uma placa retangular é sustentada por suportes em A e em B e por um fio CD,

Sabendo que a trag@o no cabo é de 200 N, determine o momento da for¢a exercida pelo
fio na placa, em relagdo ao ponio A

Bl oo -
7‘/’___'c'if!'lmlu _

240 P
‘/IJ “T.I/

Solugiio. O momento M, da for¢a F exercida pelo fio no ponto (e relagdo a
A é caleulado pelo produto vetorial '

onde vy, € 0 vetor que liga AaC,

v = AC = (0,300 nui + (0,080 mJk (2)

2 5
e ¥ ¢ a forea de 200 N com diregdo CD. Definindo o vetor unitdrio A = coich,
€8Crevernos

—> =
cn (3)
e = F = {5 e i
F = F)= (200N} D

SIS
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—3
Escrevendn CI em termos de componentes cartesianas, temos

¥
CD =— (0,300 m)i + (0,240 m)j - (0,320 m)k

CD = 0,500 m

Y
0,08 m 3 J,“_
/T' 03 m S,
.24 n'n.,.'- D ]

08 m

Lr’ /_,/ |

e <290 a0 md e (0 i — (0,320 m))
Lo [~ (0,300 mji + (0,240 m)j — (0,320 m)k |

= - (120 N)i + (96 N)jj - (128 N}k 4)

Substitwindo as expressoes de F e Toia das Eq. (4) e (2) na Eqg (1)e
lembrando as relagées (3.7), obienios

1]

M, regaxF= (0,300i + 0,080k) x (- 120i + 96j — 128k)

(0,300096)k + (0,300)(= 128)(—j) + (0,080) (= 120)j + (0,080)(96)(— i)

M},t = (768N m)i+ (288N mj+(288N mk «

b,
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[U
(28,8 Nm)j b B Al L
/ /"
T R Nemi}i P o OGN //
P 2
=

A /’,
(28,8 M) k ﬁ%: /
G

Solugio alternativa. Como foi indicado na Segdo 3.8, o momento M, pode
ser escrito na forma de um determinante:

i j k

M, = [Y¢ %4 Yo=Y o "2%y = 0,300 0 0,080
A

1 .-'f‘x F‘ F'z - 120 96 - 128

MA =—(7,68 N -m)i+ (288N -m)j+(288N - mk =

Problemas

3.1 Uma forga de 150 N @ aplicada a alavanca de controle AB, como ilustrado. O
comprimento da alavanca e iqual a 0,20 m e o = 30", Determine 0 momento da forga em relagio a 6
decompondo a forga’ (a) em componentes horizontal e vertical e (b} em uma componente ao longo
de AB e em oulra perpendicular a AB.

TR S T
B i o E T

Figuras P3.1 e 3.2
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3.2 Umatorga de 150 N é aplicada a alavanca de cantiole A8, como ilustrado. Sabendo
que o comprimento da alavanca é igual a 0,20 m e que o momenio da lorga em relagao a
B éde 225N m, determine o valorde «

3.3 Para o pedal de freio da figura, determine o modulo e a diregéo da menor forga P
que tem momento igual a 130 N mem relagao a B

3.4 Umaiorga P é aplicada ao pedal de freio em A Sabendo que P =450 N e o = 30",
determine o momento de P em relagéo a B.

1460

Figuras P3.3 e P3.4

3.5 Umatorga P de 300 N é aplicada ao ponto A da figura. (a) Calcule o momento de P
em relagBo a O utilizando as componenies horizontal e vertical da forga. (b) Com o resultado da parte
(a), determine a distancia de O a linha de agao de P.

3.6 Uma forga P de 400 N & aplicada ao ponio A da figura. (a) Calcule o momento da
torga P em relagao a O decompondo a forga segundo OA e na diregao perpendicular a OA (b)

Determine o modulo, a diregao e o sentido da menor forga Q que aplicada a B produza o mesmo
momento, em relagéo a O, que a forga P.

e

Figuras P3.5 ¢ P3.6
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37e3.8 Sabe-sequeabiela AB aplica no virabrequim umaforga de 1,5 kN dirnigida para
baixo e para a esquerda, ao longo do eixo de simetria de AB. Delerming o monienio da forga em
relagao a C

L e
o

-

{: 21 mim

Figuras P3.7 e P3.8

3.9 A barra AB é& mantida na posigao pelo cabo AC. Sabendo que aforga de lragao na
corda & de 1 250 N e que ¢ = 0,60 m, determine o momento em relagao a B da foiya exercida pslo
cabo no ponto A decompondo a forga em componentes horizontal e vertical,

310 Abarra AB & mantida na posigao pelo cabo AC. Sabendo que c= 1400 mm € que
o momento em relagde a 8 da forga exercida pela corda no ponto A é de 420 N - m, determine a
{orga de tragao na corda.

162 mm

WL e

R ""‘]' 406 mm —

&

Figuras P3.9 ¢ P3.10

3411 Efetue o preduto vetorial P ox P, e ullize o resultado para provar a
identidade sen (8, —8,) = sen 0, cos 6, - cos B, sen U,
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Figura P3.11

3.12 UmalorgaF=F i+F ]estaaplicada em um ponto de coordenadas xe y. Deduza
uma expressac para a distancia d da linha de agao de F 4 origem O do sistema de coordenadas

3.13 A linha de agdo de uma forga P passa pelos pontos A(x.l. y‘) a B{rg. ¥o). Se o
sentido da forga é de A para B, determine o momento de P em relagao a erigem

3.14 Determine o momento (em N - m) em relagac a origem O da forga (em N)
F = 4i —3] + 5k aplicada ao ponto A. Suponha que o velor-posigao de Aé (emm). (&) r = 2i + 3] - 4k,
()1 =-8i46)-- 10k e (¢) r = Bi - 6] + 5k.

3.15  Determine o momento (em N - m) em relagao a origem da forga (em N) F = 2i + 3] — 4k
aplicada ao ponto A Suponha que o vetor-posicdo (em m) de A é: (a)r=31-8]+ 5k
(byr=1-4]-2k e (c)r =41+ 6] -3k

3.16  Uma forga de 200 N é aplicada ao suporte ABC, como ilustrado. Delermine o
momento da forga em relagéoa A

y

120

3.19

n

3.22

3.23

3.24

3.25

nula
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3.17 O fio AE esla eslicado do canto A ao canto E de uma chapa dobrada. Sabendo
que a tragéo na fio & de 435 N, delermine o momenlo em relagaoc a O da forga exercida pelo fio (a)
no canto A e (b) no canto E

3.18  Um bote esta pendurado em dois suporles, um dos quais é mostrado na figura. A
tragao na linha ABAD é de 182 N. Determine o momento em relagao a C da forga resultante HA
exercida pela linha em A

O mastro AB, de 4,57 m, tem uma extremidade fixa A. Um cabo de aco é esticadn

da ponta livre B até o ponto C de uma parede verlical. Se a trago no cabo é de 2 535 N, determine
o momento em relagdo a A da forga aplicada pelo cabo em B.

y

073m 1A6m

Figuras P3.18 e ’3.19

No Prob. 3.17, determine a distancia do ponto @ ao fio AE

No Prob. 3.17, determine a distancia do ponto B ao fic AF

Mo Prcb 3.19, determine a distancia do ponlo A ao cabo BC.

No Prob. 3.18, determine a distancia do pento C ao segmento AD da linha ABAD
No Problema Resolvido 3.4 determine a distancia do ponto A ao fio C2

Umaferga F @ aplicada ao ponto x = y = z = a Mostre que M, + M}__ + Mz =0, isto

&, mostre que a soma algébrica das componentes cartesianas do momento de F em relacao a 0 é




)
1
!
q
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3.9. Produto Escalar de Dois Vetores. Ampliaremos agora nosso conheci-

mento de dlgebra vetorial definindo o produto escalar de dois vetores.

O produto escalar de dois vetores P e Q é definido como sendo o produto dos
médulos de P e Q pelo co-seno do dngulo 6 formado por P ¢ Q (Fig. 3.19). O produto
escalar de P e Q é representado por P - Q. Escrevemos, portanto,

P-Q=PQcost |~ (3.24)

Q)

\s
,

Figura 3.19

Observemas que a expressao definida acimma nilo ¢ um vetor, mas um escalar,
o que explica o nome produto escalar.

Conclui-se, da prépria definigdo, que o produto escalar de dois vetores é
comutativo, 1sto &,

P.Q=Q-P (3.25)

Para provar que o produto escalar é também disiributivo, devemos provar a
relagao

P-(Q+Q)=P-Q +P-Q, (3.26)

Podemos, sem perda da generalidade, supor que P estd orientado segundo o
eixo y (Fig. 3.20). Denominando Q a soma de Q, e Q, ¢ 0, 0 angulo que Q forma com o
eixo y, exprimimos o primeiro membro de (3.26) como

P-(Q+Q)=P Q=PQcos 0 =PQ (327
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onde Q), é a componente y de Q. Podemos, de maneira analoga, exprunir o sepundo
membro de (3.26) como

P.Q +P-Q,=PQ) + PW,) (3.28)

Figura 3.20

Como Q é a soma de Q, e Q,, a sua componente y deve ser igual 4 sama dos
componentesy de Q, e Q,. Por conseguinte, as expressoes obtidas em (3.27) e (3 28) sao
iguais, e a relagao (3.26) estd provada.

Com relagao a terceira propriedade, a propriedade associativa, nolamos que

_elando pode ser aplicada a produtes escalares: (I' - Q) - S ndo tem sentido Ja que - Q

ndo € um vetor, mas sim um escalar.

Expressemos agora o produto escalar de dois vetores I’ e Q em termos de snas
componentes cartesianas. Decompondo P e Q em suas componentes, podemaos escrever

P.Q=(Pi+Pj+PJ)-(Qi+Qi+QJ

Fazendo uso da propriedade distributiva, teremos P - Q coma suma de produtos
escalares, tais como P i- @ ieli- @ j Mas, da definigao de produto escalar, pademos
verificar facilmente que os produtos éscalares dos velores unildrios sao zers ou uni;
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iei=1 §cfimil k-k=1
i-j:o j'k-‘—‘U k‘i:ﬁ ‘:;2(3)

Entio a expressio obtida para P - Q se reduz a*

P-Q=PQ +PQ +PQ, (3.30)

No caso particular em que P e @ siio iguais, verificamos que
P-P=r?+p?yp?=p? (3.31)
T ¥ z

Aplicagoes

1. Angulo formadopordois vetores dados. Sejam dados dois vetores em termos
de suas componentes:

P:Pli + P)j + sz
Q:Qxi+Qyj+sz

Para determinar o angulo formado pelos dois vetores, igualamos as expressoes
obtidas em (3.24) e (3.30) para seu produto escalar

PQcos O = PxQx + P}.Qy 4 PZQZ

* Em Algebra linear o produto escalar e definido pela Eq (3.30) Dessa definigao decorrem todas as propriedadds
do produto escalar acima enumeradas. (N. do RT))

de
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Resolvendo para cos 0, temos

PxQx + PQ + P Qz (3.32)
— X ¥ Y LE
cos b = PO

2. Proje¢do de um vetor sobre um dado eixo. Consideremos um vetor P que
forma um éngulo 8 com um eixo ou reta orientada OL (Fig 3.21). A projecdo
de P sobre o eixo OL é definida como sendo o escalar

Pof‘zpcos(} {3.33)

Figura 3.21

Notemos que a projegio Py, é igual, em valor absoluto, a0 comprimento do
segmento OA e positiva se OA tem o mesmo sentido que o eixo OL, isto é,se B for agudo,
e negativa em caso contrdrio. Se P e OL forem perpendiculares entre si, a projegao de
P sobre OL serd zero.

Consideremos, agora, um veter Q orientadn segundo OL e de mesmo sentido
que OL (Fig. 3.22). O produto escalar de P e Q pode ser expresso na forma

P.Q=PQcos8=P, Q (3.34)
de onde se deduz




— = o ey sm i o ]
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Figura 3.22

N No caso particular em que o vetor escolhido segundo OL é o vetor unitario h
(Fig. 3.23), temos

oL=F-A (3.36)

Decomponto P e A em componentes cartesianas e lembrando da Segdo 212
que as componentes de A segundo os eixos ccordenados sio respectivamenie iguais aos
co-senos diretores de OL, temos para a projecao de I? scbre OL

Py =P cosB + I’}. cos By + P cos 0, (3.37)

Figura 3.23

onde 8, Uy e b, indicam os angulos que o eixo OL forma com os eixos cosrdenados
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3.10. Produto Misto de Trés Vetores. Delinimos o produto misto de trés

vetores, S, P e Q pela expressio
i S5.(P x Q}} (3.38)

obtida efetuando-se o produte escalar de 8 pelo produto vetorial de Pe Q.*

Urna interpretacao geométrica simples pode ser dada para o produio misto de
S, P e Q (Fig. 3.24). Vamos, inicialmente, lembrar da Seg¢io 3.3 gque o vetor P x Q &
perpendicular ao plano que contém P e Qe que seu médulo é igual & area™ do paralelo-
gramo construide sobre P e Q. Por outro Jado, a }q. (3.34) indica que o produto escalar
de S e P x Q pode ser obtida pela multiplicagao do modulo P x Q (isto €, a drea do
paralelogramo construido sobre P e Q) pela prajecio de S sobre o vetor P x Q (isto é,
pela projecaa de S sobre a normal ao plana que contém o paralelogramo) O produto
misto é, portanto, igual, em valor absoluto, ao volume do paralelepipedo que tem como
arestas S, P e Q (Fig. 3.25). Podemos verificar que o sinal do produto misto serd positivo
se 8. P e Q formarem um triedro positivo, e negativo se formarem um tricdro negativo
(isto &, 8 (P »x Q) sera negativo se a rolagio, que torna P colinear com Q, ohservada da
extremidade de S, for no sentido hordrio). O produto misto serd zero se S, Peq forem
coplanares.

rx 0

Figuras 3.24 e 3.25

Como o paralelogramo definido no pardgrafo precedente é independente da
ordem na qual sdo tomados os Lrés vetores, os seis produtos mistos que podem ser

*Outra espécie de produto de \fés vetores sera apresentada mais tarde (Cap 15), ¢ tiplo produto vieltonial
Sx(PxQ)

“* Ver ohservagac no rodapé da pagina 104
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formados com S, P e Q terdo todos o mesmo valor absoluto, embora nfo o mesmo sinal.
Verificamos que

S (PxQ)=P-(QxS) = Q-(SxP)=-5.(QxP) =
= -P.(SxQ=-Q (PxS) (3.39)

Dispondo as letras representativas dos trés vetores numa circunferéncia, em
ordem anti-hordria (FFig. 3.26), notamos que o sinal do produto misto é conservada
sempre que os vetores permutados continuam em ordem anti-hordria. Tal permutagéo
é denominada permutagdo cfclica. Decorre também da (3.39) que o produto misto de S,
P e Q pode ser definido igualmente por S - (P x Q) ou (Sx P) - Q.

Figura 3.26

Expressemos agora o produto misto dos vetores S, P e Q em termos das
éomponentes cartesianas desses velores. Denominando P x Q de V e usando a férmula
(3.30) teremos, para o produto escalarde S eV,

Sv(l’xQ]=S-V=SxVx+SJ_ V},+S’_Vz

Substituindo V por suas componentes, determinadas pelas relagbes (3 9),
oblemos

5.PxQ)= Sx(P}’Qz - sz.‘r") ¥ S'rr‘!)zQ: x 'PxQz) +
+5, (PIQ}, - Pny) (3.40)
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Essa expressio poderd ser escrita de forma mais compacta se ohservarmos que
ela representa o desenvolvimento do determinante

s, S, S| | (3.41)
S (PxQ)=|P, By P,
v 2

Pela aplicagdo das regras que regem a permutagdo das linhas num deter-
minante, podemos verificar facilmente as relagdes (3.39), que foram deduzidas anterior-
mente por meio de consideragies geométricas.

3.11. Momento de uma Forga em Relagfio a um Eixo Dado. Agora que
aumentamos nosso conhecimento de dlgebra vetorial, apresentaremos umnovo conceito:
o conceito de momento de uma for¢a em relagdo a um eixo. Consideremos novamente
uma forga F que atua num corpo rigido e 0 momento M, dessa forga em relagio a O
(Fig. 3.27). Seja OL um eixo que passa por O; definimos momento M, de F em relagio

a OL como sendo a projecao OC do momento M, sobre o eixo OL.

Figura 3.27

Denominando Ao vetor unitdrio segundo OL e lembrando as expressées (3.36)
e (3.11), obtidas para a proje¢iio de um vetor sobre um dada eixo e para o momento M,
de uma forga F, escrevemos

i Mo, = A Mg, = A-(rxF) (3.42)

fo e
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‘e mostra ser o momento Mg deFem relagio ao eixo OL o escalar obtido pelo produto

misto de A, r e F. Exprimindo M, na forma de um determinante, escrevemos

A A A (3.43)
x Y z
M x ¥ z
oL= g 4 F
x ¥ z

onde A, b, A co-senos diretores do eixo OL

coordenadas do ponto de aplicagao F

ke
=
[

i

F, Fy, F_ = componentes da forca F

O significado fisico do momento M, de uma forga F em relagdo a um eixo fixo
OL ird ternar-se mais claro se decompusermos F em duas componentes ortogonais I}
e F,, sendo F, paralela a OL e I, situado em um plano P normal a OL (Fig. 3.28).
Decompondo, analogamente, r em duas componentesry er, e substituinde F e rna Eq
(3.42), escrevemos

M

o= Aolir + ry ) x (Fy + F,)l

K‘f_rlyF]'HXv(r!xl"2)+l-l\r2><1"1]+ Lo(ry, % Fy)

Figura 3.28
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Observando que todos os produtos mistos, exceto o tltimo, sdo 1guals a zero
porgue envolvem vetores que sao coplunares, quando tragados a partir de uma origem
cornum (Segdo 3.9), temos

M, = A (ry % 1"2) (3.44)

O produto vetorial r, x I, é perpendicular ao plano P e representa o momento
da componente F, de I em relagédo ao ponto Q, onde OL intercepta . Portanto o escalar
M_,;, que serd positivo se Ty X F, e OL tiverem o mesmo sentido e negativeo em caso
contrario, mede a tendéncia de ¥, fazer girar o corpo rigido ao redor do eixo fixe OL.
Como a outra componente F, de F nio tende a fazer girar o corpo ao redor de OL,
concluimos que o momento M, de ¥ mede o tendéncia da for¢a 1 de produzir no corpo
rigido um movimento de rotagao em relagao ao eixo OL. *

Segue, da defini¢io do momento de uma forga em relagdo a um eixo, que o
momento de T em relagdo a um dos eixos coordenados é igual & componente de M
segundo esse eixo. Substituindo A sucessivamente por cada um dos vetores i, j e k na
liq. (3.42), verificamos que as expressdes assim obtidas para os momentos de 1" em
relagio aos eixos coordenados sao, respectivamente, iguais as expressoes obitidas na
Se¢io 3 8 para as componentes do momento Mg de Fem relagdoa O,

M = _}'Fﬁ - z?-‘y §I
M =zF -l (3.18)

¥ ¥ £
M =xF -yF
L Z Yy v x

Observamos que, assim como as componentes I, I e I, de uma forga I e
atua sobre um corpo rigido medem, respectivamente, a tf:mi)émizl de ¥ mover o corpo
rigido nas diregbes x, y € z, os momentos M, M, e M, de I em relagao aos eixos
coordenados medem a tendéncia dessa forga produzir no corpo um movimento de rotagéo
ao redor dos eixos x, y € z, respectivamente.”

De maneira geral, o momenta de uma forga Faplicada em A, em relagao a um
c1xo que ndo passa pela origem, é obtido escolhendo-se um ponto arbitrdario B sobre o
eixo (Fig 3.29) e determinanda-se a projecino sobre o eixo BL do momento M, de I" em
relacdo a B

" Eesas concluses baselam-se Ao somente na intuigao. Elas sao demonstiadas na parte de Dinaiica de um
Corpo Rigido (N do HT)
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* Escrevemos

My, =k Mp=A-(r,,

F) (3.45)

onde ry p =TTy representa o vetor que liga 2 a A. Exprimindo My, na forma de
um determinante, temos

A, A A (3.46)
M AL )_‘\.‘: f'\} r’\7
r E F
X y z
ande Ao A.T. A, = ca-senos diretores do eixo BL

Ax=x,—xp, Ay=y,-vy Az=2,-2p

O F_y_, F, = componentes da forga F

y
L \'\
N,
N, F
l\ i
AN
\\ . A
\
o ax

Figura 3.29
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Deve-se notar que o resultado obtido é independente da escolha do ponto B
sobre o eixo dado. Realmente, denominande de M; o resultado obtido com um ponto
diferente C, temos

M, = A-llrg—r,)xF]

= M- [(rA ~Tplx Fl+ A [(rB ~-Te) x F]

Porém, como os vetores h e rp — r,, pertencem a mesma reta, o volume* do
paralelepipedo tendo como arestas os vetores &, rp — r e F serd zero, como também o
produto misto desses trés vetores (Segdo 3.10). Assim a expresséo obtida para M.
reduz-se a seu primeiro termo, que é a expressdo anteriormente usada para
definir My, .

Problema Resolvido 3.5

Um cubo de aresta a é submetido a uma forga P, como ilustrado. Determinar o
momento de P (o) em relacio a A, (b) em relagdo a aresta AB e (¢c) em relacdo a diagonal
AG do cubo. (d) Utilizando o resultado da parte (¢), determine a distdncia de AG o FC.

N

E o F o

a) Momento em relagio a A. Escolhendo os etxos x, y e z, conforme tlustrado,

decompamos em componentes cartesianas a forca Pe o vetor Ar = AF, que liga A ao ponto
de aplicagdo F de P.

Ar=ai-aj=ali—j)
P= P2 — @2k =PN2) G-

* Cabe anui uma ohservagdo semelhante 4 leita ao rodapé da pagina 104 com relagao as areas. Esles volumes
nao sdo medidos em n1o,
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O momento de P em relagdoa A é

M, = Arx P = a(i-j) x (P/2)§-K) -
M, = (aP/2)(i+j+ k)

b) Momento em relagiio a AB. Projetando M sobre AB, escrevenos
M, =aP/V2 <

My =i My=i @/V2)(i+j+k

Verificamos que, como AR é paralela ao etxox, My € também a componernte x
do momento M ,.

¢) Momento em relagio a diagonal AG. O momento de ¥ em relagdo a AG
é abtido projetande-se M, sobre AG. Den ominando ko vetor unitario ao longo de AG,
observamos que

—
AG ai —aj —ak = 2

A — = ——F—— = (] \Jr._ i<=1—1
Ve a\'r;i (N3i-j-k)
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£ eScrevemaos

M= A My = (18X - 10 @P /32X +j+ 10

My=@P/N6)(1-1-1) M= —aPNE

Método Alternaiivo O momento de P em relugao a AG também pode ser
expresso na forma de um determinante

S S S N A T VA C IS VA ] .
My, =|ax &y & = | a —a_ 0 | =-aP/s
F, F, P, o ez —Pr2

d) Distfincia de AG a FC. Primeiro, observamos que P é perpendicular a
diagonal AG. Isto pode ser verificado pelo produto escalar I -3, quee € nulo.

Poh= @AY - (1AB)E-j ~l) = (RABX0-1+ D=0

O momento M, pode entdo ser expresso como - Pd, onde d é a distancia de
AG a FC. (O sinal negativo é usado porque a rotagdo produzida no cubo por P parecera
estar no sentido hordrio a um observador em G.) Lembrando o valor encontrado para
‘wAG na parte (c),

Mﬁﬂz..p';:_up;ﬁ; d=a/Nt &

i .
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Problemas

3.26 Dados os vetores P =31 ]+ 2k,

Q = 4i+5]-3k e S=-2I+3]-k calculs os produlos escalares P - Q, P-5 e

3.27 Calcule o produto escalar P, - P, e utilize o resultado oblido para provar a identi-
dade cos (8, --6,) = cos 8, cos , + sen i, sen B,

Figura P3.27

3.28 Trés cabos saop utilizados para sustentar um recipiente, como tlustrado. Delermine o
angulo formado pelos cabos AB e AD.

3.29 Tiés cabos sio utilizados para sustenlar um recipiente, como ilustrado. Delermine o
angulo lormado pelos cabos AC e AD.
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Figuras P3.28 e P3.29

3.30 O tubo AB pode deslizar ao longo do eixo horizontal. Os extremos A e B do tubo
esldo ligados ao ponto fixo € por meios de elasticos. Na posigae conespondente a x = 280 mm,
determine o angulo formado pelos dois elasticos (a) usando a2 Eq. {3.32) e (b} aplicando a lei dos
co-sencs ao triangulo ABC.

Figuras P3.30

3.31 Resolvao Problema 3.30 quando x = 100 mm.

3.32 Sabendo que a forga de tragao no cabo AC é de 1 260 N, deteimine: (a) o angulo
entre o cabo AC e o mastio AB e (b) a projecao sobre AB da fofga aplicada pelo cabo AC
no ponto A _—
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3.33 Sabendo que a forga de lragao no cabo AD & de 810 N, delermine: (a) o angulo

“entre AD & o mastio AS e (b) a projeac sobre AB da farga exercida pelo cabo AD no ponto A

Figura P3.32 ¢ P3.33

344 Dados os velores P=3i—j+2k, Q=4i+5/ -2k e S = =21 + 3] - k, calcule
P (QxS),(PxQ) -Se(SxQ) P

335 Dados os vetores P =4i ~2j+ 3k, Q=21+ 4] -5k e 3 = N — |+ 2k, determine o
valorde 5 parao qual os trés velores sao coplanares

3.36 Sabendo que a forga de tragio no caba AB e de 570 N, determine o momento, em
relagao a cada um dos eixos coordenados, da farga aplicada no ponto Bda placa

1.37 Sabendo que a forga de tragao no cabo AC é de 1 065 N, determine o momento da
forga aplicada no panto C da placa, em relagao a cada eixo coordenado.

K%

A

i

T

A T

7 G0

_ﬁ f
|

Figuras P3.36 e P3.37

Corpos rigidas: sistemas equivalentes de forgas 147

338 Um pequeno barco pends de dois suportas, um dos quais @ maostrado na figura
gabe-se que o momento, em relagdo ao 6ixo 2 da forga resultante R, aplicada no ponto A da
suporte nao dave exceder o valo;l da 217 N - m, em valar absoluto. Determine o maior valor pessivel
da forca de tragao no cabo ABAD quando x = 1,46m.

Figura P3.38

339 Com referéncia ao Prob. 3.38, determine o maior valor de x compativel.com uma
forga de tragao de 214 N no cabo ABAD.

340 Uma forca anica P atua no ponto Cem uma diregao perpendicular ao cabo BC da
manivela da figura. Sabendo que M‘ =20 N m, My =875N-me M"f =-30 N - m, determine ©
médulo de P e os valores de ¢ a 0.

3.41 Uma unica forga P atua no ponto Cem uma diregao perpendicular ao cabo BC da
manivela da figura Determine o momanta M, da Pem relagao ao eixo x, quando 0 = 70", sabendo
que M},: -20N-me Mz-wszs N-m

1

Figurad P3.40 ¢ P3.41
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3.42 O suporta ACD esti articulado® em A e D e é suslentado por um cabo que passa
através do anal em B e qua esta preso nos ganchos em G e H. Sabando gue a tragao no cabo é de
450 N, detarmine o momanto, em relagio a diagonal AD, da forga aplicada no suporle pelo segmento
BH do cabo.

"

0,525 m

Figura P3.42

3.43 No Prob. 3.42, determine o momento em relagio a diagonal ADda lorga exercida no
suporte pelo segmenio BG do cabo.

3.44 Abarra verical Gb de 584 mm, esta soldada ao ponlo médio da barra AB de 1 270 mm.
Delermine o momento em relagao a AB da forga P de mddule igual a 1045 N,

3.45 Com referéncia ao Prob. 3.44 determine o momento em relagao a ABda foiga Q de
645 N

3.46 As seis arestas de um tetraedro reguiar medem a Uma forga P tem a diregio da
aresta BC, como se vé na figura. Determine o momento de P em relagao a aresta OA,

3.47 No espago, duas forgas F, e F,1ém mesmo modulo F. Prove que o momento de F,
em relagdo a linha de agao de F, & igual ao momento de F, em relagho a linha de agao de F .

* Articulaciio é um Yipo de vinculo capaz de oferecer resisténcia em qualguer diregio mas nenhuma resisténcia a
momentos aphicados. Anel & capaz apenas de olerecer resisténcia a lorgas perpendiculares a seu eixo.
(N doRT)
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y
610 mr;l... CB13mm
(2] o
' 1 y -‘1
Al G
: s
[
| 432 mm
762 mm
| -
//' o -
=7 o6 lnql/
5§33 mm e

0 e

Figuras P3.44 e P3.45

3.48 Um letraedro regular tem seis arestas iguais a a. (a) Mostre que duas areslas
opostas, lais como OA e BC, sao petpendiculares uma a oulia. (b) Fazendo useo dessa propriedade
a do resultado do Prob. 3.46, determine a distancia erlre as areslas OAe BC.

Figuras P3.46 e P3.48

*13 .49 Usando oresultado do Prob 3.44, determine a distancia entre a barra AB e alinha

de agao de P.

+ 350 Usando o resultado do Prob. 3.42, determine a distancia enlre 0 segmento BH do
cabo e a diagonal AD.

‘351 Mo Prob 342, determine a distancia enfre o segmento BG do cabo e a diagenal
AD

Al
352 No Prob. 3 45, determine a distancia entre a barra AB e a linha de agac de Q

. A . -
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3.12. Momento de um Bindrio. Duas forcas F ¢ -F que tenham o mesmo
modulo, linhas de agdo paralelas e sentidos opostos formam wm bindrio (Fig. 3.30). I
claro que a soma das componentes das duas forgas em qualquer diregio é zero. A soma
dos momentos das duas forgas em relagio a um dado ponto, no entanto, nao € zero,

A_pesar de as duas forgas nao transladarem o corpo no qual atuam, tenderio a fazé-lo
girar.*

Figura 3.30

) Representando por r, e ry, respectivamente, os vetores-posigio dos pontos de
aphcagdo de F e —F (Fig. 3.31), encontramos para a soma dos momentos das duas forgas
em relagdoa O

r, X Fr,x (-F)= (r, -1, xF

Figura 3.31

* Novamente essa afirmagao é meramente baseada na inluigao Ela pode ser demonstrada na 1eoria da Dinamica
dos Corpos Rigidos (N do R T))
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Fazendor, ~rg=T, onde r é o vetor que une os pontos de aphcagao das duas
forqas, concluimes que a soma dos momentos de IFe —F em relagao a O e

‘ M=rxF w. (3.47)

S |

O vetor M, denominado momento do bindrio, € um vetor perpel dicular ao plano
que contém as duas forgas e de médulo

‘ M =rFsen 0=1d (d.48)

-

onde d é a distdncia entre as linhas de acia de I
regra da mao direita.

e — F. O sentido de M é definido pela

Como o vetor r em (3.47) é independente da escolha da origem O do sistema de
coordenadas, nolamos que o mesmo resultado teria sido obtida se os momentos de T e
_F tivessem sido caleulados em relagdo a um ponto diferente (. Entas o momento M
do bindrio & um vetor livre (Segdo 2.2), que pode ser aphicado em qualquer ponto
(Fig 3.32).°

Figura 3.32

Da definicao do momento de um bindrio se deduz, também, que dois binarios,
um constituido pelas forgas F| e — ) e o outra pelas forgas ¥y e — I, (Fig. 3.33), terdo
mornentos iguais se

Flrfl = 1'"_;32 (3.49)

* Momento & sempre um vetor ivie. O que o aulor quer dizer aqui & que o momento de um binarno nao depende
do ponto escoltido O para se calcular esse momento A nao ser em problemas em que se considera a deformagac
dos carpos, momenio & um vetor que nac tem ponto de aplicagao, ao contrério de uma forga. (N do RT)
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“@ se 05 dois bindrios se situarem em planos paralelos (ou no mesmo plano) e tiverem o
‘mesmo sentido.

Figura 3.33

3.13. Bindrios Equivalentes. Consideremos os trés bindrios ilustrados na
Fig. 3.34, aplicados sucessivamente & mesma caixa. Como visto na segéo precedente, o
tinico movimento que um bindrio pode produzir em um corpo rigide ¢ o de rotagio. Como
cada um dos trés bindrios ilustrados tem o mesmo momento M (mesma diregio e mesmo
médulo M = 15 N - m), podemaos esperar que os Lrés bindrios tenham o mesmo efeito

sobre a caixa.
u
M

150 N

£
f & |50 N

150 N
- — -
0,10m 0,10 m
I v

150 N
10N /7

EA z
/ ih) (e}

Figura 3. 34

N
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Por mais razodvel que possa parecer essa conclusio, ndo devemos aceita-la
apressadamente. Embora a intuigdo seja de grande valia no estudo da Mecénica, nao
devemos aceitd-la como substituta do raciocinio 16gico. Antes de afirmar que dois
sisternas (ou conjuntos) de forgas tém o mesmo efeito sobre um corpo rigido, esse fato
deve ser provado com base na evidéncia experimental apresentada anteriormente. Essa
evidéncia consiste na lei do paralelogramo para a adigfio de duas forgas (Se¢fio 2.2) e no
principio de transmissibilidade (Se¢ao 3.3). Por conseguinte, estabeleceremos que dois
sistemas de forgas sdo equivalentes (isto é, tém o mesmo efeito sobre um corpo rigido) se
pudermos transformar um deles no outro por intermédio de uma ou vdrias das seguintes
operagdes: (1) substituicio de duas forgas que atuam num mesmo ponto material por
sua resultante, (2) decomposigdo de uma for¢a em componentes, (3) cancelamento de
dnas forgas iguais e opostas que atuam sobre 0o mesmo ponto, (4) aplicagdo sobre o mesmo
ponto de duas forgas iguais e opostas e (5) deslocamento de uma forga ao longo de sua
linha de a¢fio.* Cada uma dessas operagdes é facilmente justificada com base na lei do
paralelogramo ou no principio de transmissibilidade.

Vamos provar, agora, que dois bindrios que tém o mesmo momento M sdo
equivalentes. Primeiramente, consideraremos dois bindrios contidos no mesmo plano e
suporemos que esse plano coincide com o plano da Fig. 3.35. O primeiro bindrio ¢é
constituido pelas forgas Fy e —F |, de médulo F¥, e distantes d, uma da outra (Fig. 3.35a),
e 0 segundo hindrio pelas forgas F, e —F,, de médulo F, e distanles d, uma da outra
(Fig. 3.35d). Como os dois bindrios tém o mesmo momento M, perpendicular ao plane
da figura, devem ter o mesmo sentido (aqui considerado anti-harario) e a relagio

F]dl = dez (3.49)

deve ser satisfeita. Para provar que sio equivalentes, demonstraremos que o primeiro
bin4rio pode ser transformado no segundo por meio das operagdes acima mencionadas.

{a} (hy (r) id)

Figura 3.35

* A operagho (5) é consequéncia das quatro operagbes anteriares. (N do R T)
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Representando por A4, B, C e D os pontos de intersegdo das linhas de agao dos
‘dois bindrios, deslizaremos primeiro as forgas F, e — F| até que estejam aplicadas em
A e em B, respectivamente, como mostra a Fig. 3.35b. A forga I, € entao decomposta
em uma componente P, segundo a reta AB, e em uma componente Q, segundo AC
(Fig 3.35¢); analogamente, a forga—F, é decomposta em — Psegundo AB e —Q segundo
BD. As forgas P e — P tém o mesmo madulo, mesma linha de agéo e sentidos opostos;
podem ser deslizadas, segundo sua linha de agao comum, até que estejam aplicadas no
mesmo ponto € canceladas. Portanto o binario formado por F| e — ¥, se reduz a um
binario constituido de Q e — Q.

Mostraremos, agora, que as forgas Q e — Q sdo, respectivamente, iguais as
forgas -F, e F,. O momento dobindrio formado por Q e - Q pode ser obtido pelo cdleulo
do momento de Q em relagdo a B, Analogamente, o momento do bindrio formado por F,
e~ F, é o momento de F'| em relagdo a B. Mas, pelo teorema de Varignon, o momento
de | é 1gual a soma dos momentos de suas componentes P e Q Como o momento de P
em relagdo a B é zero, o momento do bindrio formado por Q e — Q) deve ser igual ao
momento do bindrio formado por F, e —F . Lembrando a Eq. (3.49), escrevemaos

ng = Fld] = deQ e Q= F;Z

Entao as forgas @ e — Q sdo, respectivamente, iguais as forgas - ¥, e Fy, ¢ 0
bLindrio da Fig 3.35a é equivalente ao bindrio da IMig. 3.354

Consideraremos, a seguir, dois bindrios contidos nos planos paralelos P e I,
e provaremos que sdo equivalentes se tiverem o mesmo momento. Tendo em visia o que
ja foi apresentado, vamos supor que os bindrios sao constituidos de forgas de mesmo
mddule F que atnam ao longo de linhas paralelas (Fig. 3.36a e d). Propomos mostrar
que o binario contido no planoe P, pode ser transformado no binario contido no plano P,
por meio das operagoes relacionadas acima.

Consideremos dois planos definidos, respectivamente, pelas linhas de agio de
F,e-F,ede-F eF,(Fig. 3 364). Num ponto de sua intersegdo aplhiquemos duas
forgas Fy e — I, respectivamente iguais a F, e - F,. O bindrio formado por Fy e — F,
pode ser substituido pelo bindrio constituido de ¥, e — F,, (IFig. 3.36¢), pois ambos tém
claramente o mesmo momento e estdo contidos no mesmo plano. Analogamente, o
bindrio constituido de - F, e F, pode ser substituido pelo bindrio formado por — ¥, e
¥,. Cancelando as duas forgas iguais e opostas Fy e — I, obtemos o bindrio desejado,
contido no planc P, (Fig. 3.36¢). Demonstramos, assitn que dois bindrios de mesmo
momento M sdo equivalentes se contidos no mesmo plano ou em planos paralelos.

Carpos rigulos: ststernas equivalentes de forgas

D -t-..]._i_.
- —
- -
;f’ Pl -
— -
‘-‘-:‘"“—--_//
~F,
-~ T
¥ Py P
— -
— -
{a}

Figura 3.36

A propriedade gque acabamos de estabelecer é muito importante para o gntem!i
mento correto da Mecanica dos Corpos Rigidos. Ela indica que, quando um bin frio U:L'llil
sobre um corpo rigido, ndo importa onde atuam as duas forgas que formam esse ialghiﬂrif},
nem o madulo e a dire¢fio delas; a inica coisa que lmporta € o momento :.io binario
(médule, diregdo e sentido). Bindrios de mesmo momento Lerio o mesino efeito subre o
corpo rigido considerado.

3.14. Adi¢iio de Bindrios. Consideremos a intersegao de dois planos £, ¢ P,
¢ dois binarios que atuam, respectivamente, em P, e P, Podemus‘;_ S !m-nlzn 11-.1
generalidade, considerar que o bindrio em P, consiste em dm'!s forgas ¥ e —F y
perpendiculares a interse¢io dos dois planos e que agem, riae.g_u:cu\..famente, cin f\ ¢ B
(Fig. 3.37a). Analogamente, suponhamas que o hinario em P, consista l}'ll'I:‘Lllxii:‘. torgas
I, e — F,, perpendiculares a AB e que agem, respectwalnhenle, em A e B.'I;. cldro que a
resultante R de Fy e F,ea resultante — R de — I, e I, formani um bindriu.

Representando por r o vetor que lign B a Ae lembrando a definigao de
momento de um hindrio (Se¢fo 3.12), exprimimos o momentao M do binario resultante

conmo

Mz=rxR= "X"Fl 1—“‘2]

e, pelo teorema de Varignon,

M=rxF +rxF,
Mas o primeiro termo, na expressao obtida, representa o momento M, do
bindrio em P, e o segundo termo o momento M, do binario ¢m P, ‘Temos

e

M= M] 4 M}_ (3 50)
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e concluimos que a soma de doisbindrios demomentos M| e M, € um bindrio de momento
M igual a soma velorial de M, e M, (Fig. 3 37b).

{a) (b)
Figura 3.37

3.15. Os Binarios Podem ser Representados por Vetores. Como vimos na
Seciio 3.13, os bindrios que tém o mesmo momento, quer atuem no mesmo plano, quer
em planos paralelos, sdo equivalentes. Portanto ndo ha necessidade de desenhar as
forgas que formam wm dado binario, com o objetivo de definir seu efeito sobre um corpo
rigido. (Fig 3.38a). [ suficiente desenhar uma seta igual em madulo, dire¢ao e sentido
ao momento M do bindrio (Fig. 3.38b). Ainda mais vimos na Se¢do 3.14 que a soma de
dois bindrios é€ também um bindrio, e que o momento M do bindrio resultante pode ser
obtifdn pela soma vetorial dos momentos M, e M, dos bindrios dados. Assim, os bindrios
obedecem a lei de adigcdo de vetores, e a seta usada na Fig. 3.38b, para representar o
bindrio definidoe na Fig. 3 38a, pode ser, realmente, considerada um vetor.

O vetor representativo de um bindrio é chamado vetor bindrio. Observe que,
na IFig. 3.38, uma seta continua é usada para distinguir o vetor bindrio, que representa
o proprio bindrio, do vetor representativo do momento bindrio, e que o simbolo J ¢
acrescentado para evitar qualquer confusio com vetores representativos de forgas. Um
vetor hindrio, assim como o momento de um bindrio, é um vetor livre. Seu ponto de
aplicacio, pode, portanto, ser escolhido na origem do sistema de coordenadas, se assim
for desejado (Fig. 3.38¢). Ainda mais, o vetor bindrio M pode ser decomposto em
componentes vetoriais M , M e M, orientadas ao longo dos eixos coordenados
(Fig. 3.38d) e que representam “I)imirios que atuam, respectivamente, nos planos yz,
zxexy
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|y M o l”
u (A= Fed)
"
- oy ~f M,
Sk | L5 _
il Y - — — OL
a 4] B (8] = — ¥ |
—T ” // "
/'/ Z/I z z/ ’
(@) (b) (@) )
Figura 3.38

3.16. Decomposigiio de uma Forea Dada em uma Forv’.a‘Aplicada «an;tO0
e um Bindrio. Consideremos uma forga F que atua sob;e um corpo ngulo,]emr:;nrii .

i iga i . Suponhamos que, por algu 280,
A definido pelo velor posigao r (Fig. 3.3%a) L v

i onto 0. Sabemos que podemos mover & a g

preferissernos que a forga atuasse no ponic T g ERlap g

i a incipi ), mas néo podemos p

sua linha de agfo (principio de transmissibilidade), : " e

i?nqionm O situado fora de sua linha de agao original sem modificar a agao de F sobre

o corpo rigido.

Figura 3.39

Contudo, podemos aplicar duas for¢as no ponto O, umla.igual a Fe ogg;aégol::l
a —F. sem modificar a agao da forga original sobre o cor:)n 'I‘;g‘ld@ (Cl;"lg. iitr;sduag
* rs = c
uénci i a0, a forga F estd agora aphcadaem U, €a
conseqléncia dessa transformagéo, a p : s
in4r - r x F. Entdo, qualquer for¢a ¥ q
forgas formam um bindrio de momento My dlqiiar gl BEY 2
' da para um ponto arbitrdrio O, desde gue s¢)
sobre um corpo rigido pode ser desloca g L
indri ] nto de F em relagdoa 0.
acrescentada um bindrio de momento igual ao momen ] - D
i g nto de rotagdo em relagéio a U que
tende a produzir, no corpo rigido, o mesmo movime agao em s
i i da para 0. O bindrio é representado pe
forea F tendia a produzir antes de ser transfer} : ; .
\'eLf:-r bindrio M, perpendicular ao plano definido por re F. Como o vetor M, é um vetar

. A

e e ————— e e, e e ST R AR gl G R . sl SRR RN S S



= B

158 Mecdnica Vetortal para Engenheivos - Estatica

livre, pode ser aplicado em qualquer lugar. Por conveniéneia, no entanto, o vetur bindrio
¢ usualmente fixado em O, juniamente com a forga F.A combinagio obtida é chamada
sistema for¢a-binario (Fig. 3.39¢).

@
(a) (1] ()

Figura 3.40

Se a forga F tivesse sido deslocada de A para um ponto diferente 0" (Fig. 3.40a
e ¢), teria sido obtido o momento My, = v’ x ' de I em relagao a O € um novo sistema
forga-binario formado por F e pelo vetor bindrio M, tevia sido aplicado em O A relagéo
entre os momentos de F relativos a O e O é obtida escrevendo-se

Mo.zr’xl"z(r+s'}xll‘=r><1*‘-; sxF

onde s & o vetor que higa 0" a O. Assim, o momento M, de F em relacao a ()" é obtido
adicionando-se ao momento My, de F em relagao a O o produto vetorial s » F, que
represenia o momento em relagdo a (' da forga ¥ aplicada em O.

Fsse resultado poderia também ter sido estabelecido observando-se que, para
transferir para € o sistema forga-hindrio aplicado em O (FFig. 3.40b e ¢), o vetor binario
M, poderia ger livremente deslocado para (; para o deslocamento da forga F de O para
(), deveriamos acrescentar a F o vetor bindrio s x F, que representa o momenta em
relagio a (' da forga F aplicada em O, Entao o vetor hinario M, deve ser a soma
deM_ esxF
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Como observado na pagina anterior, o sistema forca-bimiarno ohtido pela
{ransferéncia de uma forga I, de umn ponto A para um ponto (), consiste em 1D e em
um vetor bindrio M = r x F, perpendicular a ¥ Reciprocamente qualquer sistema
forga-bimario consti- tuido de uma for¢a I' e de um vetor bidro M“ muliamente
perpendiculares pode ser substituido por uma tinica forea equivalente. Isto é realizada
pelo deslocamento da forga I! no plano perpendicular a M, até que seu momento em
velagao a O se torne igual ao vetor bindrio M, a ser eliminado.

Problema Resolvido 3.6

Determine as componentes do bindrio equivalente aos dois bindrivs da figura.

225 mm "
-

-

275 mm- T oy
.l//.’ -

Solugio. Os calculos serao semplificados se aplicarmos aa ponto A duas for¢as
de 100N, paralelas as ja existentes de 100N e de sentidos opostos. Obtemos dois bindrios
formados por for¢as de 100 N, um contido no plano xz e o outro em win plano paralelo
ao plano xy. Os trés bindrios da figura na pagina seguinte podem ser I‘U;Jr::'..'sum‘-'uffw por
trés vetores bindrios M, M_ e M, paralelos aos 1303 coordenadas. Os momentos
correspondentes sao

Mr = (160 NJ0,450m)=—-67,6 N-m

M'), = 4+ (100 N¥0,300 m) = +30,0 N - m

Mé =+ (100 N0 225 m)=4225 N-m

SRS s jk . o ===, e e e i
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Esses trés momentos representam as componentes do momento M do bindrio
equivalente ans dois bindrios dados. Escrevemos

M=—(B7THAN - mi+ 300N - mj+ (225N -mk «

M’ =+ (300N - m)

M, =-(675N-ml F

)
T M= (25N mk
-

T

Solugdo Alternativa. As componentes do inico vetor bindrio equivalente M
também podem ser obtidas pela soma dos momentos das quatro forcas dadas em relagdo
a um ponto qualquer. Escolhendo o ponto D, obtemos

M =M, = (0,450 m)j x (- 150 N)k + [(0,225 m)j - (0,300 m)k] x (- 100 N}

e, apds calcular os produtos vetoriais,

M=-(675N -mi+(30,0N-mj+ (225N -mk <

Corpos rfg:riue sistentas eqrmm-‘emr-? de forcas 161

J"

175 mm

]|
225 mm
~~ 150N
_L”

Problema Resolvido 3.7

Substituir o hindrio e a forga ilustrados por uma iinica forca, equivalente,
nphmda @ alavanca. Determinar a disténcia do eixo ao ponto de aplicagdo dessa forca
equivalente,

150 mim-—

Solugdo. Inicialmente, a forga e o bindrio dados sio substituidos por um
sistema forga-bindrio equivalente em Q. Deslocamos a forca F = — (400 N)j para O e
somamos a ela um bindrio de momento M, igual ao momento da forca em sua posi¢do
original em relagio a O:

M, = O_ﬂ‘xF‘ =[(0,150 m)i + (0,260 m)j] x (- 400 N)j = — (60 N - m)k




{
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/? ; .?/('

260 mm ,?’ — /
/
o =i ik = Nemtk
_J_((:O J 2N ul{:,‘l (N <1
— 24Nk L—-— .
150 mm TNy

Esse bindrio é adicionado ao bindrio de momento — (24 N - m)k formado pelas
duas forcas de 200 N, sendo obtido um bindrio de momento — (84 N - m)k. Este bindrio
pode ser eliminado pela aplicagdo de ¥ em um ponto C escolhido, de tal modo que

_(84N-mk = OC x F
= [(0C) cos 6071 + (OC) sen 601 (—400 N)j

— —(0C) cos 60°(400 N)k

Conclufmos que

(OC) cos 60" = 0,210 m =210 mm OC =420 mm &

7 A
// ?

//'f i /;f AN
i
4 ,& il
oZi SNk -+

ST RN ]

omo o efeito de um bindrio ndo depende de sua
(24 N - m)k pode ser deslocado para B3 Ohtemos,
B. O bindrio pode ser agora eliminado pela aplicagdo

Solugio Alternativa. C
localizagdo, o bindrio de momento
entdo, um sistema for¢a-bindrio em
de Fem um ponto C escolhido, de tal modo que

—y
(24N mk = BC x F
— _(BC)eos 600400 Nk
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7 4
".n _lz.m-m!!\m

Py SR S
AR/
120N sk (' (4] ;jt:
150 mun

Concluimos que

(BC) cos 60" = 0,060 m = 60 mm BC = 120 mmn

0C = OB + BC =300 mm + 120 mm 0C =420 mm

y

/7 (./%/
B — (24N -m & 3
g f//h (60 N

I/
4 —

— /
At 8 /
A e
S Bl
/ ()w//-‘-

Problemas

3.53 Duas forgas de 60 N sao aplicadas, como ilustrado, ans vértices A e Cde uma placa

quadrada de 200 mm de lado. Determine o mome

multiplicando o médulo das forgas pela distancia entre suas linh
fical e somando as momentas dos dois binarios resullantes.

nto do binario formado pelas duas furgas! (4)
as de agaa e (b) decompondo cada

forga segundo as diregoes horizontal e ve

) mm
w N

=

20 mm

Figura P3.53
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3.54 Uma pega de madeira compensada, na qual estio sendo leitos furos, foi prasa a
uma bancada com dois preges. Sabendo que a broca da furadeira aplica um bin4rio de momentlo 5
N - m na pega, delermine a intensidade das lorgas resuliantes que agem nos pregos sabendo que
eles estao em: (a)Aa B, (h) Be Ce (c) Ae C

Figura P3.54

3.55 Qualre pinos de 25 mm de diametro sdo presos a uma tabua. Dois barbantes,
apoiados nos pinos, sdo tracionados, como ilustrado. (a) Determine o binario resultante na tabua. (&)
Se apenas um barbante & usado, em quais pinos devera ser apoiado e em que dire¢Ges devera ser
tracionado a fim de que se produza o mesmo binério com uma forga de tragao minima? (c) Qual o
valor dessa forga de tragao minima?

3.56 Na mesma situagéo do Prob. 3.55, determine o didmetro dos pinos sabendo que o
momento do bindrio resuliants aplicado a tdbua é de 54,8 N - m, anti-horario.

1IN

1IN

Figuras P3.55 ¢ P3.56
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3.57 Os dois eixos de uma caixa de redugao estfo sujeitos a binarios cujos momentos
tam modulos M‘1 =20N -me M? - 40N - m. Substitua os dois binarios por um Unico equivalente,

determinando seu médulo, dire¢ao e sentido

Figura P3.57

3.58 Os dois bindrios da figura devem ser substiluidos por um dnico, equivalente
Determine: (a) o vetor-binario que representa o binario equivalente e (b) as duas forgas aplicadas em
Be Cque podem ser utilizadas para formar um binario eguivalente.

Figura P3.58

3.59 Resolva a parte (a) do Prob. 3.58 supondo que duas forgas verticais de 15 N faram
adicionadas 3¢ ja existentes, uma aplicada em A, paracima, e outra em C, para baixo.

S A

| 1
i 1
L[
]
L]
L]
]
L]
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' 3.60 Os sixos A e Bligam a caixa de cambio &s rodas de um trator e o eixo C ao molor.
Os eixos A e B estao no plano vertical yz e o eixo C lem a diregao do eixo x. Substitua os binarios
aplicados aos eixos por um binario equivalente, determinado seus modulo, diregao e sentido.

=5 .i%
1617 N m

Figura P3.60

3.61 Uma forga vertical P de 150 N é aplicada no ponto A do suporte da figura, que esta
preso par paralusos em B e C. (a) Substitua P por um sistema forga-binario equivalente, aplicada
em B. (b) Determine as duas forgas horizontais aplicadas em B e Cque sao equivalentes ao binano
obtido no item (a).

Figura P3.61

362 Umalorgade 1 156 N e aplicada ao perfilde ago da figura Substituz aforga por um
sistema forga-binano equivalente aplicado ao centro G da segao,
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1156 N

Figura P3.62

3.63 Aforga Plemintensidade de 250 N e esté aplicada 4 extremidade Cda haste AC de
500 mm que esla presa a um suporie em Ae B Supondo a =307 e =60, substitua P por: (a) um
sistema forga-bindrio, equivalente, em 8 e (b) um sistema equivalente formado por duas forgas

paralelas aplicadas em Ae em B.

164 Resolvao Prob. 3.63coma = f =25

“C
YR e '
o .'/,'.,/f’,\)‘i
I A

-

/2’6 A00 wim
N
i N\

S Y

-"‘\ 200 i -
v

Figuras P3.63 ¢ P4.65

365 Com releréncia ao Prob. 3.63, substitua P por um sistema vquivalente formado por
duas forgas paralelas, aplicadas em A B, e mostre que: (a) essas foigas sao paralelas a P e (b)

suas intensidades nao dependem de ae [}

366 As forgas de cisalhamento aplicadas & secao do pertil de age da figura esldo
representadas por uma forga vertical de 750 N & duas forgas horizontais de 200 N. Substilua a forga
e 0 binario por uma Onica forga (hipoteticamente) aplicada em € e determine a distancia x de G ao
segmento BD (o ponto C &, por definigao, o centro de cisalhamento da segao)
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I— = 100 - —l—-\--—
A

LR — 8
T 200N
75 mm

E 200 N )

Figura P3.66

3.67 Uma forga e um binario atuam em uma placa quadrada de lado a = 50 cm. Sabendo
que P=200N, Q=150 Ne u=>50", substitua a forga e o binario dados por uma tnica forga aplicada
em um ponilo que fica: (a) na linha AB e (b) na linha AC. Em cada caso, determing a distancia de A
ao ponto de aplicagéo da forga,

3.68 Alorga e o binario da figura devem ser substituidos por uma Unica forga equivalenie.
Sabendo aue P = 20, determine o valor de o se a linha de agao da forga equivalente passa atraves
do (a) ponto Af(b) ponto €

I — A Y
- o B
- .
o ) D
Figura P3.67 e P3.6%

3.69 Subslitua a forga P de 200 kN por um sistema forga-binario equivalente em G.

3.70 Ahasle ABde 457 m tem a exiremidade A fixa, sendo a forga de tragio no cabo
B0 de 1 630 N Substitua a forga do cabo em £ por um mst@nia/.férqa-blnéno equivalanie em A
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Figuras P3.69 e P3.70

3.71 Uma forga de 11,6 kN é aplicada ao ponto D do suporie de ferro fundido da figura.
Substitua a forga por um sistema forga-binério equivalente no cenlro A da segéo da base.

mimn

Figura P3.71

3.72 Subshilua a forga de 150 N por um sistema forga-bindrio equivalente em A

3.73 A caixa de reducio da figura pesa 300 N e seu centro de gravidade esta sobre o
eixo y. Mostre que o peso da caixa e os dois binarios a ela aplicados, de modulos M, =203 N me
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M, = 9,07 N m, podem ser subshtuidos per uma unica forga equivalente e delermine (a) o modulo,
a diregao e o sentido dessa forga e (b) o ponto onde sua linha de agao intercepla o salo.

20 min

Figura P3.72 Figura P3.73

3.74 Cinco sistemas forga-bindrio agem em pontos de uma canloneira, como llustrada
Determine dois sisternas forga-bindrio equivalenies entre si

3.75 Cinco sistemas lorga bindrio agem em pontos de uma cantonelra, como ilustrado.
Determine qual delas & equivalente a uma forga F = (80 N)j e a um binario M = —(6 N - m}k localizado
naorigem O,

¥
I AT
e

Figuras P3.74 e P3.75
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3.17. Redugao de um Sistema de Forgas a uma Forga e um Binario.
Consideremos um sistema de forgas 1, I, Fyete, que atuamnos pontos A, A,, A, ele
de urmn corpo rigido, definidos pelos vetores-posigao ry, ry, ry elc. (Fig. 3.4 ta). Comao visio
na segéo precedente, F| pode ser deslocado de A a um dado ponto () se for adicionado
ao sistema de forga ariginal um bindrio de momento M,, dado por vy < F |, em refagao
a 0. Repelindo esse procedimento para Fy, Fyete,, obtemos o sistema ilustrado na 1Mig.
9 41b, constituido de forgas que atuam em O e de binarios.

(ar) (b) (5]

Figura 3.41
Como as forgas sdo agora cencorrentes, padem ser somadas vetorialmente e
substituidas per sua resultante R. Analogamente, 0s momentos M, M, M, ete. podem
ser somados vetorialmente e substituidos por um nico vetor bindrio M(e) Qualquer

sisterna de forgas, por mais complexa que seja, pode entdo ser reduzido a um sistema
forca-bindrio equivalente que atua em unt dado ponto O (Fig. 3.41e) Devemos observar
que, embora cada um dos vetores binarios M, M, M, ete, na Fig 3415, seja perpen
: I e )
dicular 4 forca correspondente, a resultante R e o momernto M‘i} na g 341e nao sao

geralmente perpendiculares um ao oulro.

O sistema forga-binario equivalente ¢ definido pelas equagdes

¥y it ¥ Y e T (3.52)
R=LI MU £ }_.-WT“ =r{rxF)

P

que exprimem que a forga R € ohtida pela adigdo de todas as forgas do sistema, € o
momerto Mg do bindrio, chamado momento resultante do sistema, é ohlido pela adigao

dos momentos em relagdo a O de lodas as forgas do sistema.
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Uma vez gue um dado sistema de for¢as tenha sido reduzido a uma for¢a e um
hindario em um ponto ), pode-se facilmente reduzi-lo a uma for¢a e um bindrio em
qualquer outro ponto 7. Embora a forga resultante R permanega malterada, o novo

N yic s . R = i
momentio M, , sera igual &4 soma do momento MO e do momento em relagio a () da

forga R aplicada em O (Fig 3.42). Temos

oo Mt 3.53
M) = M, + sxR (3.53)

"
o

M

M

%]

Figura 3.42

Na pratica, a redugio de um dado sistema de for¢as a uma anica forga R em
W I g
O ewmn bindrio de momento Mf'; serd efetuada em Ltermos das componentes. Decompondo

cada vetor posicdo re cada forga F do sistema em componentes cartesianas, escrevemos

r=xi+yj+zk (3.54)
F=Fi+Fjsik (3.55)
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Substituindore F na Eq.(3.52) e fatorando os vetores unitiriosi, j e k, obtemos
Re Mf?, na forma

R.:!‘

i+ R+ Rk Mg = MTi e M7y MR (3.56)

As componentes R, R_e R_representam, respectivamente, as somas das
componentes x, y e z das forgas dadas e medem a tendéncia do sistema de produzir no
corpo rigido um movimento de transla¢do nas diregdes v, y e z. Analogamente, as

R .
componentes Mf My e Mf representam, respectivamente, as somas dos momentos

das forgas dadas em relagfio aos eixos x, y e ze medem a tendéncia do sistema de produzir
no corpo rigido um movimento de rotagfio em torno dos eixos x, v e z, respectivamente *

Se a intensidade e a diregio da for¢a R estdo sendo pedidas, elas podem ser
obtidas das componentes R, R e R_ por meio da relagio (2.18) e (2.19) da Seg¢do 2.12;

através de cdleulos semelhantes obtemos a intensidade e a dire¢do do vetor Mg i

3.18. Sistemas Equivalentes de Fore¢as. Vimos, na se¢io precedente, que
gualquer sistema de forgas que atua sobre um corpo rigido pode ser reduzido a um
sistena for¢a-bindrio num ponto 0. Esse sistema equivalente for¢a-binario caracteriza
completamente o efeito do sistema de for¢as sobre o corpo rigido. Dois sistemas de forgas
sdo equivalentes, portanto, se puderem ser reduzidos ao mesmo sistema forc¢a-bindrio

num dado ponto O. Lembrandov que o sistema forca-binario em 0 é definido pelas

“relagies (3.52), afirmamos que: dois sisfemas de forcas F,F, Faete e F') F,, F'yete

sdo equivalentes se, e somente se, a soma das for¢as e a soma dos momentos, em relacio
a um dado ponto O, das forcas dos dots sistemas, forem respectivamente iguais. As
condigdes necessaria e suficiente para que dois sistemas de forcas sejam equivalentes
sfo expressas, matematicamente, como

[ T

5F = XF e EMU-: IM,, [ (3.57)

Observe que, para provar a equivaléncia dos dois sistemas de forgas, a segunda
das relagdes (3.57) precisa ser estabelecida para um tinico ponto 0. Permanecera vilida
entio para qualquer outro ponto, se os doig sistemas forem equivalentes *7

Aexpressio “medem a tendéncia” deve ser entendida de forma puramente empirica e considerada com bastanie
precaugdo. (N.do R.T)

" Emvirlude da Eq (3.51). (N do RT)
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Decompondo as forgas € 08 momentos nas Eqs. (3.67) em suas componentes
cartesianas, podemos exprimir as condigoes necessdrias e suficientes para a equiva-
léncia dos dois sistemas de forgas da seguinie maneira:

IF =ZF', K = E}'; YF =YF, (3.58)
M _=XM M = XM XM =IM
x x ¥ ¥ z z

Essas equagdes tém um significado fisico simples. Elas exprimem que dois
sisternas de forgas sdo equivalentes se tendem a produzir no corpo rigido: (1) a mesma
translagao seg__qug 0s eixos x, y e z, respectivamente, e (2) a mesma rotacdo em relacae
a0s eix0s x, y € 2z, respectivamente

3.19. Sistemas Eqiiipolentes de Vetores. Quanda dois sistemas de vetores
satisfazem as Eqs. (3.57) ou (3.58), isto ¢, quando suas resultantes e seus momentos
resultantes em relagao a um ponto arbitrdrio O sdo respectivamente iguais, os dois
sistemas sao chamados eqiipolentes O resultado estabelecidona segdo precedente pode,
entdo, ser de novo enunciado como se segue: Se dois sistemas de forcas que atuam sobre
wm corpo rigido sdo equipolentes®, sdo também equtvalenies.

E importante ochservar que essa afirmagao nao se aplica a qualguer sistema de
velores. Considere, por exemplo, um sistema de forgas que alua sobre um conjunto de
pontos mateniaisindependentes, que ndo formam um corpo rigido. Um sistema diferente
de forgas que atua sobre os mesmos pontos materiais pode ser eqiipelente ao primeiro,
isto é, pode ter a mesma resultante, e o mesme momento resultante, Entretanto, como
forgas diferenies estarao agora atuando sobre os varios pontos, sens efeitos nesses
pontos serio diferentes; os dois sistemas de for¢as, conquanto eqiiipolentes, ndo serdo
equivalentes.

o

4.20. Casos Particulares de Redugio de um Sistema de Forgas. Vimos
na Segao 3.17 que qualquer sistema de forgas aplicado a um corpo rigido pode ser
reduzido a um sistema forga bindrio equivalente em O, constituido da forga R, 1gual a
soma das forgas do sistemna, e de um vetor binario Mg, igual ao momento resultante do

sistema

* O termo equipslente nao deve ser confundido com termao de igual nome utilizado em algebra hnear.
(N daR T)
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Quando R =0, o sistema forga-bindrio se reduz ao vetor hinario M| O sistema
de forgas dado pode entao ser reduzide a um s6 binario, chamado bindario resultante do
sistemna. Investiguemos, agora, as condigoes nas quais nm dado sistema de forgis pode
cer reduzido a uma nnica forga. Segae da Segao 3 16 que o ststema forga-binario em ¢
pode ser substituido por uma gnica for¢a R que alua ao |l_)_|_!.£l'_]_til__}_l; e novalinha de agéo,

seR e Mg forem mutuamente perpendiculares. Os sistemas de forgas que poden ser
reduzidos a uma sd forea, ou resultante, sio por conseguinte 0s sistemas para 0s quals

afor¢a Reovetorbindrio 'VIEI sao mutuamente perpendiculares.® Embora essa condigaa

ndo seja geralmente satisfeila pelos sistemas de [orgas no espago, serd satisfeita pelos
sistemas eonstituidos: (1) de forgas concorrentes, (2) de forgas coplanares ou (3] de torgas
paralelas. Disculiremos esses casos separadamente.

1. Forcas concorrentes sao aplicadas num mesmo ponto e pedem entio ser
adicionadas diretamente para a obtengao da resultante . Portante sempre
podem ser reduzidas a uma nica forga. As forgas concorrentes foram
discutidas em detalhes no Cap. 2.

2 Forcas coplanares atuam num mesmao plano, que suporemos aqui ser o
planc da Fig 3 43a. A resultante R das forgas do sistema tambem eslard
conlida no plano da figura, enquanto o momento de cada for¢a em relagdo

n < : .
a (0, e, portanto, o momentoresultante M, serd perpendicular a esse plano,
O sistema for¢a-bindrio em O consiste, portanto, emuma forga R e'um vetor
bindrio Mg mutuamente perpendiculares (Fig. 3 43h).** Pode ser reduzido
a uma tnica forga R, movendo R no plano da figura até que seu momento

em relagio a O se torne igual a Mf,i A distancia de O a linha de agio de R

¢ d=MP /R (Fig 3.43¢).

Conforme visto na Segdo 3.17, a redugdo de um sistema de forgas ¢
consideravelmente simplificada se as forgas forem deconmpostas em compo

nentes cartesianas. O sistema forga-binario em O & entao caraclerizado
pelas compenentes (g, 3.44a).

R =IF, R =3F

R _ R (3.59)
g M" = M7, = M, >

* Da forma camo for demonstrada, a condigio de ortogonalidade énire a resultante € o momento resullante &
apendas uma condigdo suficients (N do R.T)
** Como o velor bindnoe M{-ﬂ & perpendicular ao plano da tigura, fol representado pelo simbalo }. U biadria

anti horério Jcorresponde a um velor apontando para fora do papel & v binarno horaro ), & uim vetor apontando
para dentra do papel
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d=Mm5/R
() (b) (e)

Figura 3.43

Para reduzir o sistema a uma dnica forga R, impde-se que 0 momento
de R em relagiio a ) seja igual a Mg_ Denominando x e y as coordenadas do
ponto de aplicagioA da resultante e lembrando a férmula(3.22), escrevermos

_ R
.'I:Ry ~yR_= M,

que representa a equagio da linha de agdo de R. Podemos também deter-
minar diretamente as intersegdes da linha de agfio da resultante com os

eixos coordenados x e v, observando que Mg deve ser igual ao momento, em

relagdo a O, da componente y de R, quando R é aplicada em B (Fig. 3.445),
e a0 momento de sua componente x, quando R é aplicada em C (Fig. 3.44c).

[ Y orx=Mism,

[a} (1 ()

Figura 3.44
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3. Forgas paralelas tém linhas de ag¢do paraielas e podem, ou néo, ter o mesmo
sentido. Supondo agui que as forgas sdo paralelas ao eixo y (Fig, 3.45a),
observamos que sua resultante R também serd paralela ao eixo y. Por outro
lado, como o momento de uma dada forga deve ser perpendicular a essa
forga, o momento de cada forga do sistema em relagdo a O, e, portanto, o

momentoresultante Mg. estard situado no plano zx. O sistema forga-bindrio

em () consiste, por conseguinte, em uma forga R e um vetor bindrio Mg , que

sdo mutuamente perpendiculares (Fig. 3.45h). Eles podem ser reduzidos a
uma unica forga R (Fig. 3.45¢) ou, se R = O, a um inice bindrio de

R
momento M,

i
MY

{m) i

Figura 3.45
Na pratica, o sistema forga-bindrio em O sera caracterizado pelas componentes

R =3F, Mf =M MU= sm (3.60)

¥ x z z

A redugio do sistema a umainica forga pode ser efetuada pelo deslocamento
de R a um novo ponto de aplicagio A (x, 0, 2), escolhido de modo que 0 momento de R

em relagiio a O seja igual a Mg Escrevemos

R
rxit :“10

i+ 2k)x Bj=MRi + MPk
y x z
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Caleulando os produtos vetoriais e igualando os coeficientes dos velores
unitarios dos dois membros da equagdo, obtemos duas equagdes escalares que deter-
minam as coordenadas de A:

—zR :MR k= "
¥ = v b

Essas equagbes mostram que os momentos de R em relagdo aos ¢ixos x e 2

. i i i
devem ser, respectivamente, iguais a Mif e M.

*3.21. Reducao de um Sistema de For¢a a um Torsor. No caso geral de

um sistema de forgas no espago, o sistema forga-bindrio equivalente em O consiste em
Ty P s 2 S e
uma forga R e um momento M, nao perpendiculares e nao nulos (Fig. 3.46a). Entdo, o
sistema de forgas nao pode ser reduzido a uma tnica forga ou a um dnico bindrio. O vetor
binario, ne entanto, pode ser substituido por dois vetores binarios obtidos pela decom-
- I :

posigio de M{g em uma componente M, segundo R e uma componente M, contida num
plano perpendicular a R (Fig. 3 46h). O vetor bindrio M, e a for¢a R podem, entio, ser
substituidos por uma nica forga R que atua ao longo de uma nova linha de agio. O
sistema de forgas original reduz-se, entao, a R e ac vetor bindrio M| (FFig. 3.46¢), 1sto e,
aReaumbinario que atua em um planc perpendicular a R. Esse sistema forga-bindrio
particular é chamade torsor. A forca R e @ momento M| tendem, simultaneamente, a
transladar o corpo rigido na diregao de R e a gird-lo em torno da linha de agdode R. A
linha de agdo de R é conhecida como eixo do torsor ou eixo central e a razao p = Mlﬁ'ﬂ é
chamada de passo do torsor. Um torsor consiste, pois, em dois vetores colineares: uma
fora R e um momento

Ml =pR (361)

Lembrando a Eq. (3.35), obtida para a projegio de um vetor sobre a linha de

acio de outra vetor, observamos que a projegao de Mg sobre a linha de acdode R ¢

B
M = _i_t MQ
1 R

Corpos rigidos:

Q =

{a) [{2] le)

Figura 3.46

Entio o passo do torser pode ser expresso por *

M - Mg (3.62)
P S

Para determinar o eixo do torsor, podemos escrever uma equagio que envolve
o vetor-posigio r de um ponto arbitrdrio F do eixo. Aplicando a forga resultante R e o
vetor bindrio M, em P (Fig. 3.47), e escrevendo que o momento em relagdo a O desse

sistema for¢a-bindrio é igual ao memento resultante ME, do sistema original de forgas,

escrevemaos

M, +rxR= M({fj (3.63)

* As equaces oblidas para a projegao do vetor binano resultante sobre a linha de agéo de R @ para o passo do
larsor sao independentes da escolha do ponte O Usando a relagao (3 53), venticamos gue, se um ponio O
diferente de O tivesse sido usado, o numerador de (3.62) sena

R ML = R MissxR =R ME R ssR)
Como o praduts misto R (s x R) & denticamente nulo, lemas
B A
R Mr'} = R M.J

& concluimos que o produto escalar R Mﬁ ¢ Independente da escolha do ponto O (W de H T Exalamente a

igualdade a zero desse produlo € a condigdo necessana & suficiente para que um sistema de forgas seja
equivalente a uma unlca forga, desde gue R ndo seja aula )
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i ou, da Eq. (3.61).

pR47xR=M] (3.64)

Fixo do torsor— [/

ek

Figura 3.47

Problema Resolvido 3.8

Uma viga de 4,8 m estd submetida ds forcas indicadas, Reduzir o sistema de
forcas dadaa (w) um sistema forca-bindrioequivalenteem A, (b) um sistema for¢a-bindrio
equivalente em B e (¢) uma inica forga ou resultante.

Nota, Como as reacies nos apotos ndo estao incluidas no sistema de forcas dado,
o sistema ndo manterd a viga em equilibrio.

150 N 600N 100N 25(1 N
A BT i
— Lom == 1'_7'1.\|n-|-—— 20m —=

a) Sistema For¢a-Bindario em A O ststema forga-bindrio emn A, equivalente
. A . E I
ao sistema de forgas dado, consiste em uma forga R e um bindrio de momenio M A

definidos comio se segue.
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R = iF
~ (150 N)j — (BOO N1 + (100 N) j — (250 N) j = — (600 N) j

rf:::: F_(rxl“J

= (1,60 1) (= 600 j) + (2,80 1) x (100j) + (4,80 i) x (~ 250 j)

— (1880 N - m)k

150 § - (I(iﬂj I(J{fj —Ein
A [_"' S
-I,t':(?i—“'\ ‘
— 2,80 f——»
—d4.801i s e

O sistemna forca-bindrio equivalente em A é, entdo,

R=600N . MY = 1880N-m ) -

— (600 N)j

(],* :

— (1880 N- mjk

bh) Sistema Forc¢a-Binario em B. Desejamos encontrar o sistema [orca-
bindrio em B equivalente ao sistema for¢a-bindrioent A determinado no item (a). A forca

S s R ’ )
R permanece inalterada, mas um novo vetor bindrio My deve ser determinado, cijo

momento é igual ao momenio em relagdo a B do sistema for¢a-bindrio determinado no
itemn (). Entdo, temos

(600 Nij
~ (1880 N-m)k
S S
L'— a4 80 m ——* (2880 N- m)k
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ME = M 4 BAxw
A

I

— (1880 N -mjk + (— 4,80 mii x (- 600 NJj

(1 8B0N - mik+ (2880 N-mikk =+ (1 D00 N m)k
O sistema forga-binariwo equivalente em B ¢, entdo,
R=600N | ME= 1000N-m ) e
~ (BN N
Ll Nk

¢) Unica Forgaou Resultante. A resultante dosistema de forgas dado é igual
a R, e seu ponto de aplicagdo deve ser tal que o momento de R em relagdo a A seja igual
a Mﬁ. Escrevemos

R
r)(R:]'Vl}l

2 x{(—600N)j=-(18B0N - -m)k
—x(600 NJk =~ (1 880 N - m)k

e coneluimos que x = 3,13 m. Asstm, a forca iinica equivalente ao sistema de for¢as dado
é definida por

R=600NT

x=3,13m ¢«

(B0 N
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Problema Resolvido 3.9

Quatro rebocadores sdo usados para trazer unt !r'(%nsu:‘.f'hnu'{:n av cats. (‘rrr.!ﬂi
rebocador exerce wma forga de 25 kN nas diregoes € sentidos ilustrados. Determinar: (o)
o sistema for¢a-bindrio equivalenie no niastro diantetio O e (b) o porto no Casco onde i
< rebocador mats poderoso deverd enpurrar pura produzir o mesmo efetto que os qualro

rehocadores originalis.

sy
|

3 n [ Hm V21w s

i
4

4) Sistema Forga-Binario em 0. Cada uma das for¢as dadas é decomposta
em suas componentes no diegrama abaixe (a unidade usada é o kN) U_swtcmu
forca-bindrio em O, equivalente ao sistema de forcas dado, consiste em wma furca R e

um bindrio Mg , definidos como se segue:

R = XE=
(12,500 — 21,7) + (156,001 = 20,0§) + (- 25,0§) + (17,708« 17,70§) =

45 2i — 49,0

M s xF) =
(9}
= (227i 4 15§) x (12,50i — 21,7§) 1+ (30i + 21j) x (16,001 ~ 20 ,0j) +
v (1901 + 215) x (<26,0§) + (90i —21j) x (17,70i + 17,70)) =

= (586 - 188 — 600 — 315 - 3000 + 1693 + 372k = -1 552k
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© O sistema forea-bindrio equivalente em O é, entao,

R = (45,2kN)i — (49,0 kN)j Mg = — (1552 kN - m)k

o

R=667kN X 47,3 MY = 1552kN - m ) e

M= -1552k

Observagio. Como todas as forgas estdo contidas no plano da figura,
poderiamos ter esperado que a soma de seus momentos fosse perpendicular a esse plano.
Observe quiee 0 momento de cada for¢a componente poderia ter sido obtido diretamente
do diagrama, pelo produto de suas intensidades por suas distdncias a O, atribuindo a
esse produto um sinal positivo ou negativo, conforme o sentido do momento.

b) Reboeador Unico. A forca exercida por um iinico rebocador deve ser igual
a R, seu ponto de aplicagdo A deve ser tal que o momento de Rem relagio a O seja igual
a Mg, Obscrvando que o vetor posicio de A é

r=xi+21j
ESCreventos

rxuzmg

(xi + 21j) % (45,2i — 49,0§) = - 1 552k
— 49,0k - 949k = — 1 552k

x=123m &«
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p —490]
— -A——l_... i
— 452 | |21 m \
- ot NN
S J

Problema Resolvido 3.10

Trés cabos sdo atados ao suporte conforme ilustrado. Substituir as forgas
exercidas pelos cabos por um sistema for¢a-bindrio em A.

- A
//4-----100

z

Solugaon. Determinamos inicialmente os vetores que ligam o ponto A aos pantos
de aplicacdo das for¢as e decomponios as forcas em suas componentes cartesianas.
Observando que Fp = (700 N) Ay, onde

BE 1
1_.‘”_: = EE = _7 (31— 6j + 2k)

temaos, em metros e newlons:

Ary = A = 0,075i + 0,050k F, = 300i - 600j + 200k

Arg. = AC = 0,075i - 0,050k F,. = 707i - 707k

Ary, = AD = 0,100i — 0,100j F,, = 600i + 1039
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O sistema forca-binario em A equivalente s for¢as dodas constste em wmna forca
R=2Feumbinario M: = Yarx F) A forca Ré facilmente obtida pela adicdo respectiva

das componentes x, y e z das forgas dadas:

R = YF = (1607 N)i + (439 N)j — (507 N)k

: R . g ; i
O cilenlode M serd facilitado se exprimermos os nomentos Ar < F na forma

de determinantes (Secao 3 8):

i j k
Arg x Fp = 10,07¢ 0 0,050 = 30,0i — 45,0k
300 - 600 200
i i k
AroxF, = 0,075 0 -0050] = 177
707 0 - 707
i i k
ar, % Fp, = (0,100 - 0,100 o| = 164k
600 1039 0

1T N-mijjc >

@39 Nyj | A7 (507 Nk @,j(\

s

(HIY N mj};-’_

A (1607 Nji e
- o ?// (300 M-mh
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Somadas as expressoes oblidas, temos

M»’; =Y (AF < F) = (30,0 N - pi+ (17,7 N-m)j + (119N ik o=

3 ; B
As componentes carfestancs da forca R e do velor binarto Ny sdo iustradas

na figura anterior.

Problema Resolvido 3.11

Uma laje gquadrada suporta as quatro colunaes indicadas. Determine o médida,
a diregao ¢ o sentido da resultante das quatro cargas

v

|
izuu kN

jG\Qn&_\ lﬁn kN %

00 KN =" N

Solugdo. Intctalmente reduziremos o sistema de for¢as dado @ um sistema
forca-bindrio equivalente na origem O das coordenados. Esse sistena constste ein i

for¢a Re em um momento Mfi defintdos por

= ¥ P O
éi Yirx )
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Determinant-se os velores-posi¢io e arranjan-se os calculos em uma tabeln:

r, m I, kN rx F, kN -m
0 ~200j 0
3,01 - 60j ~ 180k
3,01+ 1,5k — 40§ 60i — 120k
1,21 + 3,0k —100j 300i — 120k
R = - 400j MP = 360i - 420k
Iy

(400 kM)

— {360 kN- m)i

B et —
" Jj S
= .
a
>

Como a for¢a R e o vetor bindrio Mg sao muluamente perpendiculares, o

sisfema forga-bindrio obtido pode ser reduzido a uma for¢a R. O novo ponto de apiicagdo
de 1 serd determinado, sobre a laje, de modo que o momenio de R em relugdo o O seja

igital a Mg :

Representando por v o velor-posieao do ponto procurado e por x e z suas
coordenadas, temos

rxR = Mg

(xi +zk) = (- 400)) = 3601 - 420k

—400xk + 40021 = 360i — 420k

Corpos rigidos. sistemas equivalentes de forgas
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de onde’obtemos

—400x = —420 400z = 360

x=106m z=0,90m

]

— (400 kM) §

Em conciusdo, a resultante das forgas dadas é

R =400 kN L

emx=100m, 2=090m

Problema Resolvido 3.12

Duas forcas. ambas de madulo P, estdo aplicadas aa cubo de aresta ada figura.
Substitia as duas forcas por um torsor equivalente e determine {a) o mddulo, a diregdao
e 0 sentido da forca resultante R, (b) o passo do torsor e (¢) o ponto onde 0 etxo do torsor
corta o plano yz.

i
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Solugfio. Inicialmente determina-se o sistema for¢a-bindrio equivalente, na
origem O. Observamos que os vetores-posi¢do dos pontos de aplicagdo E e D das for¢as

sdo rgp=ai+aj e rp=aj+ak A resultante R das duas forcas e 0 momento total Mg
em relagdo a O sdo.

R=F,+F,=Pi+Pi=Pi+) (1)
Mg =rpx Fi+ry x Fo= (ai +aj) x Pi+ (aj+ak) xPj
=— Pak — Pai=—-Fali + k) (2)

‘a) For¢a Resultante R. Da Eq. (1) verifica-se que a resultante R term mddulo
R = P2, estd contida no plano xy e forma angulos de 45" com os eixos x e y. Isto é

—

]

z

R=P2 6, =06 = 45 = 90"

] -

h) Passo do torsor. Substituinde os valores de R e Mﬁ das Egs. (1) e (2)

acinia na Eq. (3 62), escrevemos
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R M~ Ty . 22
g sl o S8 e A G B, 8 B0 R 050
R? N2y 2p?
paed e
2

¢) Eixo do Torsor. Dos resultados acima e da Eq. (3.61) obtém-se o momento
do torsor

- (3)

pR ~%P{i +3) = —%q(i + )

O torsor € formado pela for¢a resultante R e pelo momento M. Para deter-
minar o ponto em que o eixo do torsor intercepta o plano yz igualamos o momento do

torsor em relagdo a O ao momento total Mg do sistema original de forcas:

_malt
MI +rxR = M{J

Comr=yj+zkeM R e M'g das Eqs. (3), (1) e (2), respectivamente, obtemos

Pa = & g i ; ;
—o, G+ i+ o Zly = P+ gy = =Pali + k)

.IJO_“ i

2

#)
f;*'j — Pyk + Pzj — Pzi = - Pai -

Pulc

Tgualando os coeficientes de k e, em seguida, os de j, obtemaos

y=a

=uaf2 <«
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Problemas e A

150 mm

3.76 Uma viga de 3 m & carregada de varias maneiras, como se vé na figura. Encontre

dois carregamentos que sejam equivalentes, 150 mm

1‘{}Jrnm

500 N 300N 200 N 200N N
..__3”. T AN Nom ;
1 | oo | -
An - rﬁ- , ﬁ ﬁ igura P3.79
«mN " ' r 400 Mem o 400 Nen
200 M W N
(a} b e i 3.81 Expresseadistancia d ao ponto A da linha de agao da resultante das trés forgas da
00 N 200 N SOAJ { figura em fungdo de x.
‘ I t l mlm m I 400 Nem
Il)t'ﬂ M-in AN0 Nem A0 N-m if)w N-m |(m Mem I 1IN
irl 1 N (g thy
i "‘"".qim—" S 1.83m -
Figura ’3.76 J 4 o
3.77 Delarmine o carregamenio do Prob. 3.76 equivalente ao da Figura abaixo.
200 N Figuras P3.80 e P3.81
S T a ﬂ) ‘ 3.82 Quatro forgas estao aplicadas a placa da figura. (a) Delermine a resultante dessas
. forgas (b) Delermine os deis pontos onde a linha de acao da resultante ipté'rcepta o0s lados da placa
Figura P3.77 A 0

556 N

378 Delermine a resultante das caigas e a dislancia de sua linha de agao ao ponto A
pata aviga e o carregamento do: (a) Miob. 3.76a, (b) Prob. 3.76b e (c) Prob 377

3.79 Tras forcas horizontais sdo aplicadas, como ilusirado, a um suporte vertical de ferro
fundido. Determine a resultante das forgas e a dislancia ao chao de sua linha de agao gquando. (a)
P=200N, (b)) P=2400Ne(c)P=1000N,

28 . 4
=—508 mm ——-!'20 mm| IG’SE N

figura quando: (aj x =038 m, (b) x=122me (c)x=244m 445 N

3.80 Determine a distancia do ponto A  linha de ag3c da resultante das trés cargas da

Figura P3.82

- -
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3.83 Resolva o Prob. 3.82 supondo que a forgade 1 068 N é orientada para a direita.

3.84 Aslrés lorgas da figura e um binario de torque de médulo M = 6 N - m séo aplicados
a um suporte. (&) Determine a resultante desse sistema de fergas. (b) Determine os pontos onde a
linha de agao da resultante cona as retas ABe BC.

3.85 As lrés forgas da figura e um binario de momento M sio aplicados a um superta.
Determine o momento do binério sabendo que a linha de ag3o da resultante do sistema de forgas
deve passar pelo ponto: (a) A, (b) Be (c) C. L

Figuras P3.84 e P3.85

—

3.86 O telhado de uma construcio esta submetido, por causa do vento, a um carrega-
mento, como ilustrado. Determine: (a) o sistema forga-binario equivalente em D e (b) a resultante do
carregamento e sua linha de agao

Figura P3.86

3.87 Uma forga P, de médulo P, é aplicada ao ponto B da borda de uma placa semi-
circular de raic a. (a) Substitua P por um sistema forga-binarie equivalente no ponto D, pé da
perpendicular baixada de B ao eixo x. (b) Determine o valor de 8 para o qual o momento do sistema
forga-binario equivalente em D seja maximo.
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Figura P3.87

3.88 Uma lamina presa ao arco de pua € utilizada para apertar um parafuso em A. (a)
Determine as forgas aplicadasem Be C sabend(_) que essas lorgas sdo equivalentes a um sistema
forga-binario em A formado por R = —{%N)i + Rvj +Rk e Mi‘ =—(12 N - m)i (b) Determine os
correspondentes valores de R e A,. (c} Qual a orientagdo da fenda na cabega do parafuso para a
qual a possibilidade de a lamina deslizar & a menor possivel quando o arco de pua estd na posi¢ao
ilustrada?

3.89 Quatro forgas sio aplicadas & pega ABDE, como ilustrado. Substitua as forgas por
um sistema forga-binario equivalente em A.

Figuras P3.88 e P3.89

3.90 Para desenroscar uma lorneira em A, um encanador utiliza dois grifos, como
ilustrado. Aplicando uma forga de 133 N em cada grifo, a uma distancia de 203 mm do eixo do cano
¢ em uma diregéo perpendicular ao cano e ao grilo, ele evita que o cano gire e/ou se solte ou aperte

-
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.

»+. Mais a rosca no cotovelo em C. Determine: (a) o angulo 8 que o grifo em A deve formar com a

vertical para que o cotovelo em C n&o gire em torno da vertical e (b) o sistema forga-binario em C
equivalente as duas forgas de 133 N quando essa condigio est4 satisfeita.

&

&

D:N
e :

[y

¥

Figura P3.90

3 -91 Supondo 8 = 60" no Prob. 3.90, substitua as duas forgas de 133 N por um sistema
ton:;a-blnanc equivalente em D e determine se a agao do encanador tende a apertar ou afrouxar a
unido entre (a) o cano CD e o cotovelo D e (b) o cotovelo D e o cano DE. Todas as unides sao de
rosca direita.

3.92 Supondo 8 = 60 no Prob. 3.90, substitua as duas forgas de 133 N por um sistema
forga-binério equivalente em E e determine se a agéo do encanador tende a apertar ou a afrouxar a

unido entre: (&) o cano DE e o cotovelo E e (b) o cotovelo £ e o cano EF. Todas as unides sio de
rosca direita.

3.93 Uma laje retangular de concreto suporia a carga de quatro colunas, como ilustrado.
Determine o médulo, a diregao e o ponto de aplicagio® da resultante das quatro cargas.

" isic &, aintersegac da linha de agio da resullante comalaje. (N do R T))

"
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Figura P3.93

3.94 Uma laje hexagonal de concreto tem 3,66 m de lado e suporia as cargas de quatro
colunas, como ilustrado. Determine o médule, e o ponto de aplicagdo® da resultante das quatro
cargas.

3.95 Determine os modulos das cargas adicionais a serem aplicadas em Be Fa fim de
que a resultarite das Sels cargas passe pelo centro da laje.
s
U

L

Figuras P3.94 e P3.95

3.96 No Prob. 3.93, determine a intensidade e o ponto de aplicagéo da menor carga
adicional a ser aplicada & laje para que a resultante das cinco cargas passe pelo centro da laje.

*3.97 No bloco retangular da figura séo aplicadas quatro forgas paralelas a certas
arestas. Reduza o sistema de forgas a: (a) um sistema forga-binario na origem e (b) um torsor.
(Determine o passo e o eixo do torsor.)

* 3.96 Os dois eixos da caixa de redugéo estado sujeitos a binarios cujos momentos tém
médulos My =203 N-me M, =4,07 N m.A caixa pesa 267 N e tem seu centro de gravidade sobre
0 eixo zem z = 152 mm. Substitua o peso e os dois binarios por um torsor equivalente e determine:
(a) a forga resultante R, (b) o passo do tarsor e (c) o ponto onde o eixo do torsor corta o plano xz.

*Isto é, a intersego da linha de ag2o da resultante com a laje. (N.do R. T.)

— — e —
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Figuras P3.97 e P3.98

*3.99 Duas forgas de modulos P estao aplicadas ao longo das diagonais GC e AE das
faces horizontais de um paraleleplpedo retangular. Substitua as duas forgas por um sistema equiva-

lente formado: (a) por uma forga e um binario em O e (b) um torsor. (Determine o passo e o eixo do
torsor.)

Figura P3.99

*3.100 Durante um processo automatizado de fabricagao, trés furos sao feitos simulta-
neamente em um bloco de aluminio. Cada broca aplica uma forga de 40N e um binario de
0,100 N - m ao bloco. Sabendo que a furadeira A gira no sentido anti-horario e que as furadeiras B e
C giram no sentido hordrio (olhando da furadeira para o bloco) reduza as forgas e os binarios
devidos as brocas a um torsor equivalente e determine: (a) a forga resultante R, (b) o passo do torsor
e (c) o ponto onde o eixo do torsor corta o plano xz.

A 1 I - ik 4

¥ Pa ¥ A N
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Figura P3.,100

+3.101 Se no Prob. 100 apenas as furadeiras A e Blorem usadas, mostre que as forgas
@ os binarios por elas exercidos no bloco podem ser reduzidos a uma sé forga R e determine: (a) o
médulo, a diregao e o sentido de R e (b) a linha de agao de R.

+3.102 No Probl, Resclvido 3.12, uma forga a mais @ = (k é aplicada ao vértice B do
cubo. Sabando que as trés forgas aplicadas ao cubo podem ser reduzidas a uma forga R determine:
(a) aforga Q, (b) o médulo, a diregac e o sentido de R @ () o ponto onde a linha de agao de R corta
oplano yz. N

*3.103 No Prob. 3.97, suponha que a forga aplicada em A seja removida e substitua as
trés forgas restantes por um torsor equivalente. Determine: (a) o médulo, a diregéo e o sentido da
forga resultante R, (b) o passo do torsor e (c) o ponto onde o eixo do torsor corta o plano yz.

3104 No Probl. 3.89, substitua as quatro forgas por um torsor equivalente” Determine:
(a) o médulo, a diregdo e o sentido da forga resultante R, (b) 0 passo do torsor e (¢ ) 0 ponto onde o
eixo do torsor corta o plano xz.

*3.105 Supondo 0 = 60" no Prob. 3,90, substitua as duas forgas de 133 N por um torsor
equivalente, Determine: (a) o médulo, a diregao e o sentido da forga resultante R, (b) o passo do
torsor e (c) o ponto onde o eixo do torsor corta o plano yz.

*3.106 Substitua os dois torsores da figura por um Unico equivalente e determine: (a) a
forga resultante R, (b) o passo do torsor equivalente e (c) o ponto onde seu eixo cora o plano xz.




£
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|

\.!)IDJN'U'

178 N """-{.:‘ 152 mm
904 N-m

Figura P3.106

+3.107 (a) Substitua o torsor da figura por duas forgas equivalentes perpendiculares ao
eixo x em A e B. (b) Resolva a parte (a) supondo R = 120 N, M= 24 N-m,a=100mm e b=50 mm

*3.108 Mostre que é sempre possivel substituir um torsor por duas forgas equivalentes,
escolhidas de modo que a linha de ag&o de uma passe por um dado ponto e a outra pertenga a um
plano dado.

*3.109 Mostre. que um torsor pode ser substituido por duas forgas equivalentes, perpen-
diculares, sendo uma delas aplicada a um ponto dado.

*3.110 Mostre que um torsor pode ser substituldo por duas forgas equivalentes sendo
que uma delas tem uma linha de agéo dada.
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Problemas de Recapitulagéo

3.111 Um guindaste est4 posicionado de modo que o extremo de sua langa AO, de 15 m,
esta no plano yz No instante correspondente & figura, a tragéo no cabo é de 3,5 kN. Detarmine o
momento, em relagdo a cada eixo coordenado, da forga aplicada em A pelo cabo AB.

3.112 Alanga AO, de 15 m, esté no plano yz. Determine a maior forga de tragéo no cabo
AB compativel com os momentos, em relagio aos eixos coordenados, da forga aplicada em A,
satisfazendo as desigualdades:

| M,| £ 40kN-m, IMy| <75kN-m e [M,|<8OKN m

Zm

Figuras P3.111 e P3.112

3.113 Uma forga P, de médulo 2 020N, esta aplicada na estrutura da figura, no ponto E.
Determine o momento de P: (a) em relagdo ao ponto D e (b) em relacdo a reta que passa pelos
pontos Oe D.

3.114 Uma forga P é aplicada no ponto E da estrutura da figura. Sabendo que o valor
absoluto do momento de P, em relagio & reta que passa por Ae G, é igual a 163 N - m, determine a
intensidade de P.
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H

Figuras P3.113 e P3.114

3.115 @ 3.116 Sabe-se que a manga 8 aplica na haste AB uma forga de 578 N, perpen-
dicular a haste BC, que aponta para baixo e para a direita. Determine o momento dessa forga em
relagao a A.

762 mm
C:

168 mm

Figuras P3.115 e P3.116

3.117 Uma forga de 500 N ¢ aplicada & placa dobrada da figura, Determine: (a) um
sistema forga-bindrio equivalente em A e (b) um sistema equivalente formado por forgas paralelas
aplicadasem Ae B.

3.118 Uma forga de 500 N é aplicada a placa dobrada da figura. Determine: (a) um
sistema forga-binario equivalente em B e (b) um sistema equivalente formado por uma forga vertical
em A e uma forga em B.
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P T 240 mm 1
106) mm

Figuras P3.117 e P3.118

3119 Uma laje de concreto, de 6 m de raio, suparta quatro colunas iguaimente espa-
¢adas, cada uma distante 5 matros do centro da laje. Detarmine o mddulo e o ponto de aplicagdo da
resultante das quatro cargas.

100 kN
¥

Figura P3.119

3.120 Determine o médulo e o ponto de aplicagao da menor carga aplicada a laje do
Prob. 3.119, a fim de que a linha de agao da resultante das cinco cargas passe pelo centro da laje.

3.121 Substitua as trés forgas ilustradas por: (a) um sistema forga-binario na origem e
(b) um torsor. (Determine o passo e o eixo do tarsor.)
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3.122 Um binario formado por duas forgas de 400 N é aplicado & combinagéo de polias
ilustrada. Determine um bindrio equivalente formado por: (a) forgas verticais aplicadas em Ae C.
(b) forgas de menor médulo possivel aplicadas em B e D e (c) forgas de menor médulo possivel
aplicadas ao sistema.

D__

I
188 mm

—.
400 N

A (=] o [+] C‘_-
L“ZDJ mmJPB;"QSOmm—‘I

Figura P3.122
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Recapitulagio e Sumario

Principio de transmissibilidade

Neste capitulo estudamos a a¢éo de forgas aplicadas em corpos rigidos. Inicial-
mente aprendemos a distinguir entre forgas internas e externas [Se¢ao 3.2], vimos ainda
que, de acordo com o principio da transmissibilidade, o efeito de uma for¢a externa sobre
um corpo rigido néo se altera se a for¢a é deslocada ao longo de sua linha de agéo
[Secdo 3.3]. Em outras palavras, duas for¢as F e F’ que agem em pontos diferentes de
um corpo rigido tém o mesmo efeito sobre o corpo, se elas tiverem mesmos médulos,
diregdo, sentido ¢ a mesma linha de agéo (Fig. 3.48). Duas for¢as nestas condigdes séo
equivalentes.

Figura 3.48

Produto vetorial de dois vetores

Antes de prosseguir com a discussdo de sistemas equivalentes de forcas,
definimos o produto vetorial de dois vetores [Segio 3.4]. O produto vetorial

V=PxQ

de dois vetores P e Q foi definido como sendo o vetor perpendicular ao plano que contém
P e Q (Fig. 3.49), de médulo

V=PQsent (3.1)

e sentido tal que uma pessoa com a cabega colocada na ponta do vetor V observard uma
rotagao anti-hordria quando o vetor P varrer o angulo 8 até alinhar-se com o vetor Q.
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" Os trés vetores V, P e Q, nesta ordem, formam um ¢riedro positivo. Da definigio segue

que os produtos vetoriais Px Q e Q@ x P sdo representados por vetores que diferem apenas
pelo sentido. Temos

QxP=-(PxQ) (3.4).

V=pPx0Q

Figura 3.49

Ainda da definigdo de produto vetorial de dois vetores obtém-se as seguintes relagdes
para os vetores unitdriosi,jek

ixi=0 ixj=k jxi=-k

e outras semelhantes. O sinal do produto vetorial de dois vetores unitdrios pode ser
determinado dispondo-se os trés simbolos que os representam sobre uma circunferéncia
em sentido anti-hordrio (Fig. 3.50). O produto de dois vetores unitdrios serd positivo se
eles estiverem um apés o outro no sentido anti-horario, caso contrario serd negativo.

Figura 3.50

Componentes cartesianas do produto vetorial

As componentes cartesianas do produto vetorial V de dois vetores P e Q foram
escritas [Segdo 3.5].
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—_—

‘e;x PR, = B9, (3.9)
;;}_y = Pz Qx - Px Qz
z = Px Qy - P_)f Qx
Também escrevemos na forma de um determinante
i J k (3.10)
V= Px .|F':’r Pz
Q 4 Q

Momento de uma for¢a em relagdo a um ponto

O momento de uma forca F em relagdo @ um ponto O foi definido [Segéo 3.6]
pelo produto vetorial

M, =rxF (3.11)

0
onde r é o vetor pasicdo que liga a origem O ao ponto de aplicagdo A da for¢a F

(Fig. 3.51). Sendo 8 o angulo entre r e F, determinamos o médulo do momento de F em
relagdo a O ‘

MO = rFsenb = Fd (3.12)

onde d ¢ a distancia de O a linha de agéo de F.

M

Figura 3.51
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" Componentes cartesianas do momento

As componentes cartesianas do momento Mg, de uma for¢a F foram expressas
[Se¢sio 3.8] como

M_=yF, - sz (3.18)
My = zF - aF,
M, = xFy - yF,

onde 1, y e z sdio as componentes cartesianas do vetor r (Fig. 3.52). Escrevemos também
na forma de um determinante

Figura 3.52

No caso mais geral do momento em relagdo a um ponto arbitrério B de uma
for¢a F aplicada em A, obtivemos,

i i k (3.21)
M. = Ax Ay Az
B F F F |
x y zl
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onde Arx, Ay e Az sdio as componentes cartesianas do vetor T B

No caso de problemas envolvendo apenas duas dimensdes, pode-se supor que a
forga F esteja no planoxy. O momento Mg em relagéo ao ponto B que pertence ao mesmo
plano é perpendicular ao plano xy e é completamente definido pelo escalar

Mp = (x4 — xpF — (74 = ¥p)F, (3.23)

Varios métodos para o cdlculo de momento de uma for¢a em relagdo a um ponto foram
exemplificados nos Problemas Resolvidos 3.1 a 3.4,

Q.
je
F P
Figura 3.53 Figura 3.54

Produto escalar de dois vetores

O produto escalar de dois vetores P e Q [Segdio 3.9] foi representado por P - Q
e definido como o escalar dado por

P-Q = PQcosH (3.24)

onde 6 é o dngulo entre P e Q (Fig. 3.54). Obtivemos também a expressdo do produto
escalar de P e @ em termos de suas componentes cartesianas

P-Q=FPQ +PQ +PQ (3.30)
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Projegdo de um vetor sobre um eixo

A projecio de um vetor P sobre um eixo OL (Fig. 3.55) pode ser obtida
caleulando-se o produto escalar de P com o vetor unitdrio A de OL. Temos

Piy <P - & (3.36)

ou, em termos de componentes cartesianas
POL = Px cos 6 + P‘y cos By + Pz cos 6, (3.37)

onde @, Gy e B, representam os angulos que o eixo OL forma com os eixos coordenados.

Figura 3.55

Produto misto de trés vetores

O produto misto de trés vetores S, P e Q foi definido como sendo o escalar
S (PxQ) (3.38)

obtido efetuando-se o produto escalar de S com o produto vetorial de P e Q [Segdo 3.10].
Vimos que :

S S S

x ¥ z

S-(PxQ) = P.: Py Pz
Q, Q, Q,

onde os elementos do determinante sio as componentes cartesianas dos trés vetores.

Momento de uma for¢a em relagdo a um eixo
O momento de uma for¢a F em relagio a um eixo OL [Se¢do 3.11] foi definido

como sendo a projegao OC sobre OL do momento M, da for¢a F (Fig. 3.56), isto é, como
o produto misto dos vetores unitdrio A, posigao r e forga F:

MOL=1.MO=A.v(er) (3.42)

Figura 3.56

O produto misto pode ser escrito como o determinante

A A A (3.43)
x y z
M., = |=x y z
%" \r F F
x ¥ z

onde %, 2 3o A, = co-senos diretores do eixo OL
X,y 2 = componentes de r
F, Fy. F, = componentes de F

Um exemplo do célculo do momento de uma forga em relagdo a um eixo reverso
foi dado no Problema Resolvido 3.5.
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" “Bindrios

Duas for¢cas Fe-F que tém mesmo médulo, linhas de agdo paralelas e sentidos
gpostos formam um bindrio [Se¢éo 3.12]. Vimos que o momento de um bindrio é
independente do ponto em relagéo ao qual é calculado; ele é um vetor M perpendicular
ao plano do bindrio e seu médulo é igual ao produto do valor F do médulo comum das
forgas do bindrio pela disténcia d entre suas linhas de acao (Fig. 3.57).

Figura 3.57

Dois bindrios que tém o mesmo momento séo equivalentes, isto é, eles tém o
mesmo efeito sobre um corpo rigido [Segdo 3.13]. A soma de dois bindrios é um bindrio
[Segdo 3.14] e 0 momento M do binério resultante é a soma vetorial dos momentos M
e M, dos dois binarios originais [Problema Resolvido 3.6]. Em conseqiiéncia, um binari:}
pode ser representado por um vetor, denominado vetor bindrio, igual em médulo, diregéo
e sentido a0 momento M do binério [Se¢do 3.15]. Um vetor bindrio ¢ um vetor livre que
pode ser aplicado a origem O, se for conveniente, e cujas componentes cartesianas podem
ser calculadas (Fig. 3.58).

Figura 3.58

Sistemas forca-binéario

o Qualquer for¢a F aplicada em um ponto A de um corpo rigido pode ser
substituida por um sistema forea-hindrio aplicado em um ponto arbitrario O, e const
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tuido da forga F aplicada em O e de um bindrio de momento M, igual a0 momento em
relagio a O da forga F na sua posigio original [Seg#io 3.16]. Deve-se notar que a forca F

e o momento M, sdo sempre mutuamente perpendiculares (Fig. 3.59).

Figura 3.59

Reducdo de um sistema de for¢as a um sistema for¢a-bindrio

Na Segfio 3.17 vimos que qualquer sistema de for¢as pode ser reduzido a um
sistema for¢a-bindrio aplicado a um dado ponto O (Fig. 3.60). Substitui-se cada forga do
sistema por um sistema forga-bindrio equivalente aplicade em O (Fig. 3.60) e depois
somam-se todas as forgas e todos os binérios obtendo-se a forga resultante R e o vetor

bindrio resultante Mg (Problemas Resolvidos 3.8 a 3.11]. Note que, em geral, a

resultante R e o vetor bindrio Mg nio serdo mutuamente perpendiculares.

(u)

Figura 3.60

e

T ™
. T "




214 Mecanica Vetorial para Engenheiros - Estdtica

: Sistgmas equivalentes de forcas

Na Segdo 3.18 concluimos que, no que se refere a corpos rigidos, dois sistemas
de forcas F,,F,, Fyetce F'y, '), F'; ete. sdo equivalentes se e somente se

IF = IF’ e IM, = IM', (3.57)

Casos particulares de reduc¢io de um sistema de forgas

Se a for¢a resultante R e o vetor bindrio resultante Mg forem mutuamente

perpendiculares, o sistema for¢a-bindrio pode ser reduzido a uma tinica forga resultante
[Segao 3.20). Isto acontece em sistemas em que as for¢as sdo: a) concorrentes (conforme
Capitulo 2), b) coplanares [Problemas Resolvidos 3.8 e 3.9] ou ¢) paralelas [Problema

Resolvido 3.11]. Se a resultante R e o vetor bindrio Mg ndao sao mutuamente perpendi-
culares, o sistema ndo pode ser reduzido a uma unica forga. Ele pode, entretanto, ser
reduzido a um tipo especial de sistema forga-binério denominado torsor, formado por

uma forga resultante R e por um vetor bindrio M, que tem a mesma diregéo de R [Segéo
3.21 e Problema Resolvido 3.12].

Equilibrio dos
Corpos Rigidos

4.1, Introdugdo. Vimos, no capitulo anterior, que as for¢as externas que agem
em um corpo rigido podem ser reduzidas a um sistema forga-bindrio em um ponto
arbitrario 0. Quando a for¢a e bindrio sdo ambos nulos, as forgas externas constituem

um sistema equivalente a zer¢ € diz-se que 0 €orpo rigido esté em equilibrio.

As condigdes necessdrias e suficientes para o equilibrio de um corpo rigido
podem, pois, ser obtidas impondo que R e Mg sejam iguais a zero nas Eqs. (3.52):

"

TF =0 IM =Z(rx F)=0 (4.1)

Decompondo cada forga e cada momento em suas componentes cartesianas
encontramos que as condigdes necessdrias e suficientes para o equilibrio de um corpo
rigido também podem ser expressas pelas seis equagdes escalares

IF =0 sz:U IF.=0 (4.2)

2

EM': =0 ):MJ,. =0 sz = 0 (4.3)

As equagfes obtidas podem ser usadas para determmar forgas desconhecidas
aplicadas ao corpo rigido ou reagdes desconhecidas exercidas por um vinculo.

215
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As Eqs. (4.2) traduzem o fato de que as componentes das forgas externas se

compensam nas diregdes x, y e z. As Eqgs. (4.3) traduzem o fato de que os momentos das

forgas externas, em relagfio aos eixos x, y e z, se anulam. O sistema das for¢as externas,
por conseguinte, ndo comunicard movimento de translagéo ou rotagio ao corpo rigido
considerado.

. Para escrever as equagdes de equilibrio de um corpo rigido, é essencial
identificar, em primeiro lugar, todas as forgas que agem nocorpo e desenharodiagrama
de corpo livre correspondente. Neste capitulo estudaremos, inicialmente, o equilibric de
estruturas bidimensionais sujeitas a forgas contidas em seu plano e aprenderemos a
desenhar os diagramas de corpo livre correspondentes. Além das forcas aplicadas a
estrutura, consideraremos as reagdes aplicadas na estrutura por seus vi nculos. Aprende-
remos a associar uma reagdo especifica a cada tipo de vinculo e determinaremos se a
estrutura estd adequadamente vinculada de modo a saber antecipadamente se as
equagdesde equilfbrio podem serresolvidaspara obter asforgas ereagdesdesconh ecidas.

Posteriormente, neste capitulo, estudaremos o equilibrio de estruturas tridi-
mensionais e as submeteremos, assim como seus vinculos, a0 mesmo tipo de analise.

4.2, Diagrama de Corpo Livre. Na resolugéo de um problema referente ao
equilibrio de um corpo rigido, é essencial con siderar fodas as forgas que atuam sobre o
corpo; é igualmente importante excluir qualquer for¢a que néo esteja aplicada direta-
mente sobre o corpo. Omitindo uma for¢a, ou adicion ando uma forca estranha, destrui-
riamos as condigBes de equilibrio. Por conseguinte, o primeiro passo na solugio do
problema deve consistir em desenhar um diagrama de corpo livre do corpo rigido em
consideragio, Os diagramas de corpo livre foram usados, em muitas ocasides, no Cap.
2. Contudo, em vista de sua importancia na solugdo de problemas de equilibrio,
sistematizaremos aqui as passagens que devem ser seguidas para sua realizagio.

Primeiro, uma decisdo clara é tomada quanto a escolha do corpo livre a ser
usado. Essse corpo &, entdo, destacado do solo e separado de qualquer outro corpo. O
contorno do corpo assim isolado é esquematizado.

Todas as forgas externas séo entdo indicadas. Essas forcas representam a agio
exercida sobre o corpo livre pelo solo e pelos corpos dos quais foi destacado; elas devem
ser aplicadas nos varios pontos onde o corpo livre estava vinculado ao solo ou aos outros
corpos. O peso do corpo livre deve ser também incluido entre as for¢as externas, pois
representa a atragio exercida pela Terra sobre as vérias particulas que formam o corpo
livre. Como veremos no Cap. 5, o peso deve ser aplicado no baricentro do corpo. Quando
o corpo livre é constituido de vdrias partes, as forgas que as vdrias partes exercem umas
sobre as outras ndo sio incluidas entre as for¢as externas. Essas forgas, no que se refere
ao corpo livre, sdo forgas internas.

O médulo, a diregdo e o sentido das forcas externas conhecidas devem ser
claramente mostrados no diagrama de corpo livre. Muito cuidado se deve tomar para
indicar o sentido das for¢as exercidas sobre o corpo e nio o das for¢as exercidas pelo
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corpo livre. As for¢as externas conhecidas compreendem, geralmente, o peso do corpo
livre e forcas aplicadas para certa finalidade.

A forgas externas desconhecidas séo geralmente constituidas pelas reagdes —
também as vezes chamadas for¢as de vinculo — através das quais o solo e outros corpos
se opem a um possivel movimento do corpo livre, obrigando-o a permanecer na mesma
posigdo. As reagSes sdo exercidas nos pontos onde o corpo livre é vinculado a outros
corpos e serdo discutidas em detalhe nas Segdes 4.3 e 4.8.

Um diagrama de corpo livre deve incluir também as dimensdes, pois estas sdo
necessérias no cdlculo dos momentos das forgas. Qualquer outro detalhe deve ser omitido.

Equilibrio em Duas Dimensoes

4.3. Reagdes nos Vinculos de uma Estrutura Bidimensional. Na
primeira parte deste capitulo consideraremos o equilibrio de uma estrutura bidimen-
sional, isto é, suporemos que a estrutura con siderada e as forgas sobre ela aplicadas
estdo contidas no plano da figura. Obviamente, as reagdes necessdrias para manter a
estrutura na mesma posigdo estariio também contidas no plano da figura.

As reagdes exercidas sobre uma estrutura bidimensional podem ser divididas
em trés grupos correspondentes a trés tipos de vinculos:

1. Reacbes Equivalentes a uma For¢a com Linha de Agdo Conhecida.* Os
vinculos que causam reagdes desse tipo siio os roletes, balancins, superficies
lisas, hastes curtas e cabos, cursores e pinos deslizantes sem atrito. Cadaum
desses vineulos pode impedir movimento em apenas uma diregao. Eles estao
ilustrados na Fig. 4.1 juntamente com as reagdes que produzem. Reagoes
desse grupo envolvem uma incdgnita, que € o médule da reagdo; e esse
médulo deve ser representado por uma letra apropriada. A linha de agéo da
reagéio é conhecida e deve ser indicada claramente no diagrama de corpo
livre. O sentido da reagdo deve ser como mostrado na Fig. 4.1, no caso de
uma superficie lisa (para fora da superficie) ou deum cabo (tragdona direcdo
do cabo). A reagdo pode estar orientada em ambos os sentidos, no caso de
roletes em pista dupla, hastes, cursores e pinos deslizantes. Os roletes em
pista simples e balancins sdo geralmente supostos reversiveis, entdo as rea-
¢des correspondentes também podem ser orientadas em ambos os sentidos.

2. Reagdes Equivalentes a uma Forga de Diregdo Desconhecida.** Os vinculos
que causam reacdes desse tipo sdo os pinos polidos em orificios ajustados,

* Na nomenclatura usual em Engenharia Brasileira, esse tipo de vinculo € chamado apoio simples. (N. do R.T))
** Na nomenclatura usual em Engenharia Brasileira, esse tipo de vinculo & chamado articulagdo plana. (N.do R.T.)
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articulagoes e superficies rugosas. Eles podem restringir a translagio de um
corpo livre em todas as diregdes, mas ndo restringem a rotagio em torno da
conexdo. As reagbes desse grupo envolvem duas incégnitas, geralmente
representadas por suas componentes x e y. No caso de uma superficie
rugosa, a componente normal & superficie deve estar orientada para fora da
superficie de apoio.

i Nimero de
Vinculo Reagio incégnitas
/> f
é ‘
Roletes Balancim Superficie Forv-!ml linha
lisa de agiio conhecida
# ¥ s
]\& M e | 11
Cabo curo Haste curta Forga com linha
de aglio conhecida
%0,/
4 ==
!
‘{/ ’
Cursor sobre Pino liso Forga com linha
haste lisa deslizantc de agio conhecida
U ou
; a
Pino lise Superficie Yo bo
ou articulagio dspera o PR N e e

]~

Forga e bindrio

Apoio fixo ou engastamento

Figura 4.1 Reagdes dos vinculos.

A
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3. Reagbes Equivalentes a uma For¢a e um Bindrio*. Essas reagies sdo
causadas por apoios fixos que impedem qualquer movimento do corpo livre,
imobilizando-o completamente. Os apoios fixos produzem forgas sobre toda
a superficie de contato; contudo, essas forgas formam um sistema que pode
ser reduzido a uma forga e a um bindrio. As reagdes desse grupo envolvem
trés incégnitas, consistindo geralmente em duas componentes da forga e o
momento do binério.

Quando o sentido de uma forga ou de um binério desconhecido nio é previsivel,
devemos tomd-lo arbitrariamente; o sinal daresposta obtida indicar4, entéo, se o sentido
adotado ¢ correto ou nao.

4.4, Equilibrio de um Corpo Rigido em Duas Dimensdes. As condigdes
estabelecidas na Segéo 4.1 para o equilibrio de um corpo rigido simplificam-se considera-
velmente no caso de uma estrutura bidimensional. Escolhendo os eixos x e y no plano
da estrutura, temos

Fz=0 M=M =0 M=MO
x J

z

para cada uma das for¢as aplicadas ao corpo rigido. Entao as seis equagdes de equilibrio
deduzidas na Sec¢do 4.1 reduzem-se a .

ZFx=O IF =0 W(}:O (4.4)

e as trés identidades triviais 0 = 0. Como a terceira das Egs. (4.4) deve ser satisfeita
independentemente da escolha da origem 0, podemos escrever as equacgées de equilibrio
para uma estrutura bidimensional na forma mais geral

IF_ =0 EFy:O IM,=0 (4.5)

onde A é qualquer ponto no plano da estrutura. As trés equagdes obtidas podem ser
_resolvidas para um maximo de trés incognitas.

* Esse tipo de vinculo @ chamado usualmente de engastamento. (N. do R.T))
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Vimos, nas segdes precedentes, que as forgas desconhecidas séio, geralmente,

. as reagdes, e que o niimero de incégnitas correspondentes a uma dada reagéo depende

do tipo de apoio ou conexfio que causa essa reagio. Voltando & Segfio 4.3, verificamos
que as equagdes de equilibrio (4.5) podem ser usadas para determinar as reagdes de dois
roletes e um cabo, ou de um engaste, ou de um rolete e uma articulagéo ete.

: Consideremos, por exemplo, a treligailustrada na Fig. 4.2a submetida as forgas
N, Q e S. A treliga é mantida no lugar por uma articulagip em A e um rolete em B. A
articulagdo impede o ponto A de se mover, exercendo sobre a trelica uma forga que pode
ser decomposta nas componentes A_ e A, ; o rolete impede a treliga de girar em relagéo
a A, exercendo a forga vertical B. O diagrama de corpo livre da treliga é ilustrado na Fig.
4.2b; ele inclui as reagdes A,, A eB,eas forgas aplicadas N, Q e S, além do peso P da
treliga. Impondo que a soma dos momentos em relagiio a A de todas as forgas indicadas
na Fig. 4.2b seja zero, escrevemos a equagiio IM, = 0, que pode ser resolvida para a
intensidade B, pois ndo contém A, ou A,. Impondo, entéo, que a soma das componentes
x e a soma das componentes y das for¢as sdo nulas, escrevemos as equagdes IF, =0e
ZFy = 0, que podem ser resolvidas para as componentes A, e Ay, respectivamente.

Equag¢des adicionais poderiam ser obtidas igualando a zero a soma dos
momentos das forgas externas em relagfo a outros pontos diferentes de A. Poderiamos
escrever, por exemplo, ZM},, = 0. Contudo, tal afirmag¢do néo contém nenhuma infor-
magfo nova, pois ja foi estabelecido que o sistema de forgas apresentado na Fig. 4.2b ¢
equivalente a zero. A equagdo adicional ndo ¢ independente e nio pode ser usada para
determinar uma quarta incégnita. Entretanto, ela é itil para verificar a solugio obtida
das trés equagées originais de equilibrio.

N Q / S
WAl ol
A% ’
(a) (b)

Figura 4.2

Embora ndo haja outra equagido independente das trés equagdes de equilibrio,
qualquer uma delas pode ser substituida por outra equagio. Um sistema alternativo
para as equagdes de equilibrio é
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onde a reta AB é escolhida numa direcdo diferente da diregdo y (Fig. 4.2b). Essas
equagdes sdo condigdes suficientes para o equilibrio da trelica. As primeiras duas
equagdes indicam que as forgas externas devem reduzir-se em A a uma forga vertical
dnica. Como a terceira equagiio requer que o momento dessa forga seja zero em relagéo
a B, que néo est4 sobre sua linha de agéo, a forga deve ser zero, e 0 corpo rigido estd em
equilibrio.

Um terceiro conjunto de equagées de equilfbrio possivel é

=0 4.7

onde os pontos A, B e C néo estdo alinhados (Fig. 4.2b). A primeira equagéio requer que
as forgas externas se reduzam a umainica forga em A; a segunda requer que essa forga
passe através de B; a terceira, que ela passe por C. Como os pontos A, B e C néo estio
alinhados, a forga deve ser zero, e o corpo rigido estd em equilibrio.

A equagdio IM, = 0, que traduz o fato de que a soma dos momentos das forgas
em relagdio A articulagdo A & zero, possui um significado fisico mais claro que as outras
duas equagdes de (4.7). Essas duas equagdes exprimem uma idéia similar de equilibrio,
mas com respeito a pontos aos quais o corpo rigido néo estd articulado. Contudo, elas
sfo téo viteis quanto a primeira equagfo, e nossa escolha das equagdes de equilibrio ndo
deve ser excessivamente influenciada pelo significado fisico dessas equagdes..De fato,
ser4 desejavel, na pratica, escolher equagées de equilibrio que contenham somente uma
ineégnita, pois isto elimina a necessidade de resolver sistemas de equagdes. As equagdes
que contdm somente uma incégnita podem ser obtidas pela soma de momentos em
relagio ao ponto de interse¢do das linhas de agfio de duas forgas desconhecidas ou, se
essas forgas forem paralelas, pela soma das componentes em uma diregédo perpendicular
a sua diregdo comum. No caso da treliga da Fig. 4.3, por exemplo, que é vinculada pelos
roletes em A e B e uma haste em D, as reagdes em A e B podem ser eliminadas pela
soma das componentes em x. As reagdes em A e D serdo eliminadas somando-se os
momentos em relagdo a C, e as reagses em B e D, pela soma dos momentos em relagéo
a D. As equagdes obtidas séo

IF =0 ZMC=0 IM_ =0
x

Cada uma dessas equagdes contém somente uma incégnita.
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laj

Figura 4.3

4.5. Reacgdes Estaticamente Indeterminadas. Vinculagdo Parcial. Em
cada um dos dois exemplos considerados na se¢dio precedente (Figs. 4.2 e 4.3), os tipos
de vinculos usados eram tais que o corpo rigide néo podi -

ou sob quaisquer outras condigdes de carregamento. Em tais casos, diz-se que o corpo__
rigido estd completamente vinculado. Recordamos, também, que as reagdes correspon-

" dentes a esses vinculos envolvem trés incdgnitas e poderiam ser determinadas pela

solugdo de trés equagdes de equilibrio. Quando tal situagdo existe, diz-se que as reagdes
sdo estaticamente determinadas.

Consideremos, agora, a treliga ilustrada na Fig. 4.4a, vinculada pelas articu-
lagGes em A e B. Esses vinculos proporcionam mais limitagbes que as necessdrias para
manter a trelica sem movimento sob as cargas dadas ou sob quaisquer outras condigdes
de carregamento. Notamos, do diagrama de corpo livre da Fig. 4.4b, que as reagdes
envolvem quatro incdgnitas. Conforme ressaltado na Segdo 4.4, como sdo disponiveis
apenas trés equagdes independentes de equilibrio, existem mais incégnitas que equacdes,
e ndo poderemos determinar todas as incégnitas. Enquanto as equagdes IMy=0ce
IMp = 0 conduzem as componentes verticais B_ e AJ,, respectivamente, a equagdo
LF_=0dd somente a soma A +B_das componenges horizontais das reagdes em A e B.
As componentes A _e B . 540 chamadas de estaticamente indeterminadas, e diz-se que a
estrutura é hiperestdtica. Elas podem ser determinadas considerando-se as deformagdes
produzidas na treli¢a pelo carregamento dado, mas esse método estd além do ambito da
estdtica e pertence ao estudo da Resisténcia dos Materiais.

Figura 4.4
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Os vinculos usados na treliga ilustrada na Fig. 4.5a consistem em roletes em
A e B. E evidente que esses vinculos ndo sdo suficientes para manter a trelica sem
movimento. Embora qualquer movimento vertical sejaimpedido, a treli¢a estd livre para
mover-se horizontalmente. Diz-se que a treliga estd parcialmente vinculada,* também
denominada hipoestdtica, Voltando nossa atengdo para a Fig. 4.5, observamos que as
~teagoes em A e B envolvem somente duas incdgnitas. Como sdo trés as equ’at;('ies de
equilibrio, existem nienos incégnitas que equagdes, e uma das equagaef; pqdera néo ser
satisfeita. Enquanto as equagies IM, = 0 e IMp = 0 podem ser satlslf:al.t.'as por uma
escolha apropriada das reagfes em A e B, a equagéo IF = 0ndo ser_é Satlsfe]ta,‘ amenos
que a soma das componentes horizontais das for¢as aplicadas seja zero. Vgnﬁ camos,
entdo, que o equilibrio da treliga da Fig. 4.5 ndo pode ser mantido sob condigdes gerais
de carregamento.

N Q 5
4
C D
A
B
o = -t .
(a)
Figura 4.5 '
L

Do que foi visto acima resulta que, se um corpo rigido estd completamente
vinculado e se as reagdes em seus vinculos séo estaticamente determinadas, devem
existir tantas incégnitas quantas forem as equagdes de equilibrio. Quando essa condigdo
ndo é satisfeita, podemos estar certos de que o corpo rigido néo estd completamente
vinculado, ou que as reagdes em seus vinculos no séo estaticamente determinadas, ou
as duas situagdes ocorrem simultaneamente.

Observemos, entretanto, que embora essa condigdo seja necessdria nao é
suficiente. Em outras palavras, o fato de o nimero de incégnitas ser igual ao nimero de
equagdes ndo é uma garantia de que o corpo esteja completamente vincu!ado ou que as
reagdes em seus vinculos estejam estaticamente determinadas. Consideremos, por
exemplo, a treliga ilustrada na Fig. 4.6a, vinculada por roletes em A, B e E. Apesar qe
existirem trés reagdes desconhecidas A, B e E (Fig. 4.6b), verificamos que a equagio

* Muitas vezes, corpos parcialmente vinculados séo também denominados instaveis. Conludo, para evilar qualquer
confusdo entre esses lipos de instabilidade, devido a vinculos insulicientes, e o tipo de instabilidade considerado
no Cap. 10, que trata do comportiamento de um corpo rigido quando seu equilibrio é perturbado, restringiremos o
uso das palavras estavel e instdvel ao Gltimo caso
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. ZF =0 nio serd satisfeita a menos que a soma das componentes das forgas horizontais

apﬁcadas seja zero. Existe um mimero suficiente de vinculos, mas estes néo estdo
dispostos adequadamente, e a treliga estd livre para mover-se horizontalmente.
Dizemos que a treliga estd vinculada ineficazmente. Como hé somente duas equagdes
de equilibrio para determinar tres incognitas, as reagdes serdo estaticamente inde-
terminadas. Por conseguinte, vinculos ineficazes também produzem indeterminagéo
estdtica.

c D |
‘r
| E
: e s

(a) (b)

H“?‘-
H
m
H
P

. Figura 4.6

Qutro exemplo de vinculagéo ineficaz — e de indeterminagéio estdtica — é o da
treliga ilustrada na Fig. 4.7. Essa treliga é vinculada por uma articulagdo em A e por
roletes em B e C, que no total envolvem quatro incégnitas. Como hd somente trés
equagbes de equilibrio independentes disponiveis, as reagdes nos apoios sdo indeter-
minadas. Por outro lado, observamos que a equagio ZM, = 0 néo pode ser satisfeita para
as condigdes gerais de carregamento, uma vez que as linhas de agdo das reagdes Be C
sdo obrigadas a passar em A. Concluimos que a treliga pode girar em torno de A e que
ela é ineficazmente vinculada.*

§ Al

{a)
Figura 4.7

* A rotagio da treliga em torno de A exige alguma folga nos suportes Be C. Na pratica, tal folga sempre existe.
Podemos, além disso, cbservar que, se a folga for pequena, os deslocamentos dos roletes £ e C, bem coma as
distancias de A as linhas de agfio das reagdes B e C, também serdo pequenos. A equagao LM, = 0 exigira que
as reages B e C sejam muito elevadas, situagao esta que poderd resultar na quebra dos vinculos Be €
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Os exemplos das Figs. 4.6 e 4.7 conduzem-nos & conclusiio de que um corpo
rigido estd ineficazmente vinculado sempre que os vinculos, mesmo quando possam
fornecer um nimero suficiente de reagdes, estdo dispostos de tal modo que as reagdes
sdo todas concorrentes num mesmo ponto ou sdo paralelas.*

Em resumo, para estarmos certos de que um corpo rigido bidimensional esteja
completamente vinculado e que as reagdes, em seus apoios, sejam estaticamente deter-
minadas, devemos verificar se as reagdes envolvem trés — e somente trés — incégnitas
e se os vinculos estdo dispostos de tal modo que ndo exijam que as reagbes sejam
concorrentes ou paralelas.

Os vinculos que envolvem reagdes estaticamente indeterminadas devem ser
usados com cuidado no projeto de estruturas e somente quando houver conhecimento
pleno dos problemas que possam causar. Por outro lado, a andlise de estruturas que
possuem reagdes estaticamente indeterminadas pode ser, freqiientemente, desenvol-
vida, em parte, pelos métodos da estdtica. No caso da trelica da Fig. 4.4, por
exemplo, as componentes verticais das reagdes em A e B foram obtidas das equagdes de
equilibrio.

Por motivos ébvios, os vinculos que produzem restrigdo parcial ou imprépria
deveriam ser evitados nos projetos de estruturas estaciondrias. Contudo, uma estrutura
parcial ou ineficazmente vinculada nfo ruird necessariamente; sob condigGes parti-
culares de carregamento, o equilibrio poder4 ser mantido. Por exemplo, as treligas das
Figs. 4.5 e 4.6 estar#@o em equilibrio se as forgas aplicadas P, Q e S forem verticais. Além
disso, as estruturas projetadas para se mover deveriam ser somente parcialmente
vinculadas ou hipoest4ticas. Um vagdo, por exemplo, seria inutil se fosse completamente
vinculado por meio de freios aplicados permanentemente.

Problema Resolvido 4.1

Um guindaste fixo tem massa igual a 1 000 kg e é usado para levantar uma
caixa de 2 400 kg. Ele é mantido no lugar por um pino articulado em A e um balancim
(apoio simples) em B. O centro de gravidade do guindaste é o ponto G. Determine as
componentes das reagoes em A e B.

* Em virtude do falo de essa situagio ser causada por um inadequado arranjo ou geometria dos vinculos, ista é
denominado muitas vezes instabilidade gecmétrica

e TR T
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5

“B L
2,00 m 4.00 m —

Solugdo. Desenha-se um diagrama de corpo livre do guindaste. Multiplicando
as massas do guindaste e da caixa por g = 9,81 m/s, obtemos os respectivos pesos:
9,81 kN e 23,5 kN. A reagdo no ponto A é uma for¢a de dire¢éo desconhecida, com
componentes A _eA, . Areacdono balancim é perpendicular a superficie do mesmo, sendo,
pois, horizontal. Supomos que A i Ay e B tenham os sentidos da figura.

23,5kN

—Zm‘J—;dm

Determinagéo de B. Impomos que a soma dos momentos em relagao ao ponto
A seja nula. Resulta uma equag¢do que ndo vai conter nem A, nem A, pois os momentos
deA eA emrela¢doa A sdo nulos. Multiplicando o médulo de cada forca pela distancia
de sua linha de a¢do a A, obtemos:

+ B (1,60 m) - (9,81 kN)2,00 m) — (23,5 kN) (6,00 m) = 0

+) LM, =0:
B =+107kN B=107kN > «

Como o resultado é positivo, B tem o sentido da figura.

Determinagéio de A . Determina-se A impondo que a soma das componentes
horizontais das forcas externas é nula:

t, IF =0 A +B=0

A =107kN « «

X

y.
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Como A, é negativo, o sentido de A_é oposto ao da figura.

Determinacio de A 5 Impée-se que a soma das componentes verticais é nula:
+Tsz=0; A, =-981kN-235kN =0
A =+333kN A =333kNT &

Somando vetorialmente as componentes, concluimos que a reagdo em A é de
112 kN ~ 17,3".

B
107,1 kN ‘
-—2m 4m—

Verificagdo. A exatiddo dos valores obtidos pode ser verificada lembrando
que a soma dos momentos das forcas externas, em rela¢do a qualquer ponto, deve ser
nula. Tomando o ponto B, escrevemos: s

+) IMpg=- (9,81 kN) (2,00 m) - (23,5 kN) ( 6,00 m) + (107 kN) (1,50 m) =0

m

Problema Resolvido 4.2

Na ilustragdo, trés cargas sdo aplicadas a uma viga. A viga é apoiada em um
rolete (apoio simples) em A e em uma articulagdo em B. Desprezando o peso da viga,
determine as reagdes em A e B quando @ =75 kN,

k- ‘“w

0.60m 0,60 m
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. Solugdo. Desenha-se um diagrama de corpo livre da viga. A reacdo em A é
vertical e representada por A. A reagdo em B tem componentes B, e B,. Supomos que os
seus sentidos sdo os da figura.

7,5kN 30 kN SCTN

al_
AL
PO Aep—E)m "060m'060m'

Equacdes de Equilibrio. Escrevemos as trés equacgdes abaixo, para o
equiltbrio, e calculamos as reagdes indicadas:

. = B =0
£, SF,=0: B =0 cml e

+ ‘j E MA =0:
— (75 kN) (0,90 m) + By (2,70 m) - (30 kN) (3,30 m) - (30 kN) (3,90 m) = 0

By=105kN By=105kNT<:

+) IMp=0
—A (2,70 m) + (75 kN) (1,80 m) - (30 kN) (0,60 m) — (30 kN) (1,20 m) = 0
A=+30,0kN A=300kN T <

Verificacdo. A correcdo dos resultados obtidos é verificada somando as
componentes verticais das forcas externas:

+1 EFy=30.0kN—75kN+105kN—30kN—30kN=0

Observagdo: Neste problema as reacbes em A e B sdo cm;bas verticais.
Entretanto, elas sdo verticais por razdes distintas. Em A a viga estd apotada em _mlerf,
portanto a reagdo ndo pode ter componente horizontal. Em B a componente horizontal
da reagéo é nula por causa da eq:{aq:‘io de equiltbrio L F = 0 e pelo fato de nenhuma das
outras forcas ter componente horizontal.

A
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Podertamos ter percebido, a primeira vista, que a reagdo em B era vertical.
Entretanto essa prdtica ndo é correta. Correrfamos o risco de omitir a componente B,
guando as condi¢bes de carregamento a exigissem (isto é, quando houvesse uma carga
com componente horizontal). Ainda mais, verificamos que a componente B_ era nula
resolvendo a equagdo de equilibrio IF_ = 0. Se tivéssemos posto B, = 0 de salda,
podertamos esquecer que, de fato, utilizamos essa equagdo correndo o risco de perder o
controle do niimero de equagées disponivel para a solugdo do problema.

Problema Resolvido 4.3

Um vagonete estd em repouso sobre trithos que formam um dngulo de 25" com
a vertical. O peso bruto do vagonete e sua carga é de 27,5 kN e estd aplicado em um ponto
a 0,750 m dos trilhos e a igual disténcia dos dois eixos das rodas. O vagonete é seguro
por um cabo atado a 0,600 m dos trilhos. Determinar a tracdo no cabo e a rea¢do em cada
par de rodas.

Solugéio. Um diagrama de corpo livre para o vagonete é desenhado. A reacio
em cada roda é perpendicular ao trilho, e a forca de tracdo T é paralela aos trilhos. Por
conveniéncia, escolhemos o eixo x paralelo aos trilhos e o eixo y, perpendicular. O peso
de 27,5 kN ¢ decomposto nas componentes x e y.

P =+(27,5kN) cos 25" = + 24,9 kN
Py =—(27,5kN) sen 25" = — 11,62 kN

I

-
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Equagdes de Equilibrio. Tomemos os momentos em relagdo a A para
eliminar T e R,, do cdlculo.

+)ZM, =0
— (11,6 kN) (0,625 m) — (24,9 kN) (0,150 m) + R, (1,250 m)=0
R,=+879kN R,=879kN / &

Agora, tomando os momentos em relagio a B, para eliminar T e R, do calculo,
escrelemaos

+IMp=0: (11,6 kN) (0,625 m) — (24,9 kN) (0,150 m) - R, (1,250 m) = 0

R, =281kN R =281kN » «
O valor de T é determinado pela
LF =0 +249kN-T=0
T =+ 24,9 kN T=249kN ™ «
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24 9 kN
=
\‘. \_‘\ ¥
% Vi \,\r"
VA -
.0 i
2,81 kN R \Y
\ A \
S\

\ TLEKN Y kg
0,625.m N B0 m
\( \ N 24,

\ |3
0.625m R 5N

. N\
8,79 kN N

Os valores calculados das reagées estdo indicados no esbogo ao lado.

Verificagdo. Os cdlculos sdo verificados por meio da equagdo
):Fy: +281kN+87T9kN-11,6kN=0

A verificagdo também poderia ser obtida pelo edlculo do momento em relacéo
a qualquer ponto, exceto A ou B.

Problema Resolvido 4.4

Aestrutura da figura suporta parte do telhado de um pequeno edificio. Sabendo
que a tra¢ao no cabo é de 150 kN, determine a rea¢do no extremo fixo E.

20kN 20kN 20kN 20kN

1,80m |180m |].80m J.SOm_l
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Solugédo. Um diagrama de corpo livre da estrutura e do cabo BDF é desenhado,

" A reagdo no extremo fixo E é representada pelas componentes E, e E, e pelo bindrio de

momento My. As outras forgas que agem no corpo livre sdo as quatro cargas de 20 kN e
a for¢a de 150 kN aplicada na extremidade F do cabo.

Equacdes de Equilibrio. Com

DF = (4,50 m)® + (6,00 m)* = 7,50 m, temos:

4,50 ~
H XF,=0 Ex+m(150kN)—0
E, =-90,0 kN E =90,0kN « «
6,00
+T2Fy=0: Ey—4(20kN)—m(150kN)=0
E,=+200kN ’ Ey=200kNT =
+) IMg=0: (20 kN) (7,20 m) + (20 kN) (5,40 m) + (20 kN) (3,60 m) +
+ 20 KN) (1,80 m) — 200 (150 kN) (4,50 m) + My, = 0

ME=+180kN-m ME=18{}kN-m'j =

4 B/ y N

I
I

Lo}

[O]

Jezsf
o]

6,00 m

'
20kN 20kN 20kN 20kN

B0m {1.80m | 80 m SOm_]

E e JE . \EL
x I ME

L/

E }—a450m—-

150 kN
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Problema Resolvido 4.5

Um peso de 2 kN estd preso @ alavanca AO. A constante da mola BC
é k=50kN/m, e a mola ndo estd esticada quando 0 = 0. Determine a posi¢do de equiltbrio.

P=2kN
r=0075m

Solugéo. For¢a exercida pela mola. Seja s a elongag¢do da mola. Notando que
s = rB, escrevemos F = ks = krQ

Equagio de Equilibrio. Somando os momentos de P e F em relagdo a 6,

2

+) IM,=0: Plsend — r(kr) = 0 senf= S5 0
Substituindo os dados, resulta ‘
2
_ (50 kN/m)(0,075 m) _
senB = (2 kN)(0,20 m) sen 8 = 0,7030
Resolvendo por tentativa, encontra-se
6=0 8=2803 &

Posigio-sem
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Problemas

41 Uma empilhadeira de 2 500 kg é utilizada para levantar uma caixa de 1 200 kg.
Determine a reagio em cada uma das rodas: (a) dianteiras Ae (b)traseiras B.

Figura P4.1

4.2 Um carrinho de mao é utilizado para transportar um cilindro de ar comprimido.
Sabendo que o peso total do carrinho_s’d"jcilindro & de 900 N, determine: (a) a forga vertical P que
dave ser aplicada ao brago do carrinho para manter o sistema na posigdo ilustrada e (b) a reagao
correspondente em cada uma das duas rodas.

450 mm

Figura P4.2
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; 4.3 Uma carga de madeira de peso P = 20 kN esta sendo erguida por um guindaste. O
peso da langa A_BC € 0 pesc combinado do veiculo e do motorista estdo indicados na figulra
Determine a reagéo em cada uma das duas rodas: (a) dianteiras H e (b) traseiras K. '

44 Um.a c'arga de madeira de peso P = 20 kN est4 sendo erguida por um guindaste
Sabendo qug atragao € de 20 kN em toqas as partes do cabo AEF e que o peso da lanca ABC é de‘
2 kN, determine: (&) a tragdo na hast/e‘ CDe (b) a reagao no pino B.

Figuras P4.3e P44 *
200 4.5 Um guindaste montado em um caminhao é utilizado para erguer um compressor de
o 0 N. 0:3 pesos-da langa A8 e do caminhao estao indicados, e o angulo que a langa forma com a
orizontal é o« = 45°. Determine a reagdo em cada uma das rodas: (a) traseiras Ce (b) dianteiras D.

Figura P4.5
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,\(9;3 Para o guindaste do Prob. 4.5, determine o menor valor possivel de a para que o
caminhdo nao tombe quando a carga de 15 kN for levantada.

4.7 Para a viga do Prob. Resolvido 4.2, determine o intervalo de valores de Q para os
quais a viga estara segura, sabendo que o maior valor permitido para cada reagao é de 150 kN e que
areagdo em A deve apontar para cima.

4.8 Trés cargas sdo aplicadas a uma viga leve suspensa por cabos presos em Be D.
Desprezando o peso da viga, determine o intervalo de valores de @ para os quais nenhum dos dois
cabos fica frouxo quando P=0.

4.9 Trés cargas sdo aplicadas auma viga leve que esté suspensa por cabos presos em

Be D. Sabendo que a forga de tragao méxima permitida em cada cabo é 4 kN, determine o intervalo
de valores de Q para os quais o carregamento é seguro, com P = 0. Despreze 0 peso da viga.

B 1
I 1 1,50m
050m 075m 075m

Figuras P4.8 e P4.9

410 Nas condigdes do Prob. 4.9, determine 0 intervalo de valores de Q para 0s quais 0
carregamento & seguro, com P =1 kN,

4141 Determine a maior carga que pode ser erguida pelo guindaste do Prob. 4.3 sem
que ele tombe, sabendo que a maior forga que pode ser exercida pelo cilindro hidraulico Dé 96 kN e
que a malor tragao permitida no cabo AEF & 40 kN.

4.12 f:/m um suporte em forma de T é aplicada uma carga de 200 N. Determine as
reagiesem Ae C. -

4.13 Duas hastes AB e DE estdo ligadas por um perfil, como ilustrado. Sabendo que 3
\racas na haste AB € de 750 N determine: (a) a tragao na haste DE e (b) a reacdo em C.
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rL
_’w\mx

150mm
— Figura P4.12

' 4.14 Duas hastes AB e DE estao ligadas por um perfil, como ilustrado. Determine a

maior forga:que pode ser aplicada pela haste AB no perfil se o maior valor it
ermitido
em Céde 2 000 N. P ido para a reagao

Figuras P4.13 e P4.14

4.15 A alavanca AB esta articulada em C e presa a um cabo de controle em A. Se a

avanca esta SU]QHB auma qua horizontal de 400 N & cadelra
a,‘ e f 4 em B detem‘llne‘ a) a fol' d
" ( } t Gao no cabo
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4.16 Uma treliga pode ser apoiada das trés maneiras ilustradas. Determine as reagoes
nos apoios, em cada caso.

6 kN 6 kN 6 kN
~—20m ——‘
2kN o 2N 2kN
[ N
I,Slm \ &
2kN { 2kN 2 KN ——
L5m \
J A \ A A B
£ 5 B
e BT bz o i = > JJO
(a) b) (c)
Figura P4.16

.-/-1.17 Determine as reagdes em A e B quando: (a) a =0, (b) «=90"e (¢) o =30".

250N

0.15m

Figura P4.17

4.18 Resolva o Prob. 4.17 supondo que a forga de 250 N foi substituida por um binario
de momento 37,5 N - m, de sentido horério.

4.19 Sabendo que a trag@o em todos os pontos da correia @ 300 N, determine as
reagbes nos apoios A e B, quando: (a) a =0, (b) o =90"e (¢) o= 30"
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_;_50 mm
300 mm
300N l
100 mm " 300N
WA £
“iL o J
250 mm 200 mm

Figura P4.19

4.20 Uma barra leve AD esta suspensa por um cabo BE e suporta um bloco de 20 kg
preso em C. As extremidades A e D da barra estao em contato, sem atrito, com as paredes verticais.
Determine a forga de tragdo no cabo BE e as reagoes em Ae D.

75 mm
125 mm 175 mm —+
5 TERRY oAt
. \{/E
o|\.
200 mm C
it

Figura P4.20

4.21 Uma barra leve tem um bloco de 15 kg pendurado em seu ponto médio C. Roletes
em A e B estao apoiados em superficies sem atrito, @ um cabo horizontal AD esta preso em A.
Determine a forga de tragdo no cabo AD e as reagdes em Ae 8.

4.22 Uma haste leve AD esta apoiada, sem atrito, em A, B e C. Uma forga vertical de
600 N (o = 0) é aplicada em D. Determine as reagbes em A, Be C.
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Figura P4.21 Figura P4.22

423 Resolva o Prob. 4.22 supondo que a forga de 600 N esta aplicada normalmente a
haste (o = 30°).

424 Uma chave & utilizada para girar um eixo. Um pino ajusta-se no furo A euma
superficie plana e sem atrito ap6ia-se no ponto B do eixo. Se uma forca P de 250 N de intensidade
for aplicada ao ponto Dda chave, determine: (a) a reagao em Be (b) a componente da reagédo em A
na diregéo perpendicular a AC.

4.25 Com referéncia ao Prob. 4.24, se 0 momento em relagao a C da forga aplicada ao
ponto A do eixo for de 75 N - m, determine: (a) a forga P que deve ser aplicada no ponto D da chave
e (b) o valor correspondente da forga aplicada ao ponto Bda chave.

L——-—‘3’?“nmu
Figuras P4.24 e P4.25

(N

) 4.26 \‘. Uma porta retangular de garagem tem a dimensao AC igual a 2,10 m. Ela é
puxada pbo\cgbo AE preso ac ponto médio da borda superior da porta e esta apoiada, sem atrito,
por pares de roletes, um de cada lado da porta, nos pontos Ae B. Os roletes A movem-se, sem alrito,
em uma guia horizontal, enquanto cs roletes B movem-se, sem atrito, em guias verticais. Se a porta
for mantida na posigae em que BD = 1,05 m, determine: (a) a forga de tragao no cabo AE e (b} a
reagdo em cada um dos quatro roletes.
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E 5]

]

2,10m

Figura P4.26

427 No Prob. 4.26, determine a distancia BD para a qual a tragao no cabo AE é igual a
4500 N.

428 Na figura, a polia é utilizada para manter uma dada tragao na correia de transmis-
sao CDE. A base friangular contém uma mola helicoidal que aplica um binario de momento M no
brago AB, que, por sua vez, empurra a polia B, de 60 mm, contra a correia. Sabendo que na posicao
flustrada a forga de tragdo na correia é T = 300 N, determine: (&) o momento M do binario aplicado
aobrago AB e (b) as componentes horizontal e vertical da forga aplicada em A no brago AB.

T

Figura P4.28

4.29 Um poste de 5,40 m que pesa 1 600 N sustenta as extremidades de dois fios. Os
fios formam com a horizontal os angulos ilustrados e estéo submetidos a forgas de tragao T, = 600N e
T, =375 N. Determine a reagio em A.

430 Parao poste do Prob. 4.29, determine o intervalo de valores de T2 sabendo que o
médulo do memento do bindrio em A nao deve exceder 1 350 N - m quando T, = S00N.

—




g
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Figura P4.29

4.31 Para a estrutura do Prob. Resolvido 4.4, determine o intervalo de valores possiveis
para a forga de tragdo no cabo BDF sabendo que o médulo do momento do binério no extremo fixo
E nao deve exceder 100 kN - m.

4.32 Na haste AD estao aplicadas uma forga vertical P no extremo A e duas forgas
horizontais de mesmo modulo e sentido opostes Q, nos pontos B e C. Desprezando o peso da
haste, obtenha a expressdo de 8 em termos de P e Q, no equilibrio.

Figura P4.32

4.33 Uma barra uniforme AB, de comprimento /e peso P esta suspensa por dois cabos
AC e BC de mesmo comprimento. Determine o angulo 8 correspondente & posigio de equilibrio
quando um binério de momento M é aplicado a barra.
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Figura P4.33

434 e4.35 Uma carga vertical P é aplicada a extremidade B da barra BC. (a) Despre-
zando o peso da barra, expresse o angulo 8 correspondente a posigao de equilibrio em termos de P
e do contrapeso W. (b) Determine o valor de 8 correspondente ao equilibrio para P = 2W.

4.36 Uma carga vertical P é aplicada a extremidade B da barra BC. A constante da
mola é k, e a mola ndo esta esticada quando 6 = 80", (a) Desprezando o peso da barra, expresse o
valor do angulo 8 na posigao de equilibrio, em fungdo de P, k e #. (b) Determine o valor de 8 na
posicdo de equilibrio sabendo que P = kZ/4.

DA Rt T

R

B R

Figura P4.34

Figura P4.35

Figura P4.36

4.37 Uma carga vertical P é aplicada a extremidade B da barra BC. A constante da
mola é k, e a mola ndo estd esticada quando 8 = 0. (a) Desprezando o peso da barra, expresse o
valor do angulo 8, na posigao de equilibrio, em fungao de Pk e #. (b) Determine o valor de 6 na
posigao de equilibrio sabendo que P=2k £ .
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—
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Figura P4.37

438 Um mangote de peso P move-se ao longo de um eixo vertical, sem atrito. A
constante da mola é k, e a mola ndo esti esticada quando y = 0. (a) Deduza uma equacio
envolvendo y, P, ae k que deve ser satisfeita quando o mangote esta em equilibrio. (b) Determine o
valor de k, sabendo que P=60N, a=400mm e que o mangote estd em equilbrio quando
y= 300 mm. :

£y

Figura P4.38 -
#

439 Uma barra delgada AB, de peso P, esté presa a dois blocos A e B que se movem
em guias lisas, como ilustrado. A constante da mola é k, e a mola ndo esta esticada quando AB esta
na horizontal. (a) Desprezando o peso dos blocos, deduza uma equacéo para 6, P, I e k que deve
ser satisfeita quando a barra est4 em equilibrio. (b) Determine o valor de ksabendo que P=30N, I=05m
e que a barra est4 em equilibrio quando 8 = 30"

] ".-'-r);-__--_i: A B S

Equilibrio dos corpos rigidos 245

440 Uma pequena freliga esta apoiada de oito maneiras diferentes, como ilustrado na
figura. Todas as conexdes consistem em articulagdes, roletes e hastes curtas, sem atrito. Em cada
caso, determine: (a) se a trelica estd completa, parcial ou impiopriamente vinculada, (b) se as
reacbes s&o estaticamente determinadas ou indeterminadas e (c) se o equilibrio da treliga € mantido
na posigao ilustrada. Sempre que possivel, calcule as reagbes supondo que o mddulo de P & 50 kN.

mllzum

e B

Figura P4.40

.

4.41 ' Nove placas ratangulares idénticas, de 600 mm x 900 mm, de massa m = 50 kg,
sao mantidas em um plano vertical, como ilustrado. Todos os vinculos consistem em articulagbes,
roletes e hastes curtas, sem atrito. Em cada caso, responda as perguntas do Prob. 4.40 e, sempre
que possivel, calcule as reaghes.

Figura P4.41 'l
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4.6. Equilibrio de um Corpo Submetido a Duas Forgas. Um caso parti-
cular de equilibrio, de considerdvel interesse, é o de um corpo rigido submetido a duas
forgas. Mostraremos que, se um corpo submetido a agdo de duas forcas estd em equiltbrio,
as duas forgas devem ter o mesmo médulo, a mesma linha de agdo e sentidos opostos.

Consideremos uma placa em L submetida a duas forgas F, eF,, que atuam
em A e B, respectivamente (Fig. 4.8a). Se a placa estd em equilibrio, a soma dos
momentos de F; e F,, em relagéio a qualquer eixo, deve ser zero. Inicialmente somamos
0s momentos em relagdo a A: como o momento de F; é obviamente nulo, o momento de
F, tambem deve ser nulo, e, portanto, a linha de agéo de F, deve passar pelo ponto A
(Fig.4.8b). Somando os momentos em relagdo a B, provamos analogamente que a linha
de agdo de F, deve passar pelo ponto B (Fig.4.8¢c). Ambas as forgas tém a mesma linha
de agdo (reta AB). Daequagio L F_=0ou ¥ Fy =, vemos que elas devem ter também

x
o mesmo mddulo e sentidos opostos.

Se varias forgas atuam em dois pontos A e B, as forgas atuantes em A podem
ser substituidas pela sua resultante F,, e as que atuam em B, por sua resultante F,.
Entdo um corpo submetido a duas forgas pode ser definido mais genericamente como
um corpo rigido submetido a forgas que atuam somente em dois pontos. As resultantes
F, e F, devem ter, entdo, a mesma linha de agdo, o mesmo médulo e sentidos opostos,
se o corpo estd em equilibrio.

Veremos, em nosso estudo de estruturas, perfis e mdquinas, que aidentificagao
de um corpo sujeito a duas forgas nos permite simplificar a solugio de certos
problemas,
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4.7. Equilibrio de um Corpo Submetido a Trés For¢as. Outro caso de
equilibrio de grande interesse é o de um corpo submetido a trés forgas ou, mais
genericamente, um corpo rigido submetido a forgas que atuam somente em trés pontos.
Consideremos um corpo rigido submetido a um sistema de forgas que pode ser reduzido
a trés forgas F, F, e Fg, que atuam em A, B e C, respectivamente (Fig. 4.9a).
Mostraremos que, se o corpo estd em equilibrio, as linhas de agdo das trés forgas devem
ser concorrentes ou paralelas.

(b)

Figura 4.9

Como o corpo rigido estd em equilibrio, a soma dos momentos de Fy, F, e Fg
em relagdo a qualquer eixo deve ser nula. Supondo que as linhas de agio de I, e F, se
cortem, e sendo o ponto de intersegao D, somamos 0s momentos em relagdo a D (Figura
49b); como os momentos de F, e F,, em relagdo a D sdo nulos, o momento de F em relagdo
a D também deve ser nulo, e a linha de agao de Fy deve passar pelo ponto D (Fig. 4.9¢).
As trés linhas de agdo sdo concorrentes. A \nica exce¢do ocorre quando nenhuma das
linhas ser cortam; as linhas de agdo, entdo, sdo paralelas.

Embora os problemas referentes a corpos submetidos a trés forgas possam ser
resolvidos pelos métodos gerais das Segdes 4.3 e 4.5, a propriedade estabelecida pode
ser utilizada para resolvé-los graficamente ou por simples relagdes trigonométricas ou
geométricas,

| Problema Resolvido 4.6

Um homem levanta uma viga de 10,0 kg e 4,00 m de comprimento puxando
uma corda. Encontrar a forga de tragdo T na corda e a reagdo em A.

| T
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Solucio. A viga é um corpo submetido a trés for¢as: seu peso P, a for¢a T
exercida pela corda e a rea¢do R do solo em A. Observamos que

P =mg = (10,0 kg) (9,81 m/s?) =981 N

Corpo Submetido a Trés Forgas. Como a viga é um corpo submetido a trés
forgas, estas devem ser concorrentes. A resultante R, portanto, passard atravésdo ponto
de interseg¢do C das linhas de agdo do peso P eda forca de tracdo T. Esse fato serd usado
para determinar o dngulo o.que R forma com a horizontal.

Tracando a vertical BF por B e a horizontal CD por C, observamos que

AF = BF = (AB) cos 45° = (4,00 m) cos 45° = 2,83 m
CD:EF:AE:%(AF‘»: 141 m

BD =(CD)cotg (45" + 25" =(1,41 m) tg 20° = 0,51 m
CE=DF=BF-BD=283m-05lm=232m
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Escrevemos

=586 &

Triangulo de Forgas. Um triangulo de forgas é desenhado, e seus dngulos
internos sdo determinados a partir das dire¢des conhecidas das forgas. Usando a lei dos
senos, escrevemos

T R

_ 98,1 N
sen 31,4

= sen 38,67

T:Sl,gN —

~ sen 110°

R=148N « 586 «
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"Problemas

442 A chave da figura é utilizada para girar um eixo. Um pino ajusta-se ao furo em A,
enquanto um apoio plano, liso, encosta em B. Se uma forga de 300 N, P, for aplicada em D,
determine as reagbes em Ae B.

Figura P4.42

4.43 Umtanque cilindrico de 250 kg tem 2 m de diametro e deve galgar uma-plataforma
de 0,5 m de altura. Um cabo é enrolado no tanque e puxado horizontalmente (ver figura). Sabendo
que o canto A da plataforma é éspero, calcule a forga de tragéo no cabo necessaria para levantar o
tanque e a reagao em A

Figura P4.43

4.44 Com o método da Segdo 4.7, resolva o Prob. 4.17b.
4.45 Com o método da Segdo 4.7, resclva o Prob. 4.17c.

4.46 Uma carga P é aplicada a junta Cda treliga da figura. Determine as reagées em A
e Becom: (a)a=0e (b)a =45"
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4.47 Uma extremidade da barra AB aptia-se no canto A e a oulra esta atada cabo ao
BD. Com uma carga de 150 N aplicada no centro Cda barra, determine a reagao em A e a forga de

tragao no cabo.

360 mam

150 N
|

L—-E-lﬂmm—LWmmJ

Figura P4.47

4.48 Uma vigade madsira com 3,60 m de comprimento pesa 400 N. Ela esta articulada
em A e presa a um cabo BC no ponto B. Determine a reagao em A e a forga de tragao no cabo.

4.49 Com o método da Segao 4.7, resolva o Prob. 4.13.
450 Com o mélodo da Segao 4.7, resalva o Prob.4.12.

/:_51\ Com o métedo da Segao 4.7, resolva o Prob. 4.15.
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.I L—l.mm—-*—l.wn—

400 N

Figura P4.48

452 A barra AB esté articulada em A e apéia-se, sem atrito, em C. Determine as
reagbes em A e C quando uma forga vertical de 170 N é aplicada em B. =

150 mm

170N

Figura P4.52

453 Resolva o Prob. 4.52 supondo que a forga de 170 N aplicada em B é horizontal e
aponta para a esquerda.

454 Apega ACB, em forma de L, est4 articulada em C e presa a um cabo inextensivel
em A e em B. O cabo passa por uma roldana lisa em D. Pode-se supor que a forga de tragdo é a
mesma nas por¢bes AD e BDdo cabo. Sabendo que os médulos das forgas aplicadas em A e Bsio,
respactivaments, P= 150 N @ Q = 0, determine: (a) a forga de tragdo no cabo e (b) a reagéo em C.
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==

)=

AL

300 mm

Figura P4.54

455 Com referéncia ao Prob. 4,54, (a) expresse a tragdo T no cabo em termo das

; intensidades P e Qdas forgas aplicadas em Ae Be (b)tomando P = 150 N, determine o maior valor
: de Qcompativel com o equilibrio.

456 A barra uniforme AB est4 presa em um plano vertical. Suas extremidades estdo

presas a roletes que se apéiam em superficies lisas. Determine a relago entre os angulos 8 e o
quando a barra esta em equilibrio.

Figura P4.56

457 Uma barradelgada de comprimento L est4 apoiada em Ce na parede vertical. Ela

suporta uma carga P em sua extremidade A. Desprezando o atrito @ o peso da barra, determine o
angulo 8 correspondente ao equilfbrio.

) - I S e e =
e T T T S T T i T
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Figura P4.57

. 4.58 Um anel delgado de 2 kg de massa e raio r = 140 mm & mantido apoiado a Iﬁ.ma
parede lisa por um barbante AB de 125 mm. Determine (a) a distancia d, (b) a forga de trago no
barbante e (¢) a reagao em C.

- 140 mmn

Figura P4.58

) . 4.59 Uma haste delgada BC de comprimento e peso P esta presa a dois cabos, como
se vé nafigura. Sabendo que o cabo AB estd na horizontal, determine: (a) o angulo 6 que o cabo CD
forma com a horizontal e (b) a forga de tragdo em cada cabo.

*4.60 Uma haste delgada de comprimento 2A e peso P esta presa a um cursorem Be
apoiada em um cilindro de raio r. Sabando que o cursor pode se deslocar liviemente ao longo de sua
guia vertical, determine o valor de 6 correspondente ao equilibrio. Despreze o atrito.
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Figuras P4.59 e P4.60

461 Umahaste uniforme AB, de cumprimento 3R e peso P, apdia-se no interior de uma
calota hemisférica de raio A, como ilustrado. Desprezando o alrito, determine o angulo & corres-
pondente ao equilibrio.

Figura P4.61

Equilibrio em Trés Dimensdes

4.8. Reagdes nos Vinculos de uma Estrutura Tridimensional. Asreagdes
sobre uma estrutura tridimensional vdo desde uma unica for¢a de diregdo conhecida,
exercida por uma superficie lisa, a um sistema forga-binario, exercido por um engasta-
mento. Conseqiientemente, o nimero de incégnitas associadas com a reagdo em um
vinculo pode variar de um a seis nos problemas que envolvem o equilibrio de uma
estrutura tridimensional. Varios tipos de vinculos e as correspondentes reagdes estdo
ilustrados na Fig. 4.10. Uma maneira simples de determinar o tipo de reagéo correspon-
dente a um dado vinculo e o nimero de incégnitas envolvidas ¢ verificar quais dos seis




=

—binério (ver Probs. 4.86 a 4.89).
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" movimentos fundamentais (translagfio nas diregdes x, ¥ e z, rotagdo em torno dos eixos
' x, y e z) sdo permitidos e quais os impedidos.

Apoios esféricos, superficies lisas e cabos, por exemplo, impedem a translagdo
em uma unica diregdo e etercem, portanto, uma inica forga de linha de agfo conhecida;
cada um envolve uma tinica incégnita, a intensidade da reaghio. Roletes sobre superficies
rugosas e rodas sobre trilhos impedem a translagdo em duas dire¢des; as reagdes
correspondentes sfio constitufdas pelas duas componentes da forga desconhecida,
Superficies rugosas ou dsperas em contato direto e juntas esféricas impedem a trans-
lagdio nas trés diregdes; esses vinculos envolvem as trés componentes da forga
desconhecida.

Alguns vinculos podem impedir tanto rotagio como translagdo; as reagdes
correspondentes incluem, por isso, tanto bindrios como forgas. A reagio em um engasta-
mento, por exemplo, que impede qualquer movimento (tanto rotagao como translagéo),
consiste de trés forgas incégnitas e trés bindrios incégnitos. Uma junta universal,
projetada para permitir rotagfio em relagéio a dois eixos, exercerd uma reago constituida
de trés componentes de for¢a incégnitas e um bindrio incégnito.

Outros vinculos sdo projetados basicamente para impedir translagéo; contudo,
seu projeto é tal que impedem também algumas rotagdes. As reagdes correspondentes
consistem essencialmente em componentes de forgas, mas também podem incluir
bindrios. Um grupo de vinculos desse tipo inclui dobradigas e mancais projetados para
suportar somente cargas radiais (por exemplo, mancais de deslizamentos, mancais de
rolamento). As reagdes correspondentes sfio constituidas de duas componentes de forga, ;
embora possam incluir também dois bindrios. Qutro grupo inclui pino e suporte, E.
dobradiga e mancais, projetados para suportar tanto empuxo axial quanto carga radial 5
(por exemplo, rolamentos de esferas). As reagdes correspondentes sdo constituidas de
trés componentes de forga, embora possam incluir, também, dois bindrios. Contudo,
esses vinculos néo exercerdo qualquer bindrio aprecidvel sob condi¢des normais de uso.
Por conseguinte, somente as componentes de forga devem ser incluidas em sua anilise,
a menos que se ache que os bindrios séo necessarios para manter o equilibrio do corpo
rigido ou a nio ser que o apoio tenha sido projetado especificamente para exercer um

4.9. Equilibrio de um Corpo Rigido em Trés Dimensdes. Vimos na Segio
4.1 que, de maneira geral, sdo necessdrias seis equagdes escalares para exprimir as
condigGes de equilibrio de um corpo rigido no caso tridimensional:

IF =0 5F, =0 IF, =0 (4.2)
IM =0 EMy:O IM =0 (4.3)
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Figura 4.10 Reagdes nos vinculos.
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Essas equagdes podem ser resolvidas para um maximo de seis incdgnitas, que
* geralmente representario as reagdes nos apoios ou conexdes,

Na maioria dos problemas, as equagdes escalares (4.2) e (4.3) serdo mais
convenientemente obtidas se expressarmos, inicialmente, as condigdes de equilibrio do
corpo rigido considerado na forma vetorial. Escrevemos

IF=0 m0= IrxF)=0 IIr(li.].)

e exprimimos as forgas F e os vetores-posigdo r em fungio das componentes escalares e
dos vetores unitdrios. A seguir calculamos todos os produtos vetoriais, ou diretamente,
ou por meio de determinantes (ver Segdo 3.8). Igualando os coeficientes dos vetores
unitdrios a zero em cada uma das relagdes (4.1), obtemos as equagdes escalares
desejadas.

Se as reagbes envolvem mais de seis incégnitas, existem mais incégnitas que
equagdes, e algumas das reagdes sdo estaticamente indeterminadas, nesse caso diz-se
que o corpo é hiperestdtico. Se as reagfes envolvem menos de seis incégnitas, existem
mais equages que incognitas, e algumas equagdes de equilibrio ndo podem ser satis-
feitas sob condigdes gerais de carregamento; o corpo rigido estd parcialmente vinculado,
ou seja, é hipoestdtico. Contudo, sob condigdes particulares de carregamento, correspon-
dentes a um dado problema, as equagées extras se reduzem muitas vezes a identidades
triviais como 0 = 0 e podem ser desprezadas. Embora somente vinculado parcialmente,
o corpo rigido permanece em equilibrio (ver Problemas Resolvidos 4.7 e 4.8). Mesmo com
seis ou mais incdgnitas, é possivel que algumas equagdes de equilibrio ndo sejam
satisfeitas. Isto pode ocorrer quando os vinculos sio tais que as reagies sdo forgas
paralelas ou entdo interceptam a mesma reta; o corpo rigido, nesse caso, estd impropria-
mente vinculado.

Problema Resolvido 4.7

Uma escada de 20 kg, usada para alcancar prateleiras elevadas em um
depdsito, estd apolada por duas rodas flangeadas A e B, montadas sobre um trilho, e por
uma roda nao flangeada C, apoiada contra um trilho fixado @ parede. Um homem de
80 kg sobe a escada e recosta-se para a direita. A linha de agdo do peso P do homem e
da escada combinados intercepta o piso em um ponto D. Determinar as componentes das
reagoesem A, Be C.
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Solugdo. Desenha-se um diegrama de corpo livre para a escada. As for¢as
envolvidas sao o peso combinado do homem e da escada,

P = - mgj = — (80 kg + 20 kg) (9,81 m/s%)j = — (981 N)j

e cinco componentes desconhecidas das reagoes: duas em cada roda flangeada e uma na
roda ndo flangeada. A escada estd, entdo, somente parcialmente vinculada; ela estdlivre
para rolar aolongo dos trilhos. Contudo, jé que a equagdo LF = 0 estd satisfeita, a escada
estd em equilibrio.*

* A escada poderia ainda girar ao redor do eixo AB. Entretanto, dos valores obtidos ¢ facil ver que IM, = 0, no
havendo, pois, rotagio ao redor daquele eixo. (N. do R.T.)
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Lt

Equag¢des de Equilibrio. Impomos que as for¢as que atuam sobre a escada
‘formam um sistema equivalente a zero:

ZF=0: ij+Azk+B}j+sz—(981N}j+Ck=0
{Ay+By—981N)j+(Az+Bz+C)k=0 (1)

IM, =Z(rxF)=0: 1,2i % (Byj + B k) + (0,9 - 0,6k) x (- 981j)

+(06i+3j-12k)xCk =0
Calculando os produtos vetoriais, temos*

1,28k~ 1,2B - 8,8 x 10’k — 5,9 x 10% — 0,6Cj + 3Ci = 0
(3C - 5,9 x 10%)i - (1,2B, + 0,60)j + (1,2B,- 8,8 x 109k = 0 @)

‘I Fazendo os coeficientes de 1, j e k iguais a zero na Eq. (2), obtemos as trés
equagdes escalares seguintes, que expressam que a soma dos momentos em rela¢éo a cada
A ' etxo coordenado deve ser zero:

C=420x10°N
B,=-10x10’N
B, =+73x 102N

3C-59x10%=0
1,2B,+0,6C=0
1,2B —8,8x 102=0

Fazendo os coeficientes de je k iguais a zero na Eq. (1), obtemos duas equagies
escalares que expressam que a soma das componentes nas dire¢des y e z sdo iguais a zero.
Substituindo By, B, e C pelos valores acima obtidos, escrevemos

o 2 -
Ay+By—981—0 Ay+7,3x10 -981=0
A +B,+C=0

A,=+25x10°N
A,-10x10%+20x10°=0 A =-10x102N

-4

* Os momentos neste Problema Resoivido e nos Problemas Resolvidos 4.8 e 4.9 poderiam, também, ter siao
exprassas na farma de um determinante (ver Problema Resolvido 3.10).
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Problema Resolvido 4.8

Um cartaz de 1,50 m x 2,40 m, de densidade uniforme, pesa 1 350 N e estd
vinculado por uma junta esférica em A e por dois cabos. Determine a forga de tragdo em
cada cabo e a reagdo em A.

Solugdo. Desenha-se um diagrama de corpo livre do cartaz. No corpo livre
estdo aplicados seu peso P =~ (1350N)_|T>e as reagdes em A, B e E. A reacdo em A é uma
forca de direcdo desconhecida, representada por trés componentes a determinar. Como
as diregoes das forcas devidas aos cabos sdo conhecidas, cada uma delas introduz apenas
uma incégnita. Hd, pois, duas dessas incégnitas Tyy, e Tpo Como hd apenas cinco
incégnitas, o cartaz estd apenas parcialmente vinculado. Ele pode girar livremente em
torno do eixo x, mas estd em equiltbrio com o carregamento dado, jd que a
equagdo M, = 0 estd satisfeita.

P=—(1350N)j

|
l,20m,‘_;

AT

T T SR N N RS T N —

e el — -
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As componentes das forgas Tpp € Tpe podem ser expressas em termos dos

médulos Ty, e Ty como se segue:

BD = - (2,40 m)i + (1,20 m)j — (2,40 m)k BD=360m
EC = - (1,80 m)i + (0,90 m)j + (0,60 m)k EC=210m
_ 3,
Tgp = Tap [%] =Tpp - gi + éJ' - %k]*
=5
T s T [g—g] = Ty - gi s 3+ %k)*

Equagées de Equilibrio. Impomos que as forgas aplicadas ao cartez sejam
equivalentes a zero:

SF = 0: AJ+Aj+AK+ Ty, + Tyo—(1350N)j=0
@A -2p_ _Sp i@ +dr 437 13s0Ny
« ~3'8p = 7lEch + Ay + 3Ty + 5T - +
2 2, (1)
+ (Az - §TBD + ?TEC)I‘ =0

ZMA=Z{PX F)=0:
(2,40 m)ix Ty (— %i % %J _ %k) "

. 6, 3. 2. _ -
+(L80m)i x Tye (—?1 it Ek; + (1,20 m)ix (-1350N)j= 0

(0,800T 5, + 0,771 g, — 1 620)k +(1,60T,,, - 0,514T; )i =0 (2)

Igualando a zero os coeficientes de j e k na Eq. (2), obtemos equagies escalares
que determinam Ty, e T

3
Tpp = 506 N Tpo=158x10°N &

i b BBl ST B XA

* O autor represenfou as fragdes sem maiores preccupacdes com a precisao envolvida nas medidas diretas. E
", importante, na sua utilizagio, ndo perder de vista a limitagao, em algarismos significativos, que tém numeradores
240m 120m

2 1
\Nomi mplo: = —» — =
e denominadores. Por exemplo 3 360m' 3 360 (N.doR. T}

Equilibrio dos corpos rigidos 263

Igualando a zero os coeficientes dei, j e kna Eq. (1), obtemos trés equagdes que
determinam as componentes de A. Obtemos:

A=+ (1,69x10° N)i + (504 N)j - (114 N)k <

Problema Resolvido 4.9

é 1 = 240 mm e massa 30 kg ¢
A tampa homogénea de um conduto de raio r A
mantida na posigdo horizontal pelo cabo CD. Supondo que o mancal em B ndo exer¢a
qualquer empuxoaxial, determine a for¢a de tragdo no cabo e as componentes das reagdes
em AeB.

Solugéo. Um diagrama de corpo livre é tragado, mostrando-se os eixos coorde-
nados. As forgas que atuam sobre o corpo livre sdo o peso da tampa

P = — mgj = — (30 kg) (9,81 m/s%)j = — (294 N)j

'e as reagdes que envolvem seis incgnitas, a saber: a intensidade da forga T exercida pefo
onentes de forca no mancal A e duas no B. As compgnentes de T sao

cabo, trés comp otit GO GRS

expressas em fungdo do médulo incdgnito T, decompondo-se o vetor
cartesianas e escrevendo
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DC = - (480 mm)i + (240 mm)j — (160 mm)k DC =560 mm
D¢ 6 3 2
T=T & = -2Ti + 275 - 2Tk

W=-(294 Ny

Equacgdes de Equilibrio. Estabelecemos que as forgas que atuam sobre a
tampa do conduto formam um sistema equivalente a zero

IF=0: Axi+AJj+Azk+Bxi+Byj+T—(294Nﬁ-_-0

B 3 2 2 (1)
(A_+B, - $T)1+(Ay+By+ ;T—-294Nh+(Az —?T)k=0
}:MB=IIIXF}z0:

2rkx (AJ+Aj+AK) +@ri+rk)x oTi+ 21— 2

+(ri+rk)x (- 294 N)j=0

3 y . _ @
(—2Ay - 7T+294N)r1+(2Ax - 7T)r]+ (7T 294 Nirk=0

Fazendo os coeficientes dos vetores unitdrios iguais a zero na Eq. (2), escrevemos
trés equagdes escalares, que conduzem a

A, = +49,0N Ay =+73,5N T=343N <

" Vide N, do R, T, & pagina 262.
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Igualando a zero os coeficientes dos vetores unitdrios na Eq. (1), obtemos mais
trés equagbes escalares. Depois, substituindo os valoresde T, A_ e A, nessas equagdes,
obtemos:

A, =+98,0N B =+245N B, =+T35N &

P o o S R e s e e s e )

Problema Resolvido 4.10

Uma cargade 2250 N estd pendurada em um canto Cde um cano rigido ABCD,
que foi dobrado conforme ilustrado. O cano estd vinculado por duas juntas esféricas A e
D, fixadas respectivamente ao solo e & parede vertical, e por um cabo ligado ao ponto
médio E da por¢do BC do tubo e ao ponto G na parede. Determinar: (a) onde G deve estar
situado para que a for¢a de tragéo no cabo seja minima, (b) o valor minimo da forca de
tracdo correspondente.

LN

C
-—I,SDm—-I-—l,SDm N
360m
2250N
Abs S| sem
/ 3.6‘()--[ /

Solugio. O diagrama de corpo livre do cano inclui a carga P = — 2 250 Nj, as
reacées em A e D e a forca T exercida pelo cabo. Para eliminar as reagdes de A e D dos
cdleulos, exprimimos que a soma dos momentos das for¢as em relagdo a AD ¢ zero.
Denoninado A o vetor unitdrio segundo AD, escrevemos

IM,p, = 0: A- (A?:'x'r)arl- (A?xp)zo (1)
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O segundo termo na Eq. (1) pode ser calculado como se segue:

ACx P = (3,60i +3,60j) x (— 2 250j) = — 8,10 x 10°k

_)

AD  360i + 3,60j — 1,80k 2. 2. 1
Yiom e B : : L 15 La | oL

AD 5,40 3t * 30— 3k

A (AC xP)=t’§i ; %j - %k) (- 8,10 x 10%k) = + 2,70 x 10°

B
1,80 m+
4 4 3.6{I m
e P i
s . .P 2250 Nj
v’f, L
A : x
o :
/- : 1,80 m
A gt £
~ Ak Aii
. ——3.60m
Substituindo o valor obtido na Eq. (1), escrevemos
A (ABx T)= —270x10°N - m (2)

Valor Minimo da Forc¢a de Tragdo. Lembrando a propriedade comutativa
para os produtos mistos, reescrevemos a Eq. (2) na forma

T -Ox AB)=-2,70x10°N - m (3)

qute mostra que a projecio de T sobre o vetor A x E € uma constante. Segue-se que T
¢ minimo, quando for paralelo ao vetor

Ax AE = (%i + gj - %k}x (1,80 mi + 3,60 mj) = 1,20 mi — 0,60 mj + 1,20 mk

" Vide N. do R. T. a pagina 262.

Egquiltbrio dos corpos rigidos 267

2. 1. 2
Sendo o vetor unitdrio correspondente (51 -3 + §k) escrevemos

2. s o2 (4)
Tm[nzT (51 B 3') 3 Sk)

Clry.0)

T, /D
D 1

(1,80, 3,60, 1,301 c

P

/‘1

z

Substituindo T ¢ Ax AE na Eq. (3), encontramos T = — 1,50 x 10% Levando

esse valor a Eq. (4), obtemos

T . = —1,00x% 10% + 500 — 1,00 x 10°k T, =150x10°N <

min

Localizacio de G. Como o vetor E_G‘e aforga T, ,, tém a mesma diregdo, suas
componentes devem ser proporcionais. Denominando x, y ¢ 0 as coordenadas de G,

escrevemos

x-180 _y-360_ 0- 180 x=0 y=450m &

—1000 _ +500 ~ —1000

Problemas

462 Uma folha de compensado de 1,20 m x 2,40 m pesa 250 N e foi temporariamente
encostada na coluna CD. Ela ndo escorrega por estar apoiada em pregos salientes fixos em tacos de
madeira colocados em A e B. Dasprezando o atrilo, calcule as reagbes em A BeC.
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axial,

Figura P4.62

4.63 \ Duas correias de transmiss&o passam sobre polias montadas em um eixo que se
apéia em mancais A e D. As polias 1ém raios de 150 mm e 300 mm. Sabendo que o sistema estd em
repouso e que as forcas de tragao sio de 75 N dos dois lados da correia B e de 135 N dos dois lados
da correia C, determine as reagdes em A e D. Suponha que o mancal em D néo exerga empuxo

4.64

Figura P4.63

Resolva o Prob. 4.62 supondo gque as polias giram com velccidade angu'ar

" constanteeque Tz =87 N, Tp =69 Ne To=T=144N.
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l-ll 4.65/ Um sarilho é utilizado para erguer uma carga de 750 N. Determine: (a) o médulo
daforga ﬁoﬂ:ﬂntai P que deve ser aplicada a C para manter o equilibrio e (b} as reagtesem Ae B,
supondo que o mancal em B nao exerga empuxo axial.

750N
Figura P4.65

466 Uma alavanca de 250 mm & soldada ao eixo BE, no qual esta presa uma polia de
300 mm de diametro. O eixo é suportado por mancais em Ce D. Se uma carga de 450 N for aplicada
em A quando a alavanca se encontrar na posigao horizontal, determine: (a) a forga de tragao na
corda e (b) as reagBes em C e D. Suponha que o mancal em D no exerga empuxo axial.

Figura P4.66
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4.67 _ Resolva o Prob. 4.66 supondo que o sixo girou de 60" no sentido horério.
/468 A placa de 20 kg da figura estd suspensa por trés fios. Determine a tragao em
cada fio. |

375 i

125

d o
z e 50 mm ——=1

Figura P4.68

4.69 Na llustragao, a placa retangular pesa 300 N e esta suspensa por 1rés fios.
Determine a tragdo em cada fio.

030m

H[,J,Om\“/‘lzom

Figura P4.69

4.70  Uma carga P ¢ aplicada & placa do Prob. 4.69. Determine o valorde P e o ponio
onde deve ser colocada para que a trag&o seja de 250 N em cada fio.

4.71  Determine a massa e o ponto da placa do Prob. 4.68 onde deve ser colocado o

" bloco de menor massa para que as forgas de trag&o nos trés fios sejam iguais.
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4.72 Do guindaste da figura pende um caixote de 2 000 kg. O guindaste tem uma junta
esferica em A e esta amarrado por dois cabos em D e E. Sabendo que o guindaste estd no plano
vertical xy (¢ = 0), determine: (a) a forga de tragio em cada cabo e (b) a reagao em A.

Figura P4.72

4.73 Resolva o Prob. 4.72 supondo que o guindaste esta em um plano vertical que
forma um angulo ¢ = 20" com o plano xy.

4.74  Alanga ABde 3,60 m est aplicada a forga de 4 250 N ilustrada. Delarmlne (a)a
forga de tragéo em cada cabo e (b) a reagao na junta eslérica em A.

Ml,&Om_

Figura P4.74

4.75 Resolva o Prob. 4.74 supondo que a carga de 4 250 N est4 aplicada no ponto B.

4.76  Uma caixa de 200 kg pende de um cabo que passa sobre uma polia B e esta preso
20 suporte H. A langa AB, de 100 kg, tem uma junta esférica em A e esta presa por dois cabos DE e
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--DF. O centro de gravidade da langa fica no ponto G. Determine: (a) a forga de tragado nos cabos DE
e DF e (b) a reagéo em A.

4.79 Resolvao Prob. 4.78 com o = 60°.

7~

' 4.80" Um caixilho de 0,90 m x 1,50 m pesa 75 N e esta preso por dobradicasem Ae B,
Na figura ele é mantido aberto por uma vara CD de 0,60 m. Supondo que a dobradiga em A nao
exerca empuxo axial, determine: (a) a intensidade da forga exercida pela vara e (b) as reagdes
emAebB.

477 No Prob. 4.72 determine o angulo ¢ para o qual a forga de tragao em BE é
méxima se: (a) nenhum cabo fica frouxo, (b) os cabos BE e BD séo substituidos por hastes que
podem suportar tanto umna forga de tragdo como uma de compressao.

Figura P4.80

4.81 Uma folha de compensado de 1,20 m x 2,40 m é mantida temporariamente em pé
por pregos cravados em De E e por dois sarrafos pregados em A, Be C. Bate vento na face oculta
da folha e supde-se que o efeito equivale ao de uma forga Pk aplicada no centro da tolha. Sabendo
que cada sarrafo suporta forgas axiais de até 1,5 kN, determine: (a) o valor maximo de P e (b) o valor
correspondente da componente z da reagdo em E. Suponha que os pregos estao frouxos e nao
aplicam binrios na tolha.

4,78 Um alcapio que pesa 450 N esta preso por dobradicas nos cantos Ae Be
mantido na posigdo desejada por uma haste CD articulada em C. Um pino, no extremo C da haste,
pode ser encaixado em um dos furos existentes na lateral do algapdo. Com « = 45, determine: (a) a
intensidade da forga exercida pela haste CD e (b) as reagbes nas dobradigas. Suponha que a
dobradiga em B néo exerga empuxo axial.

A

Figura P4.78 Figura P4.81
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4.82 Uma placaretangular de 2,56m x 1,20m, de 200 kg, esta presa por dobradigas em
A e Be porum cabo fixo nos cantos C e Dque passa por um gancho, sem atrito, em E. Supondo que
a forga de tragdo seja a mesma nas duas partes do cabo e que a dobradiga em A ndo exerca empuxo
axial, determine: (&) a trag&o no cabo e (b) as reagdes em A e B.

Figura P4.82

4.83 Resolva o Prob. 4.82 substituindo o cabo CED por outro preso no canto C e no
gancho em E.

4.84 Resolva o Prob. 4.82 substituindo o cabo CED por outro preso no canto D e no
gancho em E.

4.85 Resolva o Prob. 4.82 supondo que o cabo esteja amarrado em E e que a
dobradiga em A é substituida por um rolete que aplica na placa uma forga paralela ao eixo x.

4.86 FResolva o Prob. 4.80 supondo que a dobradiga em A foi removida e que a
dobradiga em B pode aplicar bindrios cujos momentos sdo paralelos aos eixos xe y.

4.87 Resolva o Prob. 4.80 supondo que a dobradica em B foi removida e que a
dobradiga em A pode aplicar bindrios cujos momentos sdo paralelos aos eixos x e y.

4.88 Resolva o Prob. 4.82 supondo gue a dobradica em A foi removida e que a
dobradiga em B pode aplicar binarios com momentos paralelos aos eixos x e y.

4.89 HResolva o Prob. 4.82 supondo que a dobradiga em B foi removida e que a
dobradiga em A pode exercer empuxo axial e bindrio de momentos paralelos aos eixos x e y.

Eguiltbrio dos corpos rigidos 275

4.80 Abarra uniforme AB pesa 60 N. Ela tem uma junta esférica em A e estd presa por
um cabo €D fixo ao ponto médio Cda barra. Sabendo que a barra esta encostada em uma parede
lisa no ponto B, determine: (a) a forga de tragao no cabo e (b) as reagbes em Ae B.

Figura P4.90

491 Abarra uniforme ABpesa 182,5 N. Ela tem uma junta esféricaem Ae apt?ia-sa na
haste CD e na parede vertical. Supondo que a haste e a parede nao 1entlam atrito, det'ermlna: (a) a
forga aplicada pela haste CD em AB e (b) as reagbes em A e B. (Sugestdo: A forga aplicada por CD
em AB deve ser perpendicular a ambas.)

Figura P4.91

4.92 Um catamara de 200 kg navega em curso retilineo com velocidade constante. O
efeito do vento na vela pode ser representado pela forga F = (450 N)i — (600 N)k aplicada no ponto
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decoordenadas x=—0,48m, y =3 m e z=~-0,36 m. Por causa dos esforgos da tripulagéo, o mastro
6 mantido na vertical e os dois cascos estio sujeitos a forgas iguais formadas pelo empuxo B = Bi
com linhas de agfio x= 0,6 m, z=+ 1,2 m, forgas de amrasto D = DI com linhas de agéo y=0,6 m,
z=11,2m e forgas laterais S = Sk com linha de agiio comum x = ~d, y = 0,6 m. Determine: (a) o
médulo D da forga de arrasto e (b) o médulo S de cada uma das forgas laterais e a distancia d que
define sua linha de agao.

Figura P4.92

493 O catamara do Prob. 4.93 é tripulado por dois marinheiros, um de massa 80 kg e
outro de 65 kg. O centro de gravidade do barco fica em x=—-0,9m, z = 0. O marinheiro de 80 kg esta
sentado em x = - 1,5 m, z=+1,2 m, enquanto o de 65 kg inclina-se para fora, a fim de manter o
mastro na vertical. Determine as coordenadas x e z do centro de gravidade do segundo marinheiro.

S~

\ 4.94\\ A fim de desentupir o cano de esgoto AE, um encanador abriu os dois extremos e
mlroduziu\h‘m_éabo flexivel pela abertura A. O cabo gira movido por um motor elétrico, de modo que
a ponta livre abre caminho na medida em que o encanador a empurra pelo cano adentro. As forgas
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aplicadas pelo encanador e pelo motor na ponta do cabo podem ser representados pelo
torsor F = - (32,5 N)j, M = — (146 N - m)j. Determine as reacbes em B, C e Dcausadas pela operagao
de limpeza. Admita que a reagio em cada suporte seja formada por duas componentes perpendicu-
lares ao cano

045m

Figura P4.94

4.95 Resolva o Prob. 4.94 supondo que o encanador ndo aplica forga no extremo do
cabo e que o moator aplica um binério de momento M = — (146 N - mji.

496 A pega ABC, em L, tem uma junta esférica em A e esté presa por trés cabos.
Sabendo que uma carga de 2,4 kN é aplicada em F, determine a forga de tragao em cada cabo.
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4.97 Resalva o Prob. 4.96 com a carga de 2,4 kN aplicada no ponto C.

4.98 Uma caixa retangular tem juntas esféricas em A e £ e um rolete apoiado na

superficie horizontal em B. Determine a reagao em B quando uma forga horizontal de 300 N &
! aplicada ao ponto médio D de CE.

N =
250 188
ml{iy ~ B — mm

Figura P4.98

4.99  Resolva o Prob. 4.98 supondo que a forga de 300 N aplicada em D seja vertical,
para baixo.

4.100 A barra dobrada ABC esta vinculada a parede vertical por meio de duas abraga-
deiras e apdia-se, em C, em outra parede vertical. Desprezando o atrito, determine a reagio em €
quando ura carga de 150 N & aplicada em D, como ilustrado.

150 mm 100 mm

Figura P4.100
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4.101 © suporte ACD tem juntas esféricas em A e D e é suportado por um cabo que
passa por um anel em B e tem as extremidades atadas nos ganchos G e H. No suporte esta aplicada
uma carga P = 268 N no ponto €. Determine a tensao no cabo.

Figura P4.101

-

4.102 Resolva o Prob. 4.101 supondo que o cabo GBH foi substituido por um cabo GB
atado em G e em B.

4103 Resolva o Prob. 4.101 supondo que o cabo GBH foi substituido por um cabo BH
atado em Be em H.

Problemas de Recapitulacao

4104 Um suporte mével é mantido em equilibrio por um cabo preso em C e por rolete
sem atrito em A e B. Para o carregamento da figura, determine: (a) a forga de tragao no cabo e (b} as
reagbesem Ae B. .

4105 Uma forga P de 450 N de intensidade & aplicada a pega ABC, que esta articulada,
sem atrito, em A. Um cabo BOC est4 preso a peca em B e C e passa por uma polia em D, de rf10do
que a forca de tragao é a mesma nos trechos BD e DC do cabo. Determine: (a) a forga de tragdo no
cabo e (b) a reagao em A quando a = 60 mm.
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Figuras P4.104 e P4.105

4,106 A placa ABCD, de 0,65 m x 0,75 m, estd presa por dobradigas em AB e por um fio
CE. Sabendo que a placa é uniforme e pesa 500 N, determine a forga de tragéo no fio.

4107 Resolva o Prob. 4,106 supondo que o fio CE 1di substituido por um fic que
liga EaD.

4108 Determine as reagdes em Be C com a =25 mm.

| oy

200N Dimensio em mm
Figura P4.106 e P4.108

4.109  Uma barra leve AD supcrta uma carga vertical P e esta presa a mangas Be C
‘que desizam fvremente nas hastes da figura. Sabendo que o fio preso em A forma um
@nguic o = 30" com a horizontal, determine: (a) a forga de tragao no fio e (b) as reacbes em Be C
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4110 Trés barras s&o soldadas formando a cantoneira da figura. Ela est4 fixada por
trés pistbes sem atritos. Determine as reagBes em A, B e C sabendoque P=750N, a=250mm,
b =150 mm e ¢ = 200 mm.

Figuras P4.109 e P4.110

4111 Resolva o Prob. 4.110 supondo que a forga P é removida @ que é aplicado o
momento M = + (240N - m)lem B.

4112 Uma forgaP de 300 N é aplicada 4 ponta E do cabo CDE, que passa sob a polia
D e tem a outra ponta presa ao mecanismo em C. Desprezando o pesc do mecanismo e as
dimensGes da polia, determine o valor de & na posigio de equilibrio. A constante da mola
& k = 4 000 N/m, e a mola nao esta esticada quando 6 = 90"

Figura P4.112
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4.113 Uma forga P é aplicada a uma barra dobrada AD que tem qualro tipos diferentes

-de fixagio, como mostra a figura. Determine as reagdes nos vinculos em cada caso.

Cc

L

ic) )
Figura P4.113

4114 Determine as reagdes em A e B para a treliga e o carregamento ilustrados.

-—4mT4 m——4 m“
B
LSGRN 7

25 kN 6m
]

25m
.

a= Wi ! e

Figura P4.114

4115 Nos problemas relacionados a seguir, os corpos rigidos estao completamente
vinculados e as reagdes sio estaticamente determinadas. Para cada um desses corpos rigidos €
possivel criar um conjunio improprio de vinculo mudando uma dimensao do corpo ou a dire¢ao de
uma reagao. Em cada problema, determine o valor de a ou « que resulta em um vinculo impréprio.
(a) Prob. 4.105, (b) Prob. 4.108, (c) Prob. 4.108, (d) Prob. 4.113b e (e) 4.114.

3
%
s
-
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Recapitulagdao e Sumario

Este capitulo foi dedicado ao estudo do equilibrio de corpos rigidos, isto é, a
situagdo em que as forgas externas que atuam sobre um corpo rigido formam um sistema
equivalente a zero [Segdo 4.1].

Equacgoes de equilibrio
Temos entédo

¥F =0 2M0=E(PXF)=0 (‘1.1)

Decompondo cada forga e cada momento em suas componentes cartesianas, podemos
expressar as condigfes necessarias e suficientes para o equilibrio de um corpo rigido
através das seis equagbes escalares seguintes:

¥, =0 IF,=0 IF =0 (4.2)
IM =0 IM =0 M =0 N CE)

Estas equagdes podem ser utilizadas para determinar forgas desconhecidas aplicadas
ao corpo rigido ou reagbes desconhecidas exercidas pelos vinculos.

Diagrama de corpo livre

Quando se resolve um problema envolvendo o equilibrio de um corpo rigido é
essencial considerar todas as forgas que agem sobre o corpo. Portanto, como primeiro
passo na diregdo & solugdo do problema, deve-se desenhar um diagrama de corpo livre
mostrando o corpo em estudo e todas as forgas que agem sobre ele, tanto as conhecidas
como aquelas a determinar [Segdo 4.2]. :

Equilibrio de estruturas bidimensionais

Na primeira parte do capitulo consideramos o equilibrio de uma estrutura
bidimensional, isto é, supomos que a estrutura considerada e as forgas a ela aplicadas
estavam contidas em um plano. Vimos que cada uma das reagdes exercidas sobre a




=
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“estrutura pelos seus vinculos, pode envolver uma, duas ou trés incégnitas, dependendo
‘do tipo de vinculo [Se¢do 4.3].

No caso de uma estrutura bidimensional, as equagdes (4.1) ou (4.2) e (4.3)
reduzem-se as trés equacdes de equilibrio

ZF;:=0 IFy:O IM, =0 (4.5)

onde A é um ponto arbitrdrio no plano da estrutura [Secédo 4.4]. Estas equagées podem
ser utilizadas para calcular trés incégnitas. Embora ao sistema de trés equagies de
equilibrio (4.5) ndo se possam acrescentar novas equagdes, cada uma das equagées pode
ser substitufda por uma outra equagdo. Podemos assim escrever seis conjuntos de
equagdes de equilibrio, tais como

IF_ =0 IM, =0 IM, =0 (4.6)
onde o segmento AB ¢é tomado segundo uma diregdo distinta da do eixo ¥y, ou

IM, =0 IM,=0  IM,=0 4.7)

onde os pontos 4, B e C néo estdo alinhados.

Como cada um dos conjuntos de equagdes de equilfbrio determina apenas trés
varidveis, as reagdes sobre uma estrutura rigida bidimensional podem nao ser completa-
mente determinadas se houver mais de trés incégnitas; elas sio consideradas estatica-
mente indeterminadas [Secao 4.5].

Indeterminacéio estdtica, vinculagéio parcial,
vinculacéo ineficaz

Se os vinculos envolvem menos que trés incégnitas, o equilibrio nio pode ser
mantido em condigbes gerais de carregamento, diz-se que o sistema esta parcialmente
vinculado. Mesmo que as reagbes envolvam exatamente trés incégnitas nio h4 garantia
de que as equagdes de equilibrio possam ser resolvidas determinando as trés incégnitas.
Se a disposi¢éo dos vinculos é de sorte a determinar que as reacées sejam ou concorrentes
ou paralelas, as reagtes sio estaticamente indeterminadas e dizemos que a estrutura é

« tneficazmente vinculada.
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V.

Corpo submetido a duas forg¢as

Dois casos particulares de equilibrio de corpo rigido receberam atengdo especial.
Na Segéo 4.6 um corpo submetido a duas forgas foi definido como um corpo rigido sujeito
a forcas em apenas dois pontos. Foi demonstrado que as resultantes F,e F, destas forgas
devem ter mesmo médulo, mesma linha de a¢do e sentidos opostos (Fig. 4.11), esta
propriedade simplificard a solugdo de certos problemas de capitulos posteriores.

Corpo submetido a trés forcas

Na segdo 4.7 definimos um corpo submetido a trés forgas como um corpo rigido
sujeito a forgas aplicadas apenas em trés pontos. Notou-se que as resultantes F,, Fye
F; destas forgas ou so concorrentes ou sao paralelas. Esta propriedade nos d4 uma
alternativa para a resolugéio de problemas envolvendo corpos sujeitos a trés forgas
[Problema Resolvido 4.6].

Figura4.11

Equilibrio de um corpo tridimensional

Na segunda parte do capitulo consideramos o equiltbrio de um corpo tridimen-
sional e vimos que cada uma das reagdes exercidas sobre o corpo pelos vinculos pode
envolver de uma a seis incégnitas, dependendo do tipo de vinculo [Segéo 4.8].

No caso geral do equilibrio de um corpo tridimensional as seis equagdes esca-
lares de equilibrio, (4.2) e (4.3), devem ser usadas para determinar seis incégnitas [Segao
4.9]. Na maioria dos problemas, entretanto, estas equaces serdo obtidas de maneira
mais conveniente se escrevermos inicialmente

IF = 0 IM, = Z(@rxF) =0 (4.1)
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. & expressarmos as forgas F e os vetores posigdo r em termos de suas componentes

escalares e dos vetores unitdrios. Pode-se entio calcular os produtos vetoriais direta-
mente ou por meio de determinantes, obtendo-se as equagoes escalares procuradas ao
igualar a zero os coeficientes dos vetores unitdrios [Problemas Resolvidos 4.7 a 4.9].

Observamos que até trés componentes de reagées incégnitas podem ser elimi-
nadas calculando-se IM, na segunda das equagdes (4.1), através da escolha conveniente
do ponto O. Ainda, as reagées em dois pontos A e B podem ser eliminadas da solugao de
alguns problemas escrevendo-se a equagéo IM,p = 0, a qual envolve o cdlculo dos
momentos das forcas em relagio a um eixo AB que passa pelos pontos A e B [Problema
Resolvido 4.10].

Se as reagbes envolvem mais de seis incégnitas, algumas delas sio estatica-
mente indeterminadas; se houver menos de seis incégnitas o corpo rigido estard parcial-
mente vinculado. Mesmo com seis ou mais incégnitas o corpo rigido estard impropria-
mentevinculado se os vinculos sdo tais que as reagdes sdo paralelas ou entdo interceptam
a mesma reta.

Forcas Distribuidas:
Centroéides e Baricentros

5.1. Introducéo. Supusemos anteriormente que a atragdo exercida pela Terra
sobre um corpo rigido poderia ser representada por uma tnica forga P. Essa for¢a,
chamada peso do corpo, era aplicada no baricentro (Se¢io 3.2). A Terrarealmente exerce
uma for¢a sobre cada um dos pontos materiais que formam o corpo. A agédo da Terra
sobre um corpo rigido deve ser representada por um grande nimero de pequenas forgas
distribuidas por todo o corpo. Contudo, veremos neste capitulo que todas essas pequenas
forgas podem ser substituidas por uma unica forga equivalente P. Aprenderemos
também a determinar o baricentro, isto é, o ponto de aplicagdo da resultante P, para
corpos de diferentes formas.

Na primeira parte do capitulo consideraremos corpos bidimensionais, tais
como placas e fios contidos em um plano dado. Serdo apresentados dois conceitos
associados a determinagdo do baricentro de uma placa ou fio, isto €, o conceito de
centréide de uma superficie ou curva e o conceito de momento de primeira ordem de uma
superficie ou curva com relagéo a um certo eixo.

Veremos que o cdleulo da drea de uma superficie de revolugdo ou o do velume
de um sélido de revolugdo estdo diretamente ligados & determinagdo do centréide da
curva ou da superficie usadas para gerar a superficie ou o sélido de revolugdo (teoremas
de Pappus e Guldin). Veremos ainda, nas Segdes 5.8 e 5.9, que a determinagdo do
centréide de uma superficie simplifica a anélise de vigas sujeitas a cargas distribuidas
e o caleulo das forgas exercidas em superficies retangulares, tais como comportas e
paredes de represas.

Na parte final do capitulo aprenderemos a determinar o baricentro deum corpo
tridimensional, o centréide de um sélido e os momentos de primeira ordem desse sélido
com relagdo aos planos coordenados.

287
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Superficies e Curvas

5.2. Centro de Gravidade de um Corpo Bidimensional. Consideremos,
inicialmente, uma placa horizontal (Fig. 5.1). Podemos dividir essa placa em n pequenos
elementos. As coordenadas do primeiro elemento séo denominadasx, ey;,as do segundo
elemento, x, e y, etc. As forgas exercidas pela Terra sobre os elementos da placa séo
denominadas AP, AP,, ..., AP, respectivamente. Essas for¢as ou pesos estéo orientados
em diregéo ao centro da Terra; porém, para todas as finalidades préticas, elas podem
ser consideradas paralelas. Sua resultante €, por conseguinte, uma tnica forga na
mesma diregio. O médulo P dessa forga é obtido pela adigio dos médulos dos pesos
elementares

IF : P=AP1+AP2+...+AP,‘

I.My: xP = ZxAP
IM, = 5P =L yAP

i Figura 5.1 Baricentro de uma placa.

Para obter as coordenadas ¥ e ¥ do ponto G, onde a resultante P deve ser
aplicada, escrevemos que os momentos de P em relagdo aos eixos y e x sdo iguais & soma
dos momentos correspondentes dos pesos elementares:

I‘.My: P =x,AP + 2 APy + ...+ x,AP,
IM, : FP =y,AP; + Y, AP, + ... + ¥,AP, (5.1

X

|
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. Se, agora, aumentarmos o nimero de elementos em que a placa ¢ dividida e
diminuirmos simultaneamente o tamanho de cada elemento, teremos, no limite, as
seguintes expressdes:

(5.2)

P =[ap #P=[xdp = [ yap

Essas equagbes definem o peso P e as coordenadas X e ¥ do baricentro G da
placa plana. As mesmas equagdes poderiam ser deduzidas para um arame situado no
plano xy (Fig. 5.2). Observaremos nesse caso que o baricentro G geralmente nfio estar4
sobre o arame.*

SM_= %P =X xAP
M = jP =X yAP

Figura 5.2 Baricentro de um arame.

5.3. Ce'ntréides de Superficies e Curvas. No caso de uma placa homogénea
de espessura uniforme, o médulo AP do peso de um elemento de placa pode ser expresso
como

AP:"{IAA

onde 7 = peso especifico (peso por unidade de volume) do material
t = espessuradaplaca
AA = dreado elemento

O mesmo pode ocorrer no caso de uma placa toda vez que ela tiver furos ou seu contorno ndo for um poligono
convexo. (N.do R. T)

k
|
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Analogamente, podemos exprimir o médulo P do peso da placa inteirana forma

P=yA

onde A é a drea total da placa.

Em unidades do SI, Y é expresso em N!ms. t em metros e as areas Ad e A em
metros quadrados; os pesos AP e P serdo entdo expresso em newtons.*

Substituindo AP e P na equagdo de momentos (5.1) e dividindo por ¥,
escrevemos

EMy'. ﬁ:xlmi+x2M2+... +x, AA
IM,: 31]4.:3,!1&4&1+y2114¢12+‘,.4-3,“_1.511&’l

Se aumentarmos o nimero de elementos em que a superficie A € dividida e
diminuirmos, simultaneamente, o tamanho de cada elemento, obteremos, no limite,

A= _[ydA (5.3)

Essas equacdes definem as coordenadas ¥ e y do baricentro de uma placa
homogénea. O ponto de coordenadas T e ¥ é também conhecido como centrdide C da
superficie A da placa (Fig. 5.3). Se a placa ndo for homogénea, as equagdes ndo podem
ser utilizadas para determinar o baricentro da placa; porém, definem ainda g_g:ggt_toide
da superficie.** a

* Deve-se observar que no Sl um dado material & caracterizado por sua massa especifica p (massa por unidade
de volume) em vez de por seu peso especifico y. Um corpo tem massa especifica constante e peso especifico
variavel. O peso especilico do material pode ser obtido escrevendo-se

Y= P8
onde g, ém mis2. é a acelerago local da gravidade. Como p & expresso em kg!mg. verificamos que ySera expresso

em (kg/m)(mis?), que & NIm®.
* O centréide costuma ainda ser chamado de centro geométrico. (N. do R. T
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IM, = ¥A =LxbA
IM, = A= ZybA

Figura 5.3 Centréide de uma superficie.

No caso de um arame homogéneo de segfio transversal uniforme, o médulo do
peso, AP, de um elemento do arame pode ser expresso como

&zc'=]-'t:l'.z?u'fz‘w

onde y = peso especifico do material
a = 4reada segdo transversal do arame
AL = comprimento do elemento

_ O baricentro do arame coincide, entdo, com o centrdide C da curva L definida
pela forma do arame (Fig. 5.4). As coordenadas x e ¥ do centréide da curva L sédo obtidas
das equagdes

(5.4)

fL:_[de 5!'L=IydL
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Wy: xL = Z xAL
IM, = yL=ZyAL

Figura 5.4 Centréide de uma linha.

5.4. Momentos de Primeira Ordem de Superficies e Curvas. A integral
fxdﬁ da Eq. (5.3) é conhecida como momento de primeira ordem da superficie A em
relagd@o ao eixo y e seré representado por Q.. Analogamente, a integral ,[ ydA define o
momento de primeira ordem de A em rela(;do ao eixo x e é representada por Q..
Escrevemos *

(5.5)

o-futn o[

Comparando as Egs. (5.3) e (5.5), verificamos que os momentos de primeira
ordem da superficie A podem ser expressos como produtos da &rea pelas coordenadas
do centréide:

Q=

Q =yA (5.6)

‘Reciprocamente, as coordenadas do centréide podem ser obtidas dividindo-se
os primeiros momentos da superficie por sua drea. O cdlculo de momentos de primeira
ordem é também ttil na determinagio de forgas cortantes devidas a carregamentos

' transversais, em Resisténcia dos Materiais. Finalmente, observamos que a Eq. (5.6

indica que, se o centréide de uma superficie estiver situado sobre um eixo coordenado,
o momento de primeira ordem da superficie em relagéo ao eixo seré nulo.
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Relagies semelhantes as Egs. (5.5) e (5.6) podem ser utilizadas para definir os
momentos de primeira ordem de uma curva com relagio aos eixos coordenados e para
expressar esses momentos como produtos do comprimento L da curva pelas coordenadas
% e ¥ de seu centréide.

Figura 5.5

Uma superficie A é considerada simétrica em relagdo a um eixo BB' se a todo
ponto P da superficie corresponder um ponto P’ da mesma superficie, de tal modo que o
segmento PP’ seja perpendicular a BB’ e dividido em duas partes iguais por aquele eixo
(Fig.5.5a). UmacurvalL é considerada simétrica em relagio a BB’ se satisfizer condigdes
anélogas. Quando uma superficie A ou uma curva L possuem um eixo de simetria BB’,
ocentréide da superficie ou curva deve estar situado nesse eixo, e o momento deprimeira
ordem em relagéo a BB’ é nulo. De fato, considerando a superficie A da Fig.5.5b, que ¢
simétrica em relagéio ao eixo y, verificamos que a cada elemento de drea dA com abscissa
x corresponde um elemento de drea dA’ de abscissa —x. Resulta que a integral na
primeira das Eqs. (5.5) é nula e, portanto, que Q. = 0. Também resulta, da primeira das
relagdes (5.3), que X = 0. Portanto, se uma super’;(ici‘e A, ou uma curva L, tem um eixo de
simetria, seu centréide C pertence a esse eixo. ' T

Ainda mais, se uma superficie ou curva possui dois eixos de simetria, seu
centréide estd situado na intersegdo desses eixos. (Fig. 5.6). Essa propriedade nos
permite determinar imediatamente o centréide de superficies tais como circulos, elipses,
quadrados, retangulos, tridngulos equildteros ou outras figuras simétricas, como
também centréides de curvas na forma de circunferéncias, perimetro de um quadrado
ete.
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Figura 5.6

Uma superficie é dita simétrica em relacdo a um centro O se a cada elemento
de superficie dA com coordenadas x e y corresponder um elemento de superficie dA’ com
coordenadas —x e —y (Fig. 5.7). Resulta que as integrais nas Egs. (5.5) sdo ambas nulas
e que @x = Qy = 0. Das Eqs. (5.3) obtém-se X = y = 0, isto é, o centréide da superficie
coincide com o centro de simetria 0. De maneira andloga, pode-se mostrar que o
centréide de uma curva simétrica em relagdo ao centro O coincide com O.

Deve-se notar que uma figura que tem um centro de simetria ndo tem,
necessariamente, um eixo de simetria (Fig. 5.7), ao passo que uma figura que tem dois
eixos de simetria ndo tem, necessariamente, um centro de simetria (Fig. 5.6a). Se,
entretanto, uma figura tiver dois eixos de simetria que formam um angulo reto, o ponto
de intersegdo dos eixos serd um centro de simetria (Fig. 5.6b).

Y
-o—x—-'
A JdA
'l
z‘/ H
/ l
i x
o s
Y }_/
Mda
-
Figura 5.7

Centréides de superficies e curvas sem simetria e de superficies e curvas que
tém apenas um eixo de simetria serdo determinados pelos métodos das Segdes 5.6 e 5.7.
Centréides de superficies e curvas com formas comuns sdo dados nas Fig. 5.8z e b. As

. férmulas que determinam esses centréides serdo deduzidas nos Problemas Resolvidos

e nos problemas que seguem as Se¢des 5.6 e 5.7.
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Forma de Superficie | x y B Area
o h bh i
Triangulo ALY
3 ! 2
|
4r 4r r?
Quarto de circulo 3 an T
i 0 4r nr’
Semicirculo 3n 2
Limitada por dois
segmentos de reta da 4b nab
perpendiculares e um an 3n 4
quarto de elipse :
Limitada por um 4b b
segmento de reta e 0 3n T
uma semi-elipse
Limitada por dois
segmentos de reta 3a 3h 2ah
perpendiculares e 8 5 3
uma semiparabola
Limitada por um 3h dah
segmento de reta e 0 5 3
uma paribola
Limitada por dois
segmentos de reta
perpendiculares e um Ba 3h ah
arco de parabola do 4 10 3
2*grau.
Limitada por dois
segmentos de reta
perpendiculares e um n+l a _E'."'_l- R ah
arco de parabola do n+2 4dn+2 n+1
graun.
Setor aircular 2r sen o 0 2
T me or
3a

Figura 5.8a Centréides de formas comuns de superficies.
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3 ¥

. = Compri-

Forma da curva ;2 y mento
Quarto de 2r 2r ar

circunferéncia T n 2

2

Semicircunferéncia 0 ?r or
Arco de rsen 0 Sar

circunferéncia a

Figura 5.8b Centréides de formas comuns de curvas.

5.5. Placas e Arames Compostos. Em muitos casos, uma placa pode ser
dividida em retangulos, tridngulos ou outras das formas usuais mostradas na Fig. 5.8a.
A abscissa X de seu baricentro G pode ser determinada das abscissas X, X, ..., dos
baricentros das vdrias partes, exprimindo que o momento do peso de toda a placa em
relago ao eixo y é igual & soma dos momentos dos pesos das vérias partes em relagéo
ao mesmo eixo (Fig. 5.9). A ordenada Y do baricentro da placa é obtida de maneira Jj
andloga; equacionando-se 0s momentos em rela¢fo ao eixo x: -

IM,; X(Py+Py+..+P) =F\P) + Py + ..+ L. P,
IM,: Y +Py+..+P,) = J1P| + 7Py + .. +7,P,

ou, de forma compacta,

Y zP,= Z35P (57 -
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IM = XIP,=LXP,
IM, = YEP;=XyP

it

Figura 5.9 Baricentro de uma placa composta.

Essas equagdes podem ser resolvidas obtendo-se as coordenadas X e ¥ do
baricentro da placa.

I

Q= FfmI =IXA
Qx = Yma = Zj:r'A:

Figura 5.10 Centréide de uma superficie composta.

Se a placa é homogénea e de espessura constante, o baricentro coincide com o
centréide C de sua superficie. A abscissa X do centréide da superficie pode ser deter-
minada notando que o momento de primeiraordem @ em relagio ao eixoy, da superficie
composta, pode ser expresso seja como o produto de X pela 4rea total seja como a soma dos
momentos de primeira ordem em relagéo ao eixo y das 4reas elementares (Fig. 5.10).

A ordenada Y do centréide é determinada de maneira andloga, a partir do
momento de primeira ordem Q_ da superficie composta:
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Q=X +A+. . +A) =T A +T A+ .. +TA,
Q=Y A +Ay+ .. +A)=T A + T Ay + . + T A,

ou, de forma compacta,

E‘)}-‘:’EME = LFA Q. =YIA =IjA (5.8)

Essas equagdes determinam os momentos de primeira ordem da superficie
composta e também podem ser utilizadas para caleular as coordenadas X e Y de seu
centréide.

Deve-se tomar cuidado para registrar o momento de cada superficie com o sinal
apropriado. Momentos estiticos de superficies, assim como os momentos de forgas,
podem ser positivos ou negativos. Por exemplo, uma superficie cujo centréide estd
localizado & esquerda do eixo y terd um momento estdtico negativo em relagdo a esse
eixo. Também a superficie de um furo terd um sinal negativo (Fig. 5.11).

Analogamente, em muitos casos, é possivel determinar o baricentro de um
arame composto ou o centréide de uma linha composta dividindo-se o arame ou a linha
em elementos mais simples. (Problema Resolvido 5.2).

T | A|ZA
A Semicirculo | — |+ | —
A, Retingulo +t+|+
y Ay Furo circular aprilamif
AR
X[ xg—
ey —

Figura 5.11
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Problema Resolvido 5.1

Determine para a superficie plana da figura (a) os momentos estdticos com

relagdo aos eixos x e y e (b) a posi¢ao do centréide. i

Solugio. A superficie é obtida juntando-se um retangulo, um triagngulo e um
semicirculo, subtraindo-se, em seguida, um circulo. Com o sistema de eixos da figura,
determinam-se as coordenadas do centréide de cada superficie componente, colocando-se
os resultados na tabela. A superficie do furo circular é negativa, pois deve ser subtraida
do restante. Observamos que com os eixos utilizados a coordenada y do centréide ¢
negativa. Os momentos estdticos das superficies componentes sio calculados no sistema
de eixos coordenados da figura, e os resultados estdo anotados na tabela.
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» - - = 3
" Componente | A, mm’ X, mm | y, mm FA, mm® yA, mm
3
Retéangulo (12080) = 9,6 x 10° 60 40 +576x 10° +384x10
1 3 3 =
Tridngulo 5(120X60) = 3,6 x 10 40 -20 +144 % 10 %
2
Semicireulo 15@2& =56x%10° 60 105 +339 %10 +596 % 10%
: ]
Circulo —n(40)? =~ 5,0x10° 60 80 ~301x10° ~402% 10
TA = 13,8 x 10° TFA=+768x10° | EJA=+506x 10°

a) Momentos Estdticos da Superficie. Usando a Eq. (5.8), temos:

Q_=506x 10° mm® <

Q, =758 10° mm® <

Q,=Z¥A,; =506 x 10° mm®
@, =ZEA, =758 x 10> mm’

b) Posi¢do do Centréide. Substituindo, nas equagies que determinam a
posi¢do do centréide de uma superficie composta, os valores da tabela, obtemos:

X 3A, = TRA; X (14 x 10° mm?) = 758 x 10° mm’®
}_( =H4 mm &

YA =55 A; ¥ (14 x 10° mm?) = 506 x 10° mm?

1]
Y=36mm <
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Problema Resolvido 5.2

O tridngulo da figura é feito de um arame fino homogéneo. Determinar seu
baricentro.

Solugiio. Comootridngulo é formado de arame homogéneo, seu baricentro pode
ser localizado determinando o centréide da linha ¢orrespondente. Escolhendo os eixos
coordenados ilustrados, com origem em A, determinamos as coordenadas do centréide
de cada segmento de reta e calculamos seu momento estdtico em relagdo aos eixos
coordenados.

30 em—=
/g‘_ |
T s
Tl . %, S
L e S T,
| i i g
; P L
Segmento | L,em x,cm y,em xL,cm? yL,cm?
AB 60 30 0 1,80 x 10 0
BC 65 30 12,5 1,95 x 103 0,81 x 10?
CA 25 0 12,5 0 0,31 % 103
¥L =150 YxL=375x10% Lyl =1,12 x 10
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Substituindo os valores tirados da tabela nas equagdes que definem o centréide 2 HIF =0 A +B=0
de uma linha composta, obtemos: : P P
A =-B=-T A ==«
T X 1
X 3L = ExL: X (150 em) = 3,75 x 10% cm® X =25,0 cm
X=250mm & | +T2F, = 0: A-P=0 A =P1
Y3L = 5iL: Y (150 cm) = 1,12 x 10° cm?® Y=175cm N

Y=75mm &

Problema Resolvido 5.3

Uma barra semicircular uniforme de peso P e raio r é vinculada por um pino
em A e estd apoiada contra uma superficie lisa em B. Determine as reagoes em A ¢ B.

Adicionando as duas componentes da reagdo em A:

a=[ P g]‘]w

P
lga=pp="

ap(1+d)"

a=arctg! & &

oty

Solugio. Um diagrama de corpo livre é desenhado. As foras que atuam sobre As respostas também podem ser expressas como se segue:

a barra consistem de seu peso P aplicado ao baricentro G, cuja posi¢do é obtida da Fig.

5.8B, da reagdo em A representada por suas componentes A, e A, e da reagdo horizontal A=1049P S723 B=0318P - «
em B: 1
+) M, =0 B2r) A% |=0
AT T o
P
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Problemas

-

l 5.1 ETE Determine a posicéo do centréide da superficie plana da figura.

L}

75 em

—158 l:m‘—‘

5 Tg_l

180 mm

Figura P5.7

|
f L 75 mm-—l-‘!j rmn-l

Figura P5.4

a=125mm

Figura P5.8

—15 m—l i
75cm| —T
¥ 200 mm
10 cm 20 mm
|/ 7 B
-1_'—1.501“11— ’
Figura P5.2 Figura P5.3
¥
20 mi
30 mm
SGE 36 mm
24 mm - 24mm
[ [
T
Figura P5.5 Figura P5.6

r =250 mm

Figura P5.9

1 B0mm

Figura P5.10
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5.11a5.14 Determine a posigo do centride da 4rea plana da figura.

xﬂkgz
Swmm-—1 \

.' 600 mm 500 mm I
f g =k
—>500 mm-—I
Figura P5.11 Figura P5.12
o
Parbola °|  Vétice y 7

ot |2
-

“Figura P5.14

l—ﬁm mm—+—600 m—J

Figura P5.13

515 Determine a abscissa do centréide do segmento de circulo da figura, em fungao de

rea.
A,
- N
- ‘h
A7
C Yo
Aoy Ju
Figura P5.15
5.16 Determine a abscissa do centréide do trapézio da ilustraco, em funcdo de hy, h,
ea '




" * Tensdo de cisalhamento é a forga, por unidade de drea, que atua no sentido de cisalhar (cortar) um corpo, que,
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J!

3 |
I

.
Figura P5.16

517 Localize o centrdide C no Prob. 5.9, em termos de rq @ 1y, @ mostre que quando ry
tende a r, a posigao do centroide tende a de um semicirculo de raio (rq + o) /2.

5.18 Para o semi-anel do Prob. 5.9, determine a razéo entre ryer;paraaqual o
centréide da superficie tem coordenadas x = — 2 ey=0.

5.19  Para a superficie plana do Prob. 5.8, determine a razao entre a e r para a qual o
centréide da superficie € o ponto B.

5.20 Para o semi-anel do Prob. 5.9, determine a razao entre ry e ry para a qual o
centroide da superficie fica na intersecdo da circunferéncia interna com o eixo x.

5.21  Uma estrutura foi construida pregando sete pegas de madeira. Os pregos tém
espacamento uniforme, e a estrutura suporta uma carga vertical. Prova-se, em resisténcia dos ’
materiais, que as tensdes de cisalhamento* nos pregos em A e B sdo proporcionais aos momentos
de primeira ordem em relag&@o ao eixo x, que passa pelo centréide, das superficies escurecidas das
partes a e b, respectivamente, da figura. Sabendo que a forga aplicada no prego A & de 120 N,

determine a forga aplicada no prego B. ; 1
S0~ f—300 50 50—~ [——300 —50

1 . 1 1 |

F === & —;.&iﬁﬁ_mru

N AT :

50 fu  |\[ i

'c ¢

X 400 le T
? ~\[ =50 I - \,J]-—sc

fat) h)

Figura P5.21

no caso, é um prego. Este esta sujeito a uma for¢a que tende a secciond-lo transversalmente. (N.do R. T.)

=]

. y .
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5.22e5.23 O eixo x, horizontal, passa pelo centréide Cda superficic da figura e a divide
em duas partes A, e A,. Determine o momento estdtico de cada parte componante em relacio ao
eixo x e explique os resultados obtidos. '

5.24

Q, 6 o momento eslatico da 4rea escurecida, em relagio ao sixo x. (a) Escreva Q,

em termos de b, ¢ e da distancia y da base da 4rea escurecida ao eixo x. (b) Qual o valor de y para
oqual Gxé maximo'e qual é esse valor maximo?

Y W

—* “ y
|, : 2
2|0 Ay L AT -

5 ) 150 mm l _]_
"
RN
65 ‘ c
I-—-'J-——
150 mm
Diumensies om mm
Figura P5.22 Figura P5.23 Figura P5.24

5.25a5.28 Um arame fino, homogéneo, é utilizado para formar o perimetro da figura
indicada. Localize o centro de gravidade de cada figura de arame formada por:

5.25
5.26
5.27
5.28
5.29

Fig. P5.1.
Fig. P5.2.
Fig. P5.5.
Fig. P5.6.

Uma barra uniforme de forma circular esta presa por um pino em B e apoiada em

uma parede sem atrito em A. Determine as reagbes em Ae B.

Figura P5.29
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1 530 Um arame homogéneo ABCD é dobrado, como se vé na figura. Em Co fio é preso
por uma articulag&o. Determine o comprimento L para que a parte BCD fique em posig&o horizontal,

531 Com referdncia ao Prob. 5.30, determine o comprimento L para que a parte AB
fique em posigéo horizontal.

r—m mm—s} L
B # D

C

60 mm

A

Figuras P5.30 e P5.31

532 Sabendo que o objeto da figura é formado por um arame fino e homogéneo,
determine o comprimento /da parte CE do fio de modo que o baricentro da figura fique localizado no
ponto C, quando (a) 8 = 30" e (b) 8=90".

Figura P5.32

533 Determine a distancia h de modo que o centrdide da superficie escurecida fique o
mais longe possivel acima da linha BB, quando (&) k= 0,25 e (b) k= 0,75.

5.34 Mostre que, quando a distancia h é determinada de maneira a tornar maxima a
distancia y do centréide da superficie escurecida a linha BB', temos y = h.

535 Determine de maneira aproximada a coordenada x do centréide da superficie da
figura
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I

Figuras P5.33 ¢ P5.34

5.36 Determine de maneira aproximada a coordenada y do centréide da superficie da
figura.

Figuras P5.35 e P5.36

5.37 Divida a superficie escurecida, que fica sob a parabola, em cinco segées por retas
verticais e determine de maneira aproximada a coordenada x de seu centr6ide. Aproxime as segdes
por retangulos bee's’. Qual o erro percentual da resposta obtida? (Veja a Fig. 5.8a para a resposta
exata.)

5.38 Resolvao Prob. 5.37 utiizando retangulos do tipo bd d'b'.
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e e S A RS,

5.6. Determinacao do Centréide por Integragiao. O centrdide de uma
superficie limitada por curvas analiticas (isto ¢, curvas definidas por equagdes
algébricas) é determinado geralmente pelo cdlculo das integrais da Eq. (5.3):

iz = (

XA = f xdA 3-'A=J'ydA (5.3)
Se o elemento de drea dA é escolhido como sendo um pequeno retangulo de

lados dx e dy, a determinagéo do centréide requer uma dupla integracio, em x e y. Uma

dupla integragao também serd necessaria se forem utilizadas coordenadas polares e dA

for escolhido como sendo um pequeno quadrado de lados dr e rd@.

Contudo, é possivel, na maioria dos casos, determinar as coordenadas do
centréide de uma superficie efetuando-se uma unica integragdo. Consegue-se isto
escolhendo dA como um retdngulo estreito ou uma faixa fina, ou um setor fino ou
elemento em forma de setor circular (Fig. 5.12); o centréide de um retangulo estreito
estd localizado no seu centro e o centréide de um setor fino, a distancia -g-r de seu vértice
(como para um tridngulo). As coordenadas do centréide da superficie sob consideragéo
sd0, entdo, obtidas igualando-se 0 momento estdtico de toda a superficie, em relagéo a
cada eixo coordenado, & soma (ou integral) dos correspondentes momentos dos elementos
de drea. Denominando %, ey, ascoordenadas do elemento dA, escrevemos

Q)'=m:."fefdA Qx=yA=J§e£dA J sl

Se a drea em si ainda néo for conhecida, também podera ser calculada a partir
desses elementos.

As coordenadasx,; e y, docentréide do elemento de area devem ser expressas
em func¢do das coordenadas de um ponto localizado sobre a curva limitante dessa
superficie. O elemento de 4rea dA deve ser também expresso em termos das coordenadas
do ponto e suas diferenciais. Isto foi feito na Fig. 5.12 para trés tipos comuns de
elementos; o elemento triangular da parte ¢ deve ser usado quando a equacéo da curva
limitante da superficie é dada em coordenadas polares. As expressdes apropriadas
devem ser substituidas nas férmulas (5.9), e a equagdo da curva deve ser utilizada para
exprimir uma das coordenadas em termos da outra. A integracdo é, entdo, reduzida a
uma integral simples, que pode ser obtida segundo as regras usuais do calculo. Quando
a drea e as integrais da Eq. (5.9) forem determinadas, podem-se obter as coordenadas x
e y do centrdide.

i R s O

Forgas distribuidas: centréides e baricentros 331

I =1

Ya= y/2

dA = ydx
(@) (b) (€)

Figura 5.12 Centréides e dreas de elementos diferenciais de superficies.

O centréide de uma linha definida por uma eqlmgso algébrica pode ser
determinado pelo célculo das integrais nas Eqgs. (5.4) da Segdo 5.3:

(5.4)

L= xdl L= [ ydL

i i des, depen-
0 elemento dL deve ser substituido por uma das seguintes expressoes,
dendo do t.i:: de equagdo utilizada para definir a linha (estas expressdes podem ser

deduzidas pelo uso do teorema de Pitdgoras):
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ae, A equagido da linha é, entdo, utilizada para exprimir uma das coordenadas em
fungfio da outra, e a integragdo pode ser desenvolvida pelos métodos de célculo, obtendo-
se assim as coordenadas x e ¥ do centréide. '

5.7, Teoremas de Pappus-Guldin. Esses teoremas, primeiramente enun-
ciados pelo gedmetra grego Pappus, durante o século III a.D. e mais tarde reenunciados
pelo matemético suigo Guldinus ou Guldin (1577-1643), referem-se a superficies e corpos
de revolugdo.

Superficie de revolugdo € uma superficie que pode ser gerada pela rotagéo de
uma curva plana em torno de um eixo fixo. Por exemplo (Fig. 5.13), a superficie de uma
esfera pode ser obtida pela rotagdo de uma semicircunferéncia ABC em torno do
didmetro AC; a superficie lateral de um cone, pela rotagdo de uma reta AB em torno de
um eixo AC; a superficie de um toro ou anel, pela rotagio de uma circunferéncia em
relagdo a um eixo ndo secante. Um corpo de revolugio é um corpo que pode ser gerado
pela rotagfio de uma superficie plana em torno de um eixo fixo. Uma esfera sélida pode
ser obtida pela rotacdo de um semicirculo; um cone, pela rotagfio de uma superficie
triangular, e um toro sélido, pela rotagdo de um circulo (Fig. 5:14).

Esfera Cone

Figura 5.13 Geracdo de uma superficie de revolugio.

Teorema 1. A drea de uma superficie de revolug@o € igual ao comprimento da
curva geratriz multiplicada pela disténcia percorrida pelo centréide da curva durante

a geragdo da superficie,

Cone

Esfera

Figura 5.14 Geracgao de um corpo de revolucio.
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Prova. Consideremos um elemento dL da linha L (Fig. 5.15), que gira ao redor
do eixo x. A éreadA gerada pelo elemento dL é igual a 2ny dL. Assim, a drea total gerada

porL éA = 2nydL.

dL L

dA N

Figura 5.15

Mas, como vimos na Se¢fo 5.3, a integral | y dL é igual a yL. Temos, portanto,

A =2ryL (5.10)

onde 217 & a disténcia percorrida pelo centréide de L. Deve-se observar que a curva
geratriz n#o deve cruzar o eixo em torno do qual gira; se o fizesse, as duas se¢Ges em
ambos os lados do eixo gerariam #reas de sinais opostos, e o teorema néo se aplicaria.

Teorema II. O volume de um corpo de revolugio é igual @ drea geratriz
multiplicada pela disténcia percorrida pelo centréide da superficie, durante a geragio
do corpo.

Figura 5.16

.,



i
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Prova. Consideremos um elemento dA da superficie A que ¢ girado em relagao
ao eixo x (Fig. 5.16). O volume dV gerado pelo elemento dA é igual a 2ny dA. Por
conseguinte, o volume total gerado por A é V = | 2ny dA. Mas, como a integral jy dA é

igual a yA (Se¢do 5.3), temos
V=2nF5A (5.11)

onde 2ny é a distancia percorrida pelo centréide de A. Novamente, deve-se observar que
o teorema néo se aplica se 0 eixo de rotagdo é secante a superficie geratriz.

) Os teoremas de Pappus-Guldin oferecem um modo simples de calcular a 4rea
de superficies de revolugdo e 0 volume de corpos de revolugdo. Também podem ser
utilizados, reciprocamente, para determinar o centréide de uma curva plana quando a
drea da superficie gerada pela curva é conhecida ou para determinar o centréide de
uma superficie plana quando o volume do corpo gerado pela superficie & conhecido (ver
Prob. Resolvido 5.8).

Problema Resolvido 5.4

Determinar, por integragdo direta, o centréide da superficie sob a pardbola.

Solugao. O valor. de ké dezermmado pela substituicdo de x =a ey = b na
equagao dada. Temos b= ka® e, portanto, k = bla> Aequagdo da curva é, por conseguinte,

y=—5x ou x=b%yw*

* Essa equagao vale somente para o semi-eixo x > 0, sobre o qual a figura do problema esta contida, o que explica

- o fato de ter sido desprezado o ramo da pardbola correspondente ax < 0. (N.do R. T.)
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Elemento Diferencial Vertical. Escolhemos o elemento de dron tlustrado e
encontramos a drea total da figura:

b2, [52°T _ab
A=jdA=Iydx= _E =¥ d.x:[ 2 SI =3

O momento estdtico do elemento diferencial em relagdo ao eixoy é X, dA, e o
momento da drea total em relag¢do a esse eixo é

Qf.[ Xy dA = J xydx = _r;x[%xzjdx : [%EZE _ g%

Como Qy = XA, temos

Bl
i
RN
Q
T

EA:dedA E—3‘=T

Da mesma maneira, o momento estdtico do elemento diferencial em relagdo ao eixo x é
¥, dA, e 0 momento estdtico da drea total é:
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Como Q, = yA temos

o ab _ ab?

Sles

b

cial Horizontal. O mesmo resultado pode ser obtido se

to Diferen _ 2
Flemen momentos estdticos da drea sao

consideramos um elemento horizontal. Os

2.2
a —-X
Q =J-EefdA-_-J e [a—x)dy=r; 5 dy

f-gne-g

B =

Q- | suca= ] y@-nar = | y( -5 y”’]dy

g

]

Esses elementos sdo novamente substituidos nas equacgdes que definem o
centréide da Grea para obter ¥ e y.
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Problema Resolvido 5.5
Determinar o centréide do arco de circunferéncia ilustrado.
e =
//\ R S
£ '
" —_——
s
0%

\\ o

Solugfio. Como oarco é simétricoem relagio ao eixo x, temos y = 0. Um elemento
diferencial ¢ escolhido conforme a figura, e o comprimento do arco é determinado por
integragdo:

.L:jd.l.:[x rdd = r J‘l de = 2ra.
a -

O momento do arco em relagdo ao eixo y é

Q}:chﬂ&: Ja (rcos 8) (rd8) = r""r cosedearzlsene]:= 2r% sen @
-a -a
Comon=5-1.,temos
%(2ro) = 2r® sen o = Eiiﬂ
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/,.," . - 3

L’_\\_I = fcusﬂ—/J
[ P

Problema Resolvido 5.6

Determinar a drea de superficie de revolug¢do ilustrada, obtida pela rotagdo de
um arco de quarto de circunferéncia em torno de um eixo vertical.

Solucdo. De acordo com o teorema I de Pappus-Guldin, a drea gerada é igual
ao produto do comprimento do arco pela distancia percorrida por seu centrdide. Repor-
tando-nos a Fig. 5.8b, temos

A=2ﬂr2(r:— 1) 2=
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Problema Resolvido 5.7

O diametro externo de uma polia mede 0,800 m e a segdo reta de seu aro estd
ilustrada na figura. Determinar a massa e o peso do aro, sabendo-se que a polia ¢ feita
de ago e que sua massa especifica é p = 7,85 x 10% kg/m®.

r—ICKJrnm—'1

Solugdo. O volume do aro pode ser encontrado pelo teorema II de Pappus-
Guldin, o qual estabelece que o volume é igual ao produto da drea da se¢do dada pela
distancia percorrida por seu centréide em uma revolu¢do completa. Entretanto, o volume
serd mais facilmente obtido se observarmos que a se¢do reta consiste em um reténgulo
(I) com uma drea positiva e um reténgulo (II) com uma drea negativa.

r—lmmm——l 60 mm
T
e i R =
C“
375 mm 365 mim
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.o

' Distiincia

Compo- Percorrida

nente |Area, mm?> y, mm por C, mm Volume, mm®
I . [+500x10° | 375 |2n(375)=2,36x10° | (5,00x 10%)2,36 x 10%) = 11,80 x 10°
I -1,80x10° | 365 | 2n(365)=2,29x10° | (~1,80 x 10%)(2,29 x 10%) = — £.12 x 10°

Volume do aro = 7,70 x 10°

Como 1 mm = 103 m, temos 1 mm® = (103 m)® = (103 m)® = 10° m® e V = 7,65 x 10 mm3
= (7,70 x 10%(10® m®) = 7,70 x 10 m3

m =pV = (7,85 x 10° kg/m®)(7,70 x 10 m?) m=600kg <
P = mg = (60,0 kg) (9,81 m/s?) = 589 kg - m/s?) P=589N

e T e e e e R S e T T T oo

Problema Resolvido 5.8

Usando os teoremas de Pappus-Guldin, determinar: (a) o centréide de uma
superficie semicircular e (b) o centréide de uma semicircunferéncia. Lembramos que o

volume da esfera é % nr° e que a drea de sua superficie é 4nr.

Solugio. O volume de uma esfera é igual ao produto da drea de um semicirculo

pela distancia percorrida pelo centréide do semictreulo em uma revolucéo em torno do
eLxo x:

V= 2myA

[-R N

rtr3=21ty'(%nr2) ¥y=—— &
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Do mesmo modo, a drea de uma esfera é igual ao produto do comprimento da
semicircunferéncia geratriz pela disténcia percorrida por seu centréide em uma

revolugdo:

2
A=2:5L 47 = 2 () == «

fl."l'r

Problemas ié

5.39 a5.42 Determine, diretamente por integragao, o centrdide da superficie da figura.

—05

Figuras P5.39
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Figuras P5.41 e P.542

5.43a5.48 Obtenha, diretamente por integragio, as expressdes para¥e yd

Fig. 5.8 para:
5.43 Superficie sob uma parabola de grau n (y = kx).
5.44  Um guario da superficie limitada por uma elipse.
5.45 Semicirculo.
5.46 Superficie semiparabdlica.
5.47 Selor circular.

5.48 Um quarto de circunferéncia.

adas na

5.49  Determine, diretamente por integragéo, a coordenada x do centréide da super-

ficie da figura.

5.50 Determine, diretamente por integragéo, a coordenada y do centréide da super-

ficie da figura.

Figuras P5.49 e P5.50

*5.51e"5.52 Determine, diretamente por integragao, o centrdide da superficie da figura.
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W
r=hil+cos @)
f
& < 0
0 * T
Uy =dsin
g,
L %,
\\ L

L Y.,

i— z ™~

Figura P5.51 Figura P5.52

553 Determine o centrdide da superficie escurecida, com b = h.

5.54 Determine o centréide da superficie da figura, com b — ==.

Figuras P5.53 e P5.54

555 Determine o volume do sélido gerado pela rotagdo da superficie do Prob. 5.6 em
torno do eixo: (a) xe (b) y.

5.56 Determine o volume do sélido gerado pela rotagdo do trapézio do Prob. 5.2 em
torno do eixo: (a) x e (b) y.

5.57 Determine o volume do sélido gerado pela rotagao da superficie escurecida, sob a
parabola, em torno do eixo: (a) x e (b) AA".

558 Determine a area e o volume do toro gerado pela rotagéo do circulo da figura em
torno do eixo AA'.
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Figuras P5.57 e P5.58

5.58 Sabendo que duas calotas iguais foram cortadas de uma esfera de madeira de 25
cm de didmetro, determine a 4rea lotal da parte restante.

10 cm

i
- —

Fig_ura P5.59

580 Determine o volume e o peso do sélido do Prob. 5.59. (Peso especifico da madeira
=7,40x103 N/m?3.)

5.61 Um recipiente de alta pressdo tem um didmetro interno de 1 ,60 m. Determine: (a)
o volume do propano liquido necessério para encher o recipiente até uma altura de 120me (b) a
massa dessa quantidade de propano. (A massa especifica do propano liquido é 580 kgfma.]

562 Determine a 4rea da superficie de contato entre o recipiente do Prob. 5.61 & o
propano liquido.

5.63 Determine o volume e a 4rea do corpo da figura.
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5.64 Determine o volume e a massa da pega de ferro fundido obtida pela rotagao da
superficie quadrangular escurecida em torno do eixo de simetria do cano de 12 mm de diametro.
(Massa especifica do ferro fundido = 7,20 x 103 kg/m?.)

Figura P5.64

565 Determine o volume e o peso do botdo sdlido de bronze da figura. (O peso
especifico do bronze & 83,0 x 108 Ntma.)

5.66 Determine a area total do botdo sélido da figura.

CPEESCENRIRP NS S|

r=19,1 mm

Figuras P5.65 ¢ P5.66

5.67 O aro de uma polia com dois sulcos em V tem um diametro externo de 30 cm, é
feito de ferro fundido e pesa 37,5 N. Sabendo que a drea da segio reta do arco é 494 mZ, determine
a distancia y do eixo de rotagao AA’ ao centréide da segao reta do aro. (O peso especifico do ferro

fundido & 84,0 x 10% N/m3.)
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Figura P5.67

5.68 A figura mostra uma segao rela de uma betoneira mével. Detarmine de modo
aproximado: (a) o volume da cagamba e (b) a 4rea das partes curvas da cagamba.

Figura P5.68

5.69 Uma lampada de 60 W tem sua segao reta mostrada na figura. Desprezando a
espessura do vidro, calcule para a parte acima da base: (a) o volume de gés inerte dentro do bulbo
e (b) a 4rea da superficie externa do bulbo.

5.70 Determine o volume do sélido de revolugao formado pela rotagao de cada uma
das figuras planas da figura em torno da aresta vertical (AB). Mostre que os volumes dos sélidos
formados estao na razdo 6:4:3:2:1.
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—-1 I—-lﬁmm

\E_JT_I.Q mm

Figura P5.69

571 Datermine o volume do sélido de revelugao formado pela rotagao de cada uma
das figuras planas da figura em torno da base (BC). Mostre que os volumes dos sélidos formados
estao na razdo 15:10:8:5:3.

ia) (b {e} () (e)

Figuras P5.70 e P5.71

5.8. Cargas Distribuidas sobre Vigas. O conceito de centréide de uma
superficie pode ser utilizado para resolver outros problema_s, além dos referentes ao peso
de placas planas. Consideremos, por exemplo, uma viga que _supor‘ta uma carga
distribuida. Essa carga pode ser constituida pelo peso de materiais apmad(_)s direta ou
indiretamente sobre a viga ou ser causada pelo vento ou presséo hidrostética. A carga
distribuida pode ser representada pelo diagrama de uma carga w suportada por unidade
de comprimento (Fig. 5.17). Essa carga serd expressa em N/m. O médulo da for¢a
exercida sobre um elemento de viga dx é, portanto, dw = w dx, e a carga total suportada

pela viga é

W =I:wdr
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. Mas o produto wdx é igual, em médulo, ao elemento de drea dA mostrado na
Fig. 5.17a, e W é, por conseguinte, igual & drea* total A sob a curva de carga:

: a]l— ?‘f’
—

(&)

Figura 5.17

Determinaremos agora onde uma carga iunica concentrada W, do mesmo
médulo W que a carga distribuida total, deverd ser aplicada sobre a viga, para produzir
as mesmas reagdes nos apoios (Fig. 5.17b). Essa carga concentrada W, que representa
a resultante do dado carregamento distribuido, deve ser equivalente a esse carrega-
mento no que se refere ao diagrama de corpo livre da viga.

O ponto de aplicagdo P da carga concentrada equivalente W ser entéo obtido

igualando-se 0 momento de W em relagdo ao ponto O & soma dos momentos das cargas
elementares dW em relacio a O:

tOP'IW=_|- xdW

mservegiinoredzoédapag 104 NLde BT
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S

ou,comodW=wdx=dAeW=A,

L (5.12)
(OP)A = J xdA
0

Como a integral representa o momento estdtico em relagdo ao eixo w da
superficie sob a curva de carga, ela pode ser substituida pelo produto xA. Por conseguinte,
temos OP = %, onde x é a distancia do eixo w ao centréide C da superficie A (este ndo €
o centréide da viga).

Uma carga distribuida sobre uma viga pode ser entdo substituida por uma
carga concentrada; o médulo dessa iinica carga é igual & drea sob a curva de carga e sua
linha de agdo passa pelo centréide dessa superficie. Contudo, deve-se notar que a carga
é equivalente ao carregamento dado unicamente no que se refere as forgas externas. Isto
pode ser utilizado para determinar as reagdes, mas nao deve ser utilizado no cdlculo de
forgas internas e deflexdes.

5.9. Forgas sobre Superficies Submersas. Outro exemplo do uso de
momentos estaticos e centréides de dreas é obtido pela consideragéo das forcas exercidas
sobre uma superficie retangular submersa em um liquido. Consideremos a placa retan-
gular ilustrada na Fig. 5.18. Ela tem um comprimento L e sua largura, perpendicular
aoplanoda figura, é igual 2 unidade. Como a pressio manométrica® dentro de um liquido
ép =h, onde yé o peso especifico do liquido e h a distancia a superficie livre, a presséo
na placa varia linearmente com a distancia x. A largura da placa sendo tomada igual &
unidade, a pressdo p ¢é igual em médulo & carga w por unidade de comprimento usada
na Secdo 5.8.** Os resultados obtidos naquela se¢do podem ser, entao, usados aqui, e
encontramos gue o médulo da resultante R das for¢as exercidas sobre uma face da placa
¢ igual & drea sob a curva de pressédo. Verificamos também que a linha de a¢do de R
passa através do centréide C dessa superficie.

* Pressio manométrica em um ponto de um liquido é a diferenca entre a presséo no ponto e a pressao nasupe ricie.
Ma superficie age a pressao atmosférica, que ndo é considerada. A pressio absoluta no ponto do liquido sera a
soma da pressac manométrica com a pressao atmosférica.

Pman =vh
Pabs =yh +yat
(N.doR.T)

** Observamos que, enquanto a carga w por unidade de comprimento € expressa em N/m, a pressao p, que
representa uma carga por unidade de &rea, & evorassa em N m? A correspondente unidade do Sl, Nime, &
denominada pascal (Pa).
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Figura 5.18

Observando que a 4rea sob a curva de presséo éigualapgL, ondep é a presséo
no centro E da placa e L o comprimento (ou drea*) da placa, notamos que o médulo R
da resultante pode ser obtido pela multiplicagéo da drea da placa pela pressdo em seu
centro E. Contudo, a resultante R ndo deve ser aplicada em E. Como foi indicado acima,
sua linha de agdo passa através do centréide C da drea sob a curva de pressao. O ponto
de aplicagdo P da resultante R é conhecido como centro de pressao.

Consideremos, a seguir, as forgas exercidas por um liquido sobre uma super-
ficie curva de largura constante (Fig. 5.19a). Como a determinagio da resultante R
dessas forgas, por integragdo direta, nao seria fécil, consideraremos o diagrama de corpo
livre obtido destacando o volume ABD do liquido, limitado pela superficie curva AB e
pelas duas superficies planas AD e DB ilustradas na Fig. 5.19b. As for¢as que atuam
sobre o corpo livre ABD sdo o peso W do volume do liquido destacado, a resultante R,
das for¢as exercidas sobre AD, a resultante R, das for¢as exercidas sobre BD e a
resultante —R das forcas exercidas pela superficte curva sobre o liquido. Essa dltima
resultante é igual, oposta e tem a mesma linha de agdo da resultante R das forgas
exercidas pelo liquido sobre a superficie curva; portanto denominaremos essa resultante
-R. As forgas W, R, e R, podem ser determinadas pelos métodos convencionais; apés
terem sido encontrados seus valores, serd obtida a forga —R pela resolugao das equagdes
de equilibrio de corpo livre da Fig. 5.19b. A resultante R das forgas hidrostaticas
exercidas sobre a superficie curva serd, entéo, obtida trocando-se o sinal de -R.

Os métodos desenvolvidos nesta se¢io podem ser utilizados para determinar
a resultante das forcas hidrostdticas sobre superficies de diques ou comportas retan-
gulares e laminas. As resultantes das forgas submersas sobre superficies de larguras
varidveis serdo determinadas pelos métodos do Cap. 9.

* A superficie de uma placa retangular de comprimento L e largura (b) unitaria tem uma area cujo valor coincide
numericamente com o valor do comprimento L pois L b=L -1 =L unidades de area. (N. doR.T.)

M.m.,; =4
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(a) ) (b}

Figura 5.19

Problema Resolvido 5.9

Uma viga suporta uma carga distribuida conforme ilustrado. (@) Determinar
a carga concentrada equivalente. (b) Determinar as rea¢oes nos apotos.

3
H’WTWWHWW o
3
w4 =1,5x10 Nim

Af j—s
,-——L-.-S.Gm

a) Carga Concentrada Equivalente. O médulo da resultante do carrega-
mento é igual @ drea sob a curva de carga, ¢ a linha de acdo da resultante passa pelo
centréide da referida drea. Dividimos a drea sob a curva de carga em dois triangulos e
construimos a tabela. Para simplificar os cdlculos e a tabulagdo, as cargas por unidade
de comprimento foram convertidas em kN/m.

x=40m

4.5 kNfm
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Componente A, kN X, m A, kN - m
Triéingulo I 45 2,0 9,0
Triangulo IT 13,5 4,0 54,0
YA = 18,0 IxA =63
Entéo X TA = ZFA: X (18kN) =63 kN -m X=35m
18 kN
=«X=35m --1
A 2 B
A carga concentrada equivalente é
W=18kN .l &

e sua linha de acdo estd situada a uma disténcia

X=35madireitade A &

b) Reagdes. A reagdo em A ¢ vertical e denominada A; a reagdo em B é
representada por suas componentes B, e B.. A carga dada pode ser conszderafm como a
soma das duas cargas triangulares indicadas. A resultante de cada carga triangular é
igual & drea do tridngulo® e atua em seu centréide. Escrevemos as seguintes equacdes de
equiltbrio para o diagrama de corpo livre mostrado:

+, IF, = 0: B,=0 <
+) IM, =0 — (4,5 KN)(2,0 m) — (13,5 kN)(4,0 m) + BJ(G,O m)=0

By=10,5kNT e=

* Vide observagio no rodapé da pag. 104. (N. do R. T))
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+) IMp=0 + (4,5 kN)}4m) + (13,56 kN)X2m) - A(6 m) = 0
A= 7,5 kKN T =
A45KN 13,5kN
B.l'
A
2,0 m B,
F—4,0m I
6.0 m {

Solugdo Alternativa. O carregamento distribuido dado pode ser substituido
por sua resultante, que foi encontrada no item (a). As reagdes podem ser determinadas
escrevendo-se as equagbes de equiltbrio XF =0, EM , = 0 e IMp = 0. E temos, novamente,

B_=0 By=10,5kNT

x

A=T5kNT &=

Problema Resolvido 5.10

A figura mostra a secdo transversal de um dique de concreto. Considerar a se¢io
do dique com 1,00 m de espessura e determinar: (a) a resultante das forgas reativas
exercidas pelo solo sobre a base AB do dique e (b) a resuliante das forcas de
pressdo exercidas pela dgua sobre a face BC do digue. Peso especifico do concreto
= 23,5 x 10°N/m®; da dgua = 9,81 x 10°N/m°.

il ¥
540m

ey A

c i e e
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a) Reagdo do Solo. Escolhemos como corpo livre uma se¢io AEFCDB, de
1,00 m de espessura. do dique e da dgua, como tlustrado. As forcas reativas exercidas
pelo solo sobre a base AB sdo representadas por um sistema for¢a-bindrio equivalente
em A. Outras forgas que atuam sobre o corpo livre sdo o peso do dique, representado pelo
peso de suas componentes W, W2 e W, o peso da agua W, e a resultante P das for¢as
de pressdo exercidas sobre a se¢do BD, pela dgua situada a sua direita. Temos

= % (2,70 m)(6,60 m)(1,00 m)(23,5 x 10°N/m?) = 209 x 10°N
W, = (1,50 m)(6,60 m)(1,00 m)(23,54 x 10°N/m®) = 233 x 10°N

W, = :]3" (3,0 m)(5,40 m)(1,00 m)(23,54 x 10°N/m?) = 127 x 10°N

(3,0 m)(5,40 m)(1,00 m)(9,81 x 10°N/m®) = 106 x 10°N

§

% (5,4 m)(1,00 m) x (53,0 x 10°N/m?) = 143 x 10°N

6,60 m

H et ? L Ly
\
M\ '—tﬂﬂm o90m  P=(540m)©81x 10° Nim*)= 530 10" Nfm?
&
Equagées de Equilibrio
t, EF =0 H-143x10°N =0 H=143x10°N > &
+TxIF =0:

7 V-209 x 10°N 233 x 10°N = 127 x 10°N) — 106 x 10°N = 0
V=675x 10°NT <

‘1
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+)EM, =0 (209 x 10°N) (1,80 m) - (233 x 10°N) (3,45 m) —
(127 x 10°N)(5,10 m) — (106 x 10® N)(6,00 m) +

(143 x 10°N) (1,80 m) + M = 0
M=221x10°N-m)

Podemos substituir o sistema forca-binario obtido por uma for¢a tinica que atua
a distancia d a direita de A, onde

_ 221 x10°N-m

3 d=32Tm «
675 x 10°N

b r W, =
-- 106 x 10° N
: P

=143 N
=365
R R=178%10°N

b) Resultante R das Forgas da Agua. A se¢do parabélica da dgua BCD é
escolhida como um corpo livre. As forgas envolvidas sdo: a resultante — R das forgas
exercidas pelo digue sobre a dgua, o peso W, e a forca P. Como essas for¢as devem ser
concorrentes, — R passa pelo ponto de mterseg:aa G de W, e P. Desenha-se um triangulo
de for¢as, do qual é determinado o médulo e a dire¢do de R. A resultante R das for¢as
exercidas pela dgua sobre a face BC é igual e oposta:

R=178x10°N > 36,5° «

O e N RN
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“*Problemas

5.72e5.73 Determine 0 médulo e a localizagdo da resultante das cargas distribuidas da
ilustragdo. Calcule também as reactes em Ae B.

- Paribola
2000 Nim 2000 Nfm Vértice
L 1500 Nim
/ 900 Nim
A : : v B A B
-’ b Rk ]
2 4m ! } 6m
Figura P5.72 Figura P5.73

5.74a 579 Determine as reagbes nos apoios das vigas para as condigbes de carrega-
mento dadas.

333 kN/m 3kNm
A =B Af : i
B
?1.5 mJ ?
0:30 ' o '09m
Figura P5.75 Figura P5.76
N 12 kNIm 2,4kNim S
Al TR T TR 18 e Py T B Al=SSSE C e et o) |
T
1,5 m 0,5 m —1,2m 1LBm——12m \U\Lljfmi.'m
3,6m !
Figura P5.77 Figura P5.78 Figura P5.79
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580 Determine as reacbes nos apoios das vigas para as condigbes de carregamento
dadas, quando o, = 6,67 kN/m.

581 Determine: (a) a carga distribulda o, na extremidade A da viga ABC de modo que
areagdo em C seja nula e (b) a correspondente reagéo em B.

ﬂﬂTﬂW“

4C

—1,;0 mliz.m mJ:ﬁ

Figuras P5.80 e P5.81

582 A viga AB est4 submetida a duas cargas concentradas e apoiada no solo, o qual
exerce uma carga distribulda, finear, como mostra a figura. Determine os valores de w, e wg
correspondentes ao equilibrio.

Figura P5.82

583 Com referdncia ao Prob. 5.82, determine: (a) a distancia a para a qual w, = 20 kN/m
& (b) o valor correspondente de wg.

Nos problemas abaixo, utilize os valores y=1,00x 10314:gfmEI para a massa especifica
da aguae Yo = 2,40 x 10° kg.frn3 para a massa especifica do concreto.

5.8405.85 A figura mostra a se¢o de uma represa de concreto. Considere uma segao
de 1 m de espessura e determine: (a) a resultante das forgas de reago do solo sobre a base ABda

- represa e (b) a resultante das forgas devidas & pressao da 4gua na face BC da represa.
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f—3m 1,5 m~|
Vétice-_ |

Figura P5.84

5.86 Umacomportade 1,5m x 1,5 m esté localizada em uma parede, abaixo do nivel
da dgua. (a) Determine a intensidade e a localizagao da resultante das forgas exercidas pela 4guana
comporta. (b) Se a comporta esta articulada em sua borda superior A, determine a forga aplicada na
comporta pela escora BC.

iy

B
il
ey
kS
B .
) P
=

. Figura P5.86

5.87 NoProb. 5.86, determine a profundidade d da agua para que a forga aplicada pela
escora BC na componrta seja de: (a) 20 kN e (b) 9 kN.

5.88 Uma valvula automatica é constitulda de uma placa de 225 mm x 225 mm que
pode girar em torno de um eixo horizontal em A, que fica a uma distancia h = 90 mm acima da borda
inferior. Determine a prolundidade d da 4gua para a qual a vélvula se abre.

5.89 Com referéncia ao Prob. 5.88, se a vélvula se abrir quando a profundidade da
fégua for d = 450 mm, determine a distancia h da borda inferior da valvula ao eixo que passa por A.
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Figura P5.88 e P5.89

590 A comporta AB fica no extremo de um canal de agua de 2 m de largura e esta
suspensa por dobradigas presas em sua borda superior A. Sabendo que o fundo do canal & liso,
determine as reagoes em Ae Bcomd =24 m.

591 Resolvao Prob. 5.90comd=18m.

592 A comporta quadrada AB é mantida na posigao da figura por dobradigas presas a
sua borda superior A e por um pino em B. Parauma profundidade de 4gua d = 1,05 m, determine a
forga aplicada na comporta pelo pino.

0,75 m

Figura P5.92

Figura P5.90
593 Resolvao Prob.5.92 com d=1,50m.

5.94 Um recipiente & suportado por uma dobradiga continua presa a sua borda inferior
e por cabos horizontais presos a sua borda superior. Determine a tragdo em cada cabo quando o
recipiente esta completamente cheio de agua.

5.95 Determine o menor valor possivel da largura a da represa retangular de concreto
para que ela ndo tombe girando em torno de A quando d = 3,0 m. Suponha que exista vedagao em
B para que nao haja pressao da agua embaixo da represa.
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r=05m

Figura P5.94

596 Resolva o Prob. 5.95 supondo que haja vedagio apenas em A e que a pressao
hidrost4tica embaixo da represa seja igual & press&o em B.

5§97 Sabendo que a largura da represa retangular de concreto é a= 0,90 m, determine
o maior valor possivel para a profundidade d da 4gua, a fim de que a represa néo tombe girando em
torno de A. Suponha que h4 vedagio em B para que n&o haja presséo da 4gua embaixo da represa.

Figuras P5.95 e P5.97

508 A extremidade de um canal de 4gua é formada por uma chapa ABCD de 0,4 m de
largura, articulada em B. Sabendo que a=0,5m, determine as reagbesem A e B.

5.99 No Prob. 5.98, determine o comprimento a para o qual a reagio em A é nula.

Figuras P5.98 e P5.99
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e B e e B e e R

Sélidos

5.10. Baricentro de um Corpo Tridimensional. Centréide de um
Sélido.* O baricentro G de um corpo tridimensional é obtido dividindo-se o corpo em
pequenos elementos e considerando que o peso P do corpo, aplicado em G, é equivalente
ao sistema de forgas distribuidas AP, representativas dos pesos dos pequenos elementos.
Escolhendo o eixo y vertical, com sentido positivo para cima (Fig. 5.20), e denominando
7 o vetor-posi¢éo de G, escrevemnos que P é igual & soma dos pesos elementares AP e que
seu momento em relagdo a O ¢ igual & soma dos momentos em relagéo a O dos pesos
elementares:

IF: —Pj = Z(-APj)
IM,,: TX (=P j) = Zrx (-AP j)] (5.13)

=1

P=-P|

Figura 5.20
Reescrevendo a dltima equagéo na forma

P X (-§) = (ErAP) x () (5.14)

* Neste capitulo, entende-se por sélido a nogio geométrica comum. O termo volume refere-se a um nimero que
rapresenta a medida do volume do sélido, como & costume em vernaculo corente. (N.doR. T)

.
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observamos que o peso P do corpo serd equivalente ao sistema dos pesos elementares
AP se forem satisfeitas as seguintes condigdes:

P =ZAP TP = IrAP

Aumentando o nimero de elementos e diminuindo, simultaneamente, o tamanho de
cada elemento, obtemos no limite:

P= _[dP — erp (5.15)

Observamos que as relagdes obtidas sio independentes da orientagio do corpo. Por
exemplo, se o corpo e os eixos coordenados fossem girados de tal modo que o eixo z
apontasse paracima, o vetor unitdrio —j seria substituido per —k nas Egs. (5.13) e (5.14),
mas as relagdes (5.15) permaneceriam inalteradas. Decompondo os vetores F e r em
componentes cartesianas, verificamos que a segunda das relagdes (5.15) é equivalente
as trés equagdes escalares

(5.16)

iP:j,de 9P=Iydp zpzfzdp

Se o corpo é feito de material homogéneo de peso especifico v, o valor dP do
peso de um elemento infinitesimal pode ser expresso em fungio do volume dV do
elemento, e o peso total P em fungdo do volume V. Escrevemos:

dP = ydV P= W

Subtituindo dP e P na segunda das relagdes (5.15), escrevemos

d‘(
A
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ou, na forma escalar,

= =.[ xdv y‘V=j ydVv FAY :J 2dV (5.18)

O ponto de coordenadas X, ¥, Z é também conhecido como centréide C do sélido
de volume V. Se o corpo ndo é homogéneo, as Eqs. (5.18) ndo podem ser usadas para
determinar o baricentro do corpo; elas ainda definem, entretanto, o centréide do sélido.

A integral | xdV ¢é conhecida como momento estdtico ou momento de primeira
ordem do sélido em relagdo ao plano yz. Analogamente, as inbegrais,[de e | zav
definem os momentos est4ticos ou momentos de primeira ordem do sélido em relagéo ao
plano zx e ao plano xy, respectivamente. Vé-se pelas Egs. (5.18) que, se o centréide de
um sélido estd localizado em um plano coordenado, o momento estdtico do sélido em
relagio a esse plano é zero.

Um sélido é considerado simétrico em relagdo a um dado plano se a todo ponto
P do s6lido corresponde um ponto P do mesmo sélido tal que o segmento PP’ seja
perpendicular ao dado plano e dividido em duas partes iguais por esse plano. O plano é
chamado plano de simetria do sélido. Quando um sélido V possui um plano de simetria,
o momento estatico de V em relagdo ao plano é nulo e o centréide do sélido deve estar
localizado nesse plano. Quando um sélido tem dois planos de simetria, o centréide do
sélido deve estar localizado sobre a reta intersecgdo dos dois planos. Finalmente, quando
um sélido possui trés planos de simetria que se interceptam num ponto definido (isto €,
nio ao longo de uma reta comum), o ponto de intersegdo dos trés planos deve coincidir
com o centroide do sélido. Essa propriedade nos permite determinar, imediatamente, o
centréide de esferas, elipséides, cubos, paralelepipedos retangulares ete.

Centréides de sélidos ndo-simétricos ou de sélidos que possuam somente um
ou dois planos de simetria serdo determinados por integragdo (Segdo 5.12). Centréides
de formas usuais de sélidos estdo indicados na Fig. 5.21. Deve-se observar que o
centréide de um sélido de revolugio em geral ndo coincide com o centréide de sua segdo
transversal. Por exemplo, o centréide de um hemisfério é diferente do de um semicirculo,
¢ o centréide de um cone é diferente do de um triangulo.
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Forma ¥ Volume
Hemisfrio % tra?
Semi-clipsdide 3h irath

de revolugho 8
Paraboldide de h
revoiugho 3 dmath
h
Cone L] 2
3 drath
. h
Pirimide ] 4abh

Figura 5.21 Centréides de formas usuais de sélidos.
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5.11. Corpos Compostos. Se um corpo pode ser dividido em diversos outros
que possuem as formas usuais ilustradas na Fig. 5.21, seu baricentro G pode ser
determinado igualando-se o0 momento de seu peso total em relagfio a O & soma dos
momentos dos pesos das vérias partes componentes em relagio a esse mesmo ponto.
Procedendo como na Segéio 5.10, obtemos as seguintes equagées, que definem as coorde-
nadas X, Y e Z do baricentro G:

XIP=%:xP YzP= LyP ZsP= x3P (5.19)

Se o corpo é feito de material homogéneo, seu baricentro coincide com o
centréide de seu volume, podendo-se utilizar as seguintes equagdes:

XIV=X3V YIV=X3V ZIV= 13V (5.20)

5.12. Determinacdo dos Centréides S6lidos por Integragéio. O centréide
de um sélido limitado por superficies analiticas pode ser determinado pelo célculo das
integrais dadas na Seg¢fo 5.10:

fV:deV W=!de 7V=J-2dV (5.21)

Se 0 elemento dV escolhido é igual a um pequeno cubo de lados dx, dy e dz, a
determinagédo de cada uma dessas integrais requer uma integragéo tripla, emx, y e z.
Contudo, serd possfvel determinar as coordenadas do centréide da maioria dos sélidos
por dupla integragdo se dV for escolhido como sendo igual ao volume de uma fibra
delgada, ilustrado na Fig. 5.22. As coordenadas do centréide do sélido sdo entéo obtidas
escrevendo-se

[ wlnger wefow| O
V= xdcﬂ( yV=]3,dV ZV= zddV

"e substituindo-se o volume dV e as coordenadas X, Y © 2y pelas expressdes dadas

na Fig. 5.22. Usando a equagéo da superficie para exprimir z em fungdo de x e y, a
integracdo se reduz a uma dupla integragioemx e y.
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R W
T =L g =W 3 =73

dV =z dx dy

Figura 5.22 Determinagéo do centréide de um sélido por dupla integragdo.

Se o0 s6lido em consideragdo possuir dois planos de simetria, seu centréide deve
estar localizado sobre a reta de intersegdo desses planos. Escolhendo o eixo x ao longo
dessa linha, temos

e a unica coordenada a ser determinada é . Isto serd realizado mais convenientemente
dividindo-se o sélido dado em finas fatias paralelas ao plano yz. No caso particular de
um sélido de revolugdo, essas fatias sdo circulares e seu volume dV é dado na Fig. 5.23.
Substiduindo X,; e dV na equagdo

(5.23)
fV:j X, dv

‘e exprimindo o raio r da fatia em fungio de x, podemos determinar ¥ por uma dnica
integragéo.
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IUI=:

dv=mrldx

Figura 5.28 Determinagdo do centréide de um sélido de revolugéo.

Problema Resolvido 5.11

Determinar o baricentro do corpo homogéneo, de revolugdo, ilustrado.

Ffmomm—-i
"Wl

Solugdo. Por causa da simetria, o baricentro se situa sobre o eixo x. O corpo é
constitutdo de um hemisfério, mais um cilindro, menos um cone, como ilustrado. O
volume e a abscissa do centrdide de cada uma dessas componentes sdo obtidos da Fig.
5.21 e registrados na tabela abaixo. Todas as dimensdes foram convertidas em centt-
metros para evitar valores numéricos excessivamente grandes no cdlculo dos volumes e
momentos de volumes. Sdo caleulados o volume total do corpo e 0 momento estdtico com

relagdo ao plano yz.
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(6,00 cm) =225 em 2(100cm) =75 cm
‘Componente Volume, cm® X, 3 2
. X, cm xV, em | Solugio. A peca é formada por um paralelepipedo retangular (I), um quarto
5 & i de cilindro (I), menos dois cilindros de 25 mm de diémetro (III e IV). O volume e as
Hemisfério 14m o008 _ 450 J B 3 | coordenadas do centréide de cada elemento sdo anotados na tabela abaixo. Com esses
2 g 6,00 2,25 1,02 x 10 dados sdo entdo determinados o volume total e os momentos estdticos do volume em
Gilindro 2(6,00%(10,0) = 1,13 x 10° +5,00 +5,68510% relacdo a cada plano coordenado.
Cone - 1:;- (6,00)%(10,0) = — 377 + 7,50 -2,83x 10° '
50 mm
IV =1,20 x 10° TV =+ 1,81 x10°
diam. 50 mm

Portanto !
| - -0

X3V=ZL3V: X (1,20 x 10® em®) = 1,81 x 10% em*
X=150cm X=150mm « V, mm® Lmm ymm zmm xV,mm* yV,mm* 2V,mm*
I (113)560X12,5) = 7,06 % 10* 625 =250 563 441%10* -1766x10* 397« 10% |
I i n(50)%(12,5) = 2,45 x 10° 337 -21,2 625 827 %108  —52,0x10% 1534x10% '
Problema Resolvido 5.12 M -m12.5%12,5 =0614x10° 625 —-250 875 -383x10° 1535x10° -537x10° |
- ) IV —x(125%12,5)=0614x10' 625 -250 375 -383x 100 1535x10  -23,0x10 1
- Localize o baricentro da peca de aco da figura. Os dois fures tém 25 mm de : : '
-3 I-J.l-,‘ -— - - II'
alamelro. IV =829x10 ExV= ZyV= ZzV= !
119 x 10% ~198 % 104 336 x 104
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“Assim:

X:IV=xrzV: X(829x10*mm® =119 x 10* mm*
X=144mm «

YIV=3jV: Y (8,29 x 10* mm®) = — 198 x 10* mm*
Y=-239mm «

ZIV=33V: 7 (8,29 x 10* mm?) = 336 x 10* mm*!
Z=405mm <«

4(50) _
12,5 mm N I 212 mm ['—56,3 mm:"__s’?j .
x l—!— ¥ =
25mm -1 25 mm| e 721.2 mm
CI-Cl[I-CH‘ CLI'
. = mm e e Ll
e

I——SO mm—t= 37,5 mm-

Problema Resolvido 5.13

Determinar a posigdo do centréide do semicone circular reto ilustrado.
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Solugio. Como o plane xy é um plano de simetria, o centréide estd situado
nesse plano e z = 0. Uma fatia de espessura dx é escolhida como o elemento diferencial.
O volume desse elemento é

- %m2dx

As coordenadasx, e ¥, docentroide do elemento sdo obtidas da Fig. 5.8 (drea
semicireular):

&
Ya= 3t

r-
x

>a

O volume do corpo €

2 2
V= _{ dv = r; L2 dx =_|h in[ﬁx] T s
o 2 0 9

o]
=

O momenio do elemento infinitesimal em relag¢do ao plano yz é X, dV, e 0o momento total
do corpo em relagdo a esse plano &

f na’h®

h 1 h 1 (a 2
‘[ x, dV = Jox (Eﬂrz) dx = ‘[o x(-z'rt) [Ex] dx = 8
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‘E"Intao,

2 2,2
. . - ma"h _ mah
xV-jxddV R T

=
"

| e
= o
)

Da mesma maneira, o momento do elemento infinitesimal em relagdo ao plano
xy € y,, dV, e o momento total

h h 3
< _[ 4 1 2 (a a*h
¥, dV = ——~(—W'z)dx=—j x| de = ==
j t .[031: 2 3J, |k*¥ 6

Entao

Problemas

5.100 Determine o centréide do corpo composto da figura quando h = 3b.

6.101 Determine o valor da razio fb para o qual o centréide do corpo composio fica
localizado no plano entre o cone e o cilindra.

Figuras P5.100 e P5.101
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5.102 Localize o ceniréide de um tronco de cone circular reto quando r, = 40 mm,
r,=50mme h=60mm.

5.103 Determine a coordenada y do centréide do como da ilustragio quando: (a) b= 12 h
e(b) b=h

1

Figuras P5.102 e P5.103

Tl

5.104 Determine a localizago do baricentro do refletor parabélico da figura, que é feito
usinando-se um bloco retangular de modo que a suparficie curva seja um paraboléide de revolugao
com raio da base a e altura h.

5105 Determine a coordenada x do baricentro da pega da figura.

Figuras P5.104 ¢ P5.105

5.106 @ 5,107 Determine a cocrdenada y do baricentro da pega da ilustragao.

[,
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5.108 Determine a coordenada z do baricentro da peca da figura.

Figuras P5.107 e P5.108

5.109  Determine a coordenada x do baricentro da pega dafigura,
r = 4l mm
N
50 mm ©
;“\
| 10 mm
50 mm 10 mm
B0 man i
éhm“‘l—.u
; I nm
Figuras P5.106 ¢ P5.109
5.110

Determine a coordenada z do baricentro da pega da figura.
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Dimensdes em mm

5.111  Um recipiente de lixo, feito para ajustar-se ao canto de um cémodo, tem 500 mm
de allura e sua base é um quarto de circulo de raio 300 mm. Localize o baricentro do recipiente
sabendo que ele é feito de uma folha de metal de espessura constante.

5.112 Localize o baricentro da pega da figura sabendo que ela é feita de folha de metal
de espessura constante.

)
I/mm.r\\mm

S00mm

-,

250 nam
o

| - N \[»\\‘

Figuras P5.111 e P5.112

6.113  Localize o baricentro da pega da figura, formada por uma folha homogénea de
metal.
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5.114 Um refletor de canto, para rastreamento por radar, tem dois lados que s&o
quartos de circulo com 375 mm de raio, e o terceiro lado tem a forma de um tridngulo. Localize o
baricentro do refletor sabendo que ele é feito de uma folha de metal com espessura constante.

Figuras P5.113 e P5.114

5115e5.116 Localize o baricentro do objeto da figura sabendo que ele & feito de barras
finas de bronze com diametro uniforme.

Figuras P5.115 ¢ P5.116
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5.117 Trés placas de bronze sdo soldadas a um tubo de ago formando a base de
mastro de ilustragdo. Sabendo que a espessura da parede do tubo é 6,25 mm e que a espessura das
placas é 4,69 mm, determine a posicao do baricentro da base. (Massas especificas: bronze = 8,47 x 10°
kg!ms. aco = 7,86 x 10° kg!ms.)

é‘?.‘]‘“ "

150 mm

Figura P5.117

5118 Um colar de bronze de comprimento h = 60 mm estd montado em um eixo de
aluminio de 100 mm de comprimento. Localize o baricentro do corpo composto. (Massas especificas
bronze = 8,47 x 10° kgfrn3, aluminio = 2,80 x 10° kg.fms.]

Figura P5.118

5119 No Prob. 5.118 determine’ (a) o valor de h para o qual o baricentro do corpo
composta esteja o mais baixo possivel e (b} a localizagao do baricentro correspondente.

5.120 2 5.122 Obtenha por integragao a expressao dada para x na Fig. 5.21 para:
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i
Ii
M : 5120  Um hemisfério.
i 5121  Um semi-elipséide de revolugio.
5.122  Um paraboléide de revolugéo.
: 5.123  Localize, por integragdo, o centréide do tronco de cone circular reto do Prob.

5.102, expressando o resuliado em termos de nne h.

5.124
torno do eixo x.

Localize o centroide do solido obtido pela rotagdo da superficie escurecida em

5.125
torno do eixo y.

Localize o centréide do solido obtido pela rotagao da superficie escurecida em

Tl T

@ y = kg3 a

— | & T
Figuras P5.124 e P5.125

*5.126 Localize o centrdide do sélido gerado pela rotagao da parte ilustrada da ce-sendi-
de em torno do eixo x,

*5.127 Localize o centréide do sélido gerado pela rotagao da parte ilustrada da co-
sendide em torno do eixo y. (Sugestao: Utilize como elemaento de volume uma fatia cilindrica fina de
raio r e espessura dr))

Figuras P5.126 e P5.127

5.128  Localize o centréide da piramide irregular ilustrada.
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5.129 Determine, por integragao, a coordenada z do centréide do sdlido da figura, ©

qual foi cortado de um prisma retangular por um plano obliquo.

T =
¥ =Yo=th T~

Figura P5.128 Figura P5.129
5130 Resolva o Prob.5.129 com a=120mm, b=80mm, y, =90 mm, y, =40 mm
e y,=20mm. ’
5.131 Localize o centréide da segao ilustrada, que foi cortada de um tubo cilindrico

delgado por um plano obliquo.

5132 Localize o centréide da segéo ilustrada, que foi cortada de um cilindro por um
plano obliquo.

5133 Determine, por integragdo, a localizagdo do centréide do sélido limitado pelo
plano xz e pela porgao ilustrada na superficie y = h sen (nx/a) sen (nz/).

Figura P5.133

Figura P5.131 Figura P5.132

..
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- Problemas de Recapitulacio

5.134  Localize o centréide da superficie plana da figura.

5.135 Determine o volume e a superficie total do sélido gerado pela rotacao da figura
em torno do eixo y.

5.136 O recipiente da ilustragéo é feito de uma folha de metal de espessura constante.
Determine (a) o baricentro do recipiente com a=0,20m e b=0,60 m e (b) o valor da razdo a/b para
o qual a coordenada do baricentro & = 1/2a.

[ s

180 mm Y

135 mm

75 T\m

Figuras P5.134 e P5.135

Figura P5.136

5.137 Achapadobrada ABCD tem 1,50 m de largura e esté articulada em A. Determine
asreagbes em Ae D para o nivel de 4gua da ilustragdo,

Figura P5.137

5.138  Localize o centréide da prramide irregular da figura. (Sugesiac: \¢jz & Fig. 5.21
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5.139 Localize o baricentro da pega da folha de metal ilustrada.

180 mnl—-l 180 mm—={
|

# £ mm
x

2400 mm

Figuras P5.138 e P5.139

5.140 A ilustragao mostra o projeto original do patio coberto na entrada de um edificio.
Determine a variagdo do volume se as dimensdes utilizadas na construgao foram: (a)a= 13 m,
b=22meh=3me(b)a=11mb=22meh=3m.

5.141  Resolva o Prob. 5.140 supondo que as dimensées finais sdo (a) a=9m, b=18m
eh=3me(b)a=9m,b=20meh=3m.

R

5142 Localize o baricentro da pega da figura.

:/ a=1lm

Figuras P5.140 e P5.142

5.143 Determine as reagdes nos apoios da viga para o carregamento ilustrado.
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10 kN/m

AT

sk |
As 5
o ! e
| | |
--045m e 090 m - — Sz

Figura P5.143

5144 O balanceamento do copo de um velocimetro de automovel é feito como se
segue. Um copo desbalanceado é colocado sobre um eixo sem atrilo em O e atinge o repouso. Um
orificio é entao feito em A; o copo gira de um angulo 8 e fica novamente em repouso. O balancea-
mento é completado por furos adicionais em B e C. Sabendo que os trés furos sao iguais em
tamanho e que estio 2 mesma distancia do eixo O, determine o angulo « requerido em fungao do
angulo 8.

5145 Localize o baricentro de uma fina casca hemisférica de raio r e espessura 1
(Sugestao: Considere que a casca é formada pela remogdo de um hemistério de raio r, de um
hemistério de raio r+ f; despreze entdo os termos contendo £ e £ e mantenha os termos
contendo L.)

Figura P5.144

Figura P5.145

Recapitulagdo e Sumario

Este capitulo foi principalmente dedicado & determinagdo do baricentro de um
corpo rigido, isto é, & determinagdo do ponto G onde uma unica forga P, denominada
peso do corpo, pode ser aplicada para representar o efeito da atragdo da Terra sobre o
corpo.
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Baricentro de um corpo bidimensional

Na primeira parte do capitulo consideramos corpos bidimensionais como
placas e fios contidos no plano xy. Somando componentes na diregdo vertical z e
momentos em relagdo aocs eixos horizontais y e x [Se¢do 5.2], deduzimos as relagdes

(5.2)

P=JdP ZP:deP ;P:Jydp

que definem o peso do corpo e as coordenadas X e ¥ do seu baricentro.

Centréide de uma superficie ou de uma curva

No caso de uma placa homogénea de espessura uniforme [Segdo 5.3], o bari-
centro G da placa coincide com o centrdide C da superficie A da placa, cujas coordenadas
sao determinadas pelas equagdes

(5.3)

EA:J.di §A=Iya'A

Analogamente, a determinagdo do baricentro de um arame homogéneo plano de se¢do
transversal uniforme reduz-se a determinagéo do centréide C da curva L definida pela
forma do arame, temos entéo:

JL = -[ ydL (5.4)

xL = _[ xdL
Momentos de primeira ordem
As integrais das equagdes (5.3) sdo denominadas momentos de primeira ordem

da superficie A em relagdo aos eixos y e x sendo representados por Qy e @, respectiva-
mente [Se¢do 5.4]. Temos

Qy = %A Q, = yA (5.6)

Os momentos de primeira ordem de uma curva sao definidos de maneira semelhante.

Propriedades de simetria

A determinagio do centréide de uma superficie ou curva é simplificada quando
a superficie ou a curva tem certas propriedades de simetria. Se a superficie ou curva é
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" s5imétrica em relagfio a um eixo, seu centréide C pertence a este eixo; se for simétrica
em relagéio a dois eixos C coincidird com a intersegdio dos dois eixos, se for simétrica em
relagéio a um centro O, C coincidird com O.

Baricentro de barras e placas compostas

As Areas e centréides de vdrias figuras comuns foram tabuladas na Figura 1 5.8.
Quando uma placa pode ser dividida em vérias destas figuras, as coordenadas X e ¥ do
seu baricentro G podem ser determinadas a partir das coordenadas x,, x,, ... € ¥, Ygu o
dos baricentros G,, G,, ... das vérias partes [Segdo 5.5]. Equacionando os momentos em
relagfio aos eixos x e y, respectivamente (Fig. 5.24), obtemos:

XZIP =ZXxP

i i

Y IP, =E¥P, (5.7)

Figura 5.24

Se a placa é homogénea e de espessura constante, o baricentro coincide com o centréide
C da superficie da placa e a Eq. (5.7) reduz-se a

=X =% =¥ =Ly (5.8)
Qy =X ZAE = ExiAi Qx =Y EA:‘ = Z-yiA:
Estas equagdes determinam os momentos de primeira ordem da superficie composta ou
podem ser utilizadas para determinar as coordenadasX eY do seu centréide [Problema

Resolvido 5.1]. A determinagio do baricentro de um arame composto é feita nos mesmos
moldes [Problema Resolvido 5.2].

Determinac¢do do centréide por integracio

Quando uma superficie é limitada por curvas analiticas, as coordenadas do seu
tentroide podem ser determinadas por integracdo [Seg¢do 5.6]. Isto pode ser feito
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calculando-se as integrais duplas da Eq. (5.3) ou por uma integrag¢do simples, utilizando
um dos elementos de drea da Fig. 5.12. Representadas por X, e¥,, as coordenadas do
centréide do elemento de superficie de drea dA, temos

- - = 5 (5.9)
Q=xA=JxIdA Qx:yA=Iyﬂ'dA

y &
E vantajoso usar 0 mesmo elemento de 4rea para calcular os dois momentos de primeira

ordem, @ e @ ;omesmoelementode drea pode serusado no c4leulo da d4rea A [Problema
Resolvido 5.4].

Teoremas de Pappus-Guldin

Os teoremas de Pappus-Guldin, estabelecem uma relagio entre os c4leulos da
drea de uma superficie de revolugdo ou do volume de um sélido de revolugéio com a
determinagéo do centréide da curva ou superficie geradoras [Segiio 5.7]. A drea A da

superficie gerada pela rotagio de uma curva de comprimento L em torno de um eixo fixo
(Fig. 5.25a) ¢

A=2nyL (5.10)
onde ¥ representa a distdncia do centréide C da curva ao eixo fixo. Analogamente, o

volume V do corpo gerado pela rotagio de uma superficie de drea A em torno de um eixo
fixo (Fig. 5.25b) é

V=2nyA (5.11)

onde ¥ representa a distancia do centréide C da superficie ao eixo fixo.

Figura 5.25
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‘Cargas distribuidas

O conceito de centréide pode ser utilizado para resolver outros problemas nao
relacionados com o peso de placas planas. Por exemplo, para determinar as reagdes nos
apoios de uma viga [Segdo 5.8], podemos substituir uma carga distribuida w por uma
carga tnica W de médulo igual a drea sob a curva da carga (Fig. 5.26). A mesma
sistemdtica pode ser utilizada para determinar a resultante das forgas hidrostdticas
exercidas sobre uma placa retangular submersa em um liquido [Segdo 5.9].

dW

w dW=dA
!

Figura 5.2¢

Baricentro de um corpo tridimensional

A dltima parte do capitulo foi dedicada a determinacéo do baricentro G de um
corpo tridimensional. As coordenadas, ¥, z de G foram definidas pelas relagdes

(5.16)

fW:dew ﬂ’:j}-dw avtj'zdw
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Centroide de um sélido

No caso de um corpo homogéneo, o baricentro G coincide com o centriide C do
solido de volume V que representa o corpo, cujas coordenadas sdo determinadas pelas
relagdes

(5.18)

E":jde iV:Jde ﬂ':jzdl’

Se o0 solido tem um plano de simetria, seu centréide jaz neste plano; se ele tiver
dois planos de simetria, C estara localizado sobre a intersecao dos dois planos; se ele
tiver trés planos de simetria, que tém apenas um ponto em comum, C coincidird com
este ponto [Sec¢do 5.10]. .

Baricentro de um corpo composto

A Fig. 5.21 contém os volumes e os centréides de vdrios sélidos comuns,
tridimensionais. Quando um corpo puder ser dividido em partes correspondentes a
alguns destes sélidos, entdo as coordenadas do seu baricentro G, X, Y, Z, podem ser
determinadas a partir das coordenadas dos baricentros das vdrias partes [Se¢do 5.11].
Temos

ZIP=3XzP (5.19)

Se o corpo é homogéneo, seu baricentro coincide com o centréide C do sélido que o
representa e escrevemos [Problemas Resolvidos 5.11 e 5.12].

XEIV=2xzV YIV=23V ZIV =3IV (5.20)

Quando um sélido é limitado por superficies analiticas, as coordenadas do seu
centréide podem ser determinadas por integragdo [Segao 5.12). Para evitar o cdlculo de
integrais triplas nas Eq. (5.18), podemos utilizar os elementos de volume da Fig. 5.22.
Representadas por X, ¥,; € 2, as coordenadas do centroide do elemento de volume dV,
escrevemos as relagoes

(5.22)

W:J‘Eddv ?V:j&eng W:JEEIdV

que envolvem apenas integrais duplas. Se o sélido tiver dois planos de simetria, seu
centréide C fica localizado na intersegido dos planos. Tomando o eixo x ao longo desta
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-intersegfio e dividindo o s6lido em fatias finas por planos paralelos ao plano yz, deter-
‘mina-se C através da relagdo

iV = _[ z,dV 623

efetuando-se uma unica integra¢do [Problema Resolvido 5.13].

Capitulo 6

Analise de Estruturas

6.1. Introdugdo. Os problemas estudados nos capitulos precedentes diziam
respeito ao equilibrio de um tnico corpo rigido,’e todas as forgas consideradas eram
externas ao corpo rigide. Consideraremos, agora, problemas tratando do equilibrio de
estruturas compostas de vdrias partesinterligadas. Esses problemas tratam néio apenas
da determinagdo das forgas externas que agem sobre uma estrutura, mas também da
determinagdo das for¢as que mantém unidas as vdrias partes da estrutura. Do ponto de
vista da estrutura como um todo, essas forgas sao forgas internas.

Considere-se, por exemplo, o guindaste ilustrado na Fig. 6.1a, que suporta uma
carga P. O guindaste consiste em trés vigas, AD, CF e BE, ligadas por pinos. Ele é
articulado por um pino em A e é preso por um cabo DG. O diagrama de corpo livre do
guindaste foi desenhado na Fig. 6.1b. As forgas externas estio indicadas no diagrama e
incluem o peso P, as duas componentes A_e A, da reagdo em A e a forga T exercida pelo
cabo D. As forgas internas que mantém unidas as varias partes do guindaste nio
aparecem no diagrama. Se, contudo, o guindaste fosse desmembrado e se fosse tragado
um diagrama de corpo livre para cada uma de suas partes componentes, as for¢as que
mantém as trés vigas unidas deveriam também ser representadas, uma vez que essas
forgas sdo forgas externas sob o ponto de vista de cada parte componente (Fig. 6.1c).

Deve-se notar que a forga exercida pela barra BE sobre o ponto B da barra AD
foi representada como igual e oposta a forga exercida no mesmo ponto da barra BE pela
barra AD; da mesma forma, a for¢a exercida por BE sobre o ponto E de CF é igual e
oposta & forga exercida por CF sobre BE, e as componentes da for¢a exercida por CF
sobre o ponto C de AD sio iguais e opostas s componentes da for¢a exercida por AD
sobre CF. Isto estd de acordo com a terceira lei de Newton, que estabelece que forgas de
agdo e reagdo entre corpos em contato possuem o mesmo médulo, a mesma linha de agao
e sentidos opostos. Como mencicnade a0 Cap. 1, essa lei é um dos seis principios

o
Sy
=)

— — —— — T — T T —— —. S
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" fundamentais da Mecanica cldssica e estd baseada em demonstragaoc experimental. Sua

aplicagdo é essencial a solugdo de problemas envolvendo corpos interligados.

2 £

Figura 6.1

Neste capitulo serdo consideradas trés amplas categornas de estruturas utili-
zadas em trabalhos de engenharia:

1. Treligas, que sdo projetadas para suportar cargas e sdo, usualmente,
estruturas estaciondrias, totalmente vinculadas. Treligas sdo formadas
unicamente por elementos retilineos conectados em juntas localizadas nas
extremidades de cada elemento. Dessa forma, nos membros de uma treliga
atuam duas forgas de mesmo mddulo e diregiio, porém de sentidos opostos.

2. Estruturas,que também sdo projetadas para suportar cargas e que também
sdo, em geral, estacionarias, isto é, totalmente vinculadas. As estruturas,
entretanto, tém, & semelhan¢a do guindaste da Fig. 6.1, pelo menos um
elemento no qual estao aplicadas trés ou mais forgas que, em geral, nao tém
a diregfo do elemento.

3. Mdquinas, que sdo projetadas para transmitir e modificar forgas e que, em
geral, contém partes moveis. A semelhanca das estruturas, as mdquinas
sempre contém pelo menos um elemento sujeito a trés ou mais forgas.

Trelicas

6.2. Defini¢ao de Treliga. A treliga é um dos principais tipos de estruturas

" da engenharia. Ela oferece, a0 mesmo tempo, uma solug¢do prética e econdmica a muitas

situagdes de engenharia, especialmente no projeto de pontes e edificios. Uma trelica
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consiste em barras retas articuladas nas juntas ou nés; uma treliga tipica ¢ ilustrada
na Fig. 6.2a. Asbarras da treliga séo interligadas apenas em suas extremidades; assim,
nenhuma barra é continua através de uma junta. Na Fig. 6.2a; por exemplo, nfio existe
a barra AB; em vez disso existem duas barras distintas AD e DB. Estruturas reais so
feitas de vérias treligas unidas para formar uma estrutura espacial. Cada treliga ¢
projetada para suportar as cargas que atuam em seu plano e, assim, pode ser tratada
como uma estrutura bidimensional. ’ 1

)

Figura 6.2

Em geral, as barras de uma treli¢a séo delgadas e podem suportar pequena
carga lateral; todas as cargas, portanto, devem ser aplicadas &s vdrias juntas e ndo as
barras em si. Quando uma carga concentrada é aplicada entre duas juntas, ou quando
uma carga distribuida é suportada pela treliga, como no caso de uma trelica @e pt_)ntn_a,
um sistema de piso deve ser previsto, o qual, através do uso fie vigas longxtu_dmals
(longarinas) e de vigas transversais (transversinas), transmite a carga as juntas

(Fig. 6.3).
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Os pesos das barras da treliga sdo considerados como aplicados a juntas, sendo

'metade do peso de cada barra aplicado a cada uma das duas juntas que abarra interliga.

Embora as barras sejam; na realidade, unidas por meio de conexdes rebitadas ou
soldadas, costuma-se considerar que as barras séio unidas por meio de pinos; portanto
as forgas que atuam em cada extremidade de uma barra reduzem-se a uma dnica forga
sem nenhum momento. Assim, as forgas consideradas, aplicadas a umabarra de treliga,
reduzem-se a uma tnica forga em cada extremidade da barra. Cada barra pode, entio,
ser tratada como uma barra sob a agdo de duas forgas, e a trelica toda pode ser
considerada como um grupo de pinos e barras com duas forgas (Fig. 6.2b). A agfo das,
forgas, sobre uma barra individual, pode ocorrer do modo indicado em cada um dos
croquis da Fig. 6.4. No primeiro, as for¢as tendem a tracionar a barra, e a barra estd sob
tragéo, enquanto no segundo croqui as forgas tendem a comprimir a barra, e a mesma
estd sob compressdio. Vérias treligas tipicas sdo ilustradas na Fig. 6.5.

(a) b
Figura 6.4

6.3. Treligas Simples. Considere-se a treliga da Fig. 6.6a, constituida de
quatro barras ligadas por pinos em A4, B, Ce D. Se uma carga for aplicada em B, a trelica
sofrerd grande deformagéo e perders completamente sua forma original. Por outro lado,
a trelica da Fig. 6.6b, constitufda de trés barras ligadas por pinos em A, B e C,
deformar-se-4 apenas levemente sob uma carga aplicada em B. A tinica deformagio
possivel para essa treliga é aquela que envolve pequenas alteragdes no comprimento de
suas barras.* A trelica da Fig. 6.6b é chamada de treliga rigida, sendo o termo rigido
usado para indicar que a treliga ndo entrard em colapso.

Como ¢é indicado na Fig. 6.6¢, uma treli¢a rigida maior pode ser obtida pela
adigéio de duas barras BD e CD a treliga triangular bdsica da Fig. 6.6b. Esse procedi-
mento pode ser repetido quantas vezes se desejar, e a treli¢a resultante ser4 rigida se,
cada vez que adicionarmos duas novas barras, estas forem ligadas a diferentes nos
existentes e interligadas em um novo né.** Uma trelica que pode ser construida dessa
maneira é chamada trelica simples.

+ " E clarc que se supbe um certe imite no valor da carga aplicada. Se a ragio ou compressao ultrapassar os limite
" admissiveis, as barras podem ate romper-se N oo R T)

** Os r£s nds nao devem =star em linha etz
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? Deve-senotar que uma treliga simples ndo é necessariamente composta apenas
de triangulos. A treliga da Fig. 6.6d, por exemplo, é uma treliga simples que foi
construida a partir do tridngulo ABC, adicionando-se sucessivamente as juntas (nés) D,
E, F e G. Poroutro lado, treligas rigidas nem sempre séo treligas simples, mesmo quando
parecem feitas de triangulos. As treligas tipo Fink e Baltimore, ilustradas na Fig. 6.5,
por exemplo, ndo séo treligas simples, uma vez que nio podem ser construidas a partir
de um unico triangulo da maneira descrita acima. Todas as outras trelias ilustradas
na Fig. 6.5 sdo treligas simples, como pode ser facilmente verificado. (Para a treliga tipo
K, comega-se por um dos triangulos centrais.)

Retornando 2 treliga triangular basica da Fig. 6.6b, nota-se que essa treliga
possui trés barras e trés nds, A trelica da Fig. 6.6¢ possui duas barras adicionais e um
né adicional, isto &, ao todo, cinco barras e quatro nés. Observando que, cada vez que

. duas novas barras sdo acrescentadas, o nimero de nés aumenta de um, deduz-se que,

em uma treliga simples, o nimero total de barras é b = 2n — 3, onde n é 0 nimero total
de nés.

6.4. Andlise das Treli¢as pelo Método dos Nés. Foi visto na Sec¢do 6.2 que
uma treliga pode ser considerada como um grupo de pinos e barras com duas forgas. A
trelia da Fig. 6.2, cujo diagrama de corpo livre é ilustrado na Fig. 6.7a, pode entio ser
desmembrada e um diagrama de corpo livre desenhado para cada pino e cada barra (Fig.
6.76). Cada barra estd submetida a duas forgas, uma em cada extremidade; essas forgas
possuem o mesmo modulo, a mesma linha de agdo e sentidos opostos (Seg¢dio 4.6). Além
disso, a terceira lei de Newton indica que as forgas de agdo e reagdo entre uma barra e
um pino sdo iguais e opostas. Portanto as for¢as exercidas por uma barra sobre os dois
pinos que interliga devem ser dirigidas ao longo dessa barra e ser iguais e opostas. A
intensidade comum das forgas exercidas por uma barra sobre os dois pinos que interliga
€ comumente referida como a for¢a na barra considerada, muito embora essa guantidade
seja na realidade um escalar. Uma vez que as linhas de agdo de todas as forgas internas
de uma treliga sdo conhecidas, a andlise de uma treliga se reduz ao cdlculo das forgas
em suas vdrias barras e a determinagdo da situagdo em cada barra, isto é, se a mesma
estd sujeita a tragdo ou compresséo.

Uma vez que a treliga estd em equilibrio, cada pino deve estar em equilibrio.
O fato de um pino estar em equilibrio pode ser expresso pelo desenho de seu diagrama
de corpo livre e por duas equagdes de equilibrio (Segdo 2.9). Se a treliga contém n pinos,
existirdo, portanto, 2n equagdes disponiveis, que podem ser resolvidas para 2n
incdégnitas. Nocaso deuma treliga simplestem-se b = 27— 3, istoé, 2n = b + 3, e 0 nimero
de incégnitas que pode ser determinado a partir dos diagramas de corpo livre dos pinos
é, assim b + 3. Isto significa que as forgas em todas as barras, bem como as duas
componentes da regdo R, e da reagdo R, podem ser determinadas considerando-se os

diagramas de corpo livre dos pinos.
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Figura 6.7

O fato de a treliga inteira ser um corpo rigido, em t_ﬁqu_ilfbrio, podt_a ser usado
para escrever trés equagdes adicionais envolvendo as forgas mn.’flcadas no diagrama de
corpo livre da Fig. 6.7a. Uma vez que ndo contém f;enhuma mfor:mapﬁo extra, essa
equagdes ndo sdo independentes das equagdes associadas com 08 dl‘agrm.nas de corpo
livre dos pinos. Ndo cbstante, podem ser usadas para determinar lmedmt.ame_nte as
componentes das reagdes nos apoios. A disposigdo de pinos e barras numa treliga simples
é tal que serd, entdo, sempre possivel encontrar um né envolvendo apenas duas forgas
incégnitas. Essas forgas podem ser determinadas pelos métodos da §e¢éo 2.11, e seus
valores transferidos para os nés adjacentes e tratados como quantidades c_onhecl_das
nesses nés. Esse procedimento pode ser repetido até que todas as forgas incégnitas

tenham sido determinadas.

Como exemploanalisaremos a treliga da Fig. 6.7, considerando sucessivameznte
o equilibrio de cada pino, comegando por um nd no qual somente c.:luas forgas sejam
desconhecidas. Na treliga considerada, todos os pinos estdo submet,ldlos a pelo menos
trés forgas desconhecidas. Portanto as reagdes nos suportes devem primeiramente ser
determinadas considerando-se a treliga toda como sen_da um corpo livre e usando-sg as
equagdes de equilibrio de um corpo rigido. Dessa maneira, verificamos que R, é vertical
e determinamos os médulos de R, e Rj.

O ndmero de forgas incégnitas noné A é entdo reduzido para dois, e essas forgas
podem ser determinadas considerando-se o equilibrio do pino A. A reau;_.io R, easforgas
F,ceFup exercidas sobre o pino A pelas ban_'as AC e AD, respectivamente, devefn
formar um triangulo. Primeiro tragamos R (Fig. 6.8); observa}rﬁtdo que Fyre FAD sdo
dirigidas segundo AC e AD, respectivamente, completamos o triangulo e determinamos
o médulo e o sentido de F, e Fp. Os médulos F@C e F,, representam as forgas nas
barras AC e AD. Como F, estd dirigida para baixo e para a esquerda, isto &, pa;;a o
pino A, a barra AC comprime o pino A e estd em compressdo. Por outro ljndo, como Fypy
estd dirigida para fora do né, a barra AD traciona o né A e estd sob tragdo.
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. Podemos agora analisar o né D, onde somente dua
- ainda degoonheddas. As outras forgas s&o a carga P, que é \iadi,f :r:?;;;%c X i?gl:cisgo
sobre o pino pela barra AD. Como indicamos acima, essa forga é igual e op%:’ta afo "
FAD exercida pela mesma barra sobre o pino A. Podemos tragar o poligono de fo r::
eorres;?ondent.es ao né D, como ilustrado na Fig. 6.8, e determinar as forcas Fpn e ;‘F
por meio desse poligono. Entretanto, quando mais de trés forgas estdo envolvidgg é mé)ig
conveniente escrever as equagdes de equilibrio IF_=0, IF, = 0, e resolvé-las ;)ara a
duas forgas incégnitas. Como essas forgas, j& encontradas, sdo dirigidas para fora ds
ponto D, as barras DC e DB puxam o pino e est&o sob tragdo °

Diagrama de corpo livre Polfgono de forgas
Fon
’l
I/,
N6 A 5 N Fue R,
F.p
R, Feo
1 Fm
! b Fpy
i
I
F,
Né D Fpa —rﬁ _____ DB Fuc P
r
- Fy 1

C
N6 C Fea 4‘ Thag Fes
Feo

: F,
i Fyp,
N& B Fau B
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A seguir, o né C é considerado; seu diagrama de corpo livre esta na Fig. 6.8.
Observe-se que Fy F, sdo conhecidas da anélise de nds precedentes e que somente
Feopé incégnita. gomo o equilibrio de cada pino possibilita informagio suficiente para
determinar duas incégnitas, uma verificagdo de nossa andlise é obtida nesse né. O
tridngulo de forgas é tracado, e 0 médulo e o sentido de F,p sao determinados. Como
Fp esté dirigida para o n6 C, a barra CB empurra o pino C e estd em compressdo. O
teste é obtido verificando que a for¢a F .5 € a barra CB sao paralelas.

No né B todas as for¢as sdo conhecidas. Como o pino correspondente estd em
equilibrio, o tridngulo de forgas deve fechar, e um teste adicional da an4lise é obtido.

Deve-se observar que os poligonos de forgas mostrados na Fig. 6.8 nfo sio
Gnicos. Cada um deles pode ser substitufdo por uma configuragéio alternativa. Por
exemplo, o triangulo de forgas correspondente ao né A pode ser tragado como mostra a
Fig. 6.9. O triangulo ilustrado na Fig. 6.8 foi obtido tragando-se as trés forcas Ry, F ¢
eF,p, cadaumaem prosseguimento & outra, de tal forma que suas linhas de agéio eram
encontradas movendo-se no sentido hordrio em torno do né A. Os outros poligonos de
fora, na Fig. 6.8, tendo sido tragados do mesmo modo, podem ser ajustados num
diagrama tinico, como mostra a Fig. 6.10.

!.ﬂh

Fap
R,
Fac
Fyp
Figura 6.9 Figura 6.10

Tal diagrama, conhecido como Diagrama de Maxwell, facilita bastante a
andlise grdfica dos problemas de treligas.*

* 6.5. Nés sob Condic¢des Especiais de Carregamento. Consideremos o né
ilustrado na Fig. 6.11a, o qual interliga quatro barras situadas em duas retas que se
interceptam. O diagrama de corpo livre da Fig. 6.115 mostra que o pino A estd submetido

* Para uma discussao completa dos diagramas de Maxwell, ver F, P. Beer e E. R Johnston. Mechanics for
Engineers. Nova York, McGraw-Hill, 1976. Segao 6.7
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" a dois pares de forgas diretamente opostas. O correspondente poligono de forgas,
portanto, deve ser um paralelogramo (Fig. 6.11c¢), e as forgas nas barras opostas devem

ser iguais.
;FAE Fin
/ F.z Fee
FAS
FAD

F AD
Fue,
(&) (c)
Figura 6.11

Consideremos agora oné da Fig. 6.12a, que interliga trés barras e suporta uma
carga P. Duas das barras se situam sobre a mesma linha reta, e a carga P atua ao longo
da terceira barra. O diagrama de corpo livre do pino A e o correspondente poligono de
forgas serdo novamente como os indicados na Fig. 6.115 e ¢, com F,p substituida pela
carga P. Assim, as for¢as nas duas barras opostas devem ser 1guais, e a for¢a na outra
barra deve ser igual a P. Um caso particular de especial interesse é ilustrado na Fig.
6.12b. Uma vez que, nesse caso, nenhuma carga externa é aplicada ao né, tem-se P = 0,
e a forga na barra AC é zero. Diz-se que a barra AC é uma barra de for¢a zero.

Figura 6.12

Considere-se agora um sé no ligando apenas duas barras. Sabe-se da Segéio 2.9
" que um ponto material submetido a duas forgas estard em equilibrio se essas forgas
possuirem o mesmo médulo, a mesma linha de agéo e sentidos opostos. No caso do né
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da Fig. 6.13a, que liga duas barras AB e AD, situadas ao longo de uma mesma Lirﬂ'}a
reta, o equilibrio do pino A requer, portanto, que as fo_rcas nas duas bﬁarras sejam iguais.
No caso do n6 da Fig. 6.13b, o equilibrio do pino Aé 1mposswe1,_ ando ser que as forgas
em ambas as barras sejam nulas. Barras ligadas como estd indicado na Fig. 6.13b,
portanto, devem ser barras de forga zero.

(b)

Figura 6.13

A determinagdo dos nds que se encontram sob condigéeg especiaijs de carrega-
mento, mencionadas acima, facilitard a andlise de uma t;ehga. Conmdere—s;:, por
exemplo, uma treliga tipo Howe carregada, como n_lostra a Fig. 6.14. Tff)das as agra:
representadas por linhas tracejadas serao reconhecidas como barras de orgﬁ;ﬁm. n
C interliga trés barras, duas das quais se situam ao longo d’e uma mesma 3., ef nao
se encontra sujeito a nenhuma carga externa; a barra BC é entao uma barrab e forga
zero. Aplicando o mesmo raciocinio a0 né K, verificamos que a b_arra JKé tamc én}{ uma
barra de fora zero. Entdo o né J esta agora na mesma 51t1:wcao que os nés C e i;: a
barra IJ deve ser uma barra de forga zero. 0 exame dos nés C, J e K mos}t}.t; taJnII‘ m
que as forgas nas barras AC e CE sédo iguais, que as for;:a§ nas barra; e s::
iguais, e que as forgas nas barras IK e KL séo iguais. Além djsso, }foltan o agt(:;:1 nosue
atengdo para o nd I, onde uma carga de 20 kN e a barra HI sdo cohnear?s,‘no ) (]); qE!ba
a forga na barra HI é 20 kN (tragdo) e que as _forga_v.s nas barras GI e IK sdo iguais. Des
forma, as forcas nas barras GI, IK e KL sao iguais.

Figura 6.14
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Os estudantes, contudo, devem ser advertidos contra o uso indevido das regras
estabelecidas nesta segéo. Por exemplo, seria errado supor que a for¢a na barra DE
é 25 kN ou que as forgas nas barras AB e BD sejam iguais. As condic¢bes discutidas acima
néo se aplicam aos nés B e D. As forgas nessas barras e em todas as restantes devem
ser encontradas por meio da anélise dos n6s A,B,D,E,F,G,H e L da maneira usual. Até
que os estudantes estejam inteiramente familiarizados com as condigdes de aplicagio
das regras estabelecidas nesta se¢éo, seria muito aconselhdvel que desenhassem os
diagramas de corpo livre de todos os pinos e escrevessem as correspondentes equagdes
de equilibrio (ou desenhassem os correspondentes poligonos de forga), caiam ou nio os
nés considerados dentro das categorias acima relacionadas.

Uma ultima observagéo concernente as barras de forga zero: essas barras néo
s#o imiteis. Conquanto néo suportem nenhuma carga sob as condigdes particulares de
carregamento consideradas, as barras de forga zero da Fig. 6.14 provavelmente supor-
tardo cargas se as condigdes de carregamento forem alteradas. Além disso, mesmo no
caso considerado, essas barras sfo necessdrias para suportar o peso da trelica e para
manter a treliga na forma desejada.

*6.6. Treligas Espaciais. Quando vdrias barras retas sdo unidas por suas
extremidades para formar uma configuragio tridimensional, a estrutura obtida é
chamada de treli¢a espacial.

Recordemos da Se¢do 6.3 que a treliga rigida bidimensional mais elementar
consiste em trés barras unidas por suas extremidades para formar os lados de um
trifngulo; pela adigio de duas barras de cada vez a essa configuragio bésica, e ligando-as
em um novo né, é possivel obter uma estrutura rigida maior, que é chamada de trelica
simples. Da mesma forma, a treli¢a rigida espacial mais elementar consiste em seis
barras ligadas por suas extremidades, para formar as arestas de um tetraedro ABDC
(Fig. 6.15a). Pela adig¢éo de trés barras de cada vez a essa configuracfio bésica, tais como
AE, BE e CE, fixando-as a nés existentes distintos e unindo-as em um novo né, podemos
obter uma estrutura rigida maior, que é definida como uma trelica espacial simples (Fig.
6.16b). Observando que o tetraedro bésico possui seis barras e quatro nés e que, cada
vez que trés barras sdo adicionadas, o nimero de nés é acrescido de um, concluimos que
em uma treli¢a espacial simples 0 nimero total de barras é b = 3n — 6, onde n é o niimero
total de nés.

Para que uma trelica espacial seja completamente vinculada e para que as
reagdes em seus vinculos externos sejam estaticamente determinadas, estes devem
consistir em uma combinagéo de esferas, roletes e rétulas, fornecendo seis reacdes
incégnitas (ver Segdo 4.8). Essas reacdes incégnitas podem ser rapidamente deter-
miradas resolvendo-se as seis equagbes que exprimem o equilibrio da trelica
tridimensional.
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(a) (®)

Figura 6.15

Embora as barras de uma treliga espacial sejam na realidade unidas através
de conexdes soldadas ou rebitadas, supde-se que cada né consiste em uma conexdo em
junta esférica.* Dessa forma, nenhum binério serd aplicado as barras da treli¢a, e cada
barra pode ser tratada como uma pega submetida a duas forgas. As condigbes de
equilibrio para cada né serdo expressas pelas trés equagdes ZF_= 0, IF =0e IF,=0.
No caso de uma trelica espacial simples contendo n, nés, as conaipaes dé equilibrio para
cada né conduzirio, portanto, a 3n equagdes. Uma vez que b = 3n — 6, essas equagdes
sio suficientes para determinar todas as forgas incégnitas (forgas nas b barras e seis
reagdes nos apoios). Contudo, para evitar resolugdo de muitas equagdes simultineas,
deve-se cuidar de selecionar os nés em uma ordem tal que nenhum né selecionado
envolva mais que trés incégnitas.

Problema Resolvido 6.1

Empregando o método dos nés, determinar a forca em cada barra da trelica
ilustrada.

Solugdo. Um diagrama de corpo livre da trelica inteira é tragado; as for¢as
externas que atuam nesse corpo livre consistem nas cargas aplicadas e nas reagoes em C
ek,

_—
" Uma junta esférica também é chamada cz artculazic osférca ‘N do R T )

 ———
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Equilibrio da Treli¢a Inteira

+) IM=0: (10,0 kNX7,20 m) + (5,00 KN)3,60 m) — E(1,80 m) = 0

E =+ 50,0kN E=50,0kN T
+, IF, = 0: c,=0
+ T3P, =0; ~10,0 kN - 5,00 kN + 50,0 kN + C, =0

C,=-350kN C,=350kN {

| —360m— |*—3.60 m —-‘

l!0.0kN lS,ODkN =
B

A
) z
'

=1 80=l—=3,60m— I*I H0=
m m

[
B

—5—
3

N6 A. Esse no esta submetido a somente duas forgas incdgnitas, que s@o as
for¢as exercidas pelas barras AB e AD. Um triangulo de forgas é usado para determinar
F 4B © F AD" Observe-se que a barra AB puxa esse né e, portanto, estd tracionada e que
a barra AD empurra o ng, estando, portanto, sob compressdo. Os midulos das duas for¢as
sdo obtidos por proporg¢do:
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4 3 5
FA.B =750kNT &«
F,, =125kNC <
l10.0 kN
Aa;---memeeee Fus I 3
100kN| -4
) 3
i N
3 ; FAD FAH

Né D. Uma vez que a for¢a exercida pela barra AD foi determinada, somente
duas forcas incégnitas estdo agora envolvidas nesse né. Outra vez, um triangulo de forgas
é usado para determinar as forgas incégnitas nas barras DB e DE:

TR Fpp=125kNT ¢

3

Fpp=2 [g]FDA Fpp=150kNC«

Fp, = 12,5 kN Fpp

Né B. Como mais de trés forcas agem nesse nd, determinamos as duas
incognitas F e Fpp, resolvendo as equagoes deequilibrioXF =0e ZF = 0. Arbitraria-
mente supomos que ambas as forgas incdgnitas agem para fora doné, istoé, que as barras
estdo sob tragdo. O valor positivo obtido para F g indica que nossa consideragdo estava
correta, a barra BC estd tracionada. O valor negativo de F g indica que nossa suposigao
estava errada; a barra BE estd sob compressao.

5,00 kN
Fygs =7.50kN jisi =g
\g
VAR
Fpp=125kN Fpp
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4 4
+T ZFy:G; - 5,00 —-5-(12,5)— EFBE.‘:O
Fgp=—18,7kN F,=187kNC «
+ SF =0: Fon 7,503 (12,5) - 2 (18.7) = 0
- r‘— . BC’ E) 5 ] 5 ] -

Fgo=+26,2kN FBC=26=2 ENT «

N6 E. Supomos que a forga incégnita Fyc atue para fora do né. Somando as
componentes em x, escrevemos

+, IF_=0: %FEC +15,0 + —2-(18,7}=0

Fpo=-43,TkN Foo=43TkNC «

Somando as componentes em y, fazemos uma verificagéo de nossos céleulos:

4 4
+T ZFy =50,0 - 5 (18,7) - 5 (43,7)

= 50,0-15,0-35,0=0 (confere)

Fpp=187kN Feo

Fep=150kN
E = 50,0 kN

N6 C. Usando os valores calculados em Fop e Fpp, podemos determinar as
reages C_e Cy considerando o equilibrio desse né. Uma vez que essas reacées jé foram
determinadas’a partir do equilibrio da trelica toda, obteremos duas comprovagdes de
nossos cdlculos. Podemos também, simplesmente, usar os valores ja calculados de todas

as forcas agindo nesse né (forcas nas barras e reagées) e comprovar que o né estd em
© equilibrio;
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+, EF =-262+ % (43,71)=-26,2+262=0 (confere)
+TEF =-350+ % (43,7)=-35,0+350=0 (confere)
¥

C,=350kN

Fep=262KkN

3
Fep=43,7KN

Problemas

6.1a 6.12 Usando o método dos nés, determine a forca em cada barra da treliga ilustrada.
Indique se cada barra esta tracionada ou comprimida.

-—3,(‘,0711—-\
A
A TOKN
Lljl B~ e i i,ém
S i
| i
400m \ l 24 kN
105 KN \\ SRS (———
C
Figura P6.1 Figura P6.2
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Figura P6.3
TN 24 kN TEN
A BY c
f
08 m
D |
: E F
BN
—15 m——l—i,ﬁ m—
Figura P6.5
A B 30KN
1,50 m \'\\
{‘__ o ™ 90 kN
z R
1,50 m \‘m
| [: .
1 _Ii
L —3,60m

Figura P6.7

1,20 kN

[
LO.S?S m—

Figura P6.4
BN
4 B
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TRRLTE T e w— 1Y)

15m 15m i mame
I
03 m 3,600 m
D E
1,6 kN
08 m
F
Figura P6.9 Figura P6.10
75 kN
A B (‘ LD A .
450m H
J_ (
z F
n
kN

GEN
D

L—'PC

H—

—12 mJIL

Figura P6.6

03

C

ot

3,60 m: 3,60 m- 360m 3,60:1—]

Figura P6.11

Figura P6.12

6.13 Verifique se s@o simples as trelicas dadas no Probs. 6.10,6.14,6.15 e 6.16.

6.14 a 6.16 Determine as barras de forga zero na trelica ilustrada, para o carregamento

|
L—I.20 m_-—-[

Figura P6.8

dado.
A B C
D E
I
Fr el T {l
P P
Figura P6.14

H
E J Q
D L
B ¢ I N
&< El K M ﬁf)
P
Figura P6.15
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| P
A s S
G
D E
F
G ﬂ!
Figura P6.16

*6.17 Seis barras, todas de comprimento L, s%o unidas formando um tetraedro que esta

apolado em uma superficie horizontal, sem atrito. Determine a forca em cada barra quando uma
forga vertical P é aplicada em A.

. ‘6.18 A tre.rn;a tridimensional é vinculada pelas seis reagBes ilustradas. Se uma carga
vertical de B50 N & aplicada em E, determine: (a) as reagbes e (b) a forga em cada barra,

Figura P6.17

Figura P6.18

*6.19 A treliga tridimensional estd apoiada nas seis reagbes da figura. Se uma carga
verticz! de 2.70 kN é aplicada em A, determine: (a) as reacoes e (b) a forga em cada barra. h

"6.20 Resolva o probieria anterior supondo que a forga de 2,70 kN é substituida
'z cerga Q = (270 kN)k aplicada ric ponio A

“r
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6.7. Anilise de Treli¢as pelo Método das Se¢des. O método dos nés é mais
eficaz quando é necessdrio determinar as forcas em todas as barras da treliga. Se,
entretanto, a forga em somente uma barra ou a for¢a em apenas poucas barras forem
desejadas, um outro método, chamado das secbes, serd mais eficiente.

Suponha, por exemplo, que desejamos determinar a forca na barra BD da
trelica ilustrada na Fig. 6.16a. Para tanto é necessédrio determinar a for¢a com que a
barra BD atua sobre os nés B e D. Se utilizdssemos o método dos nés, escolheriamos o
né B ou D como corpo livre. Entretanto, podemos escolher como corpo livre uma parte
maior da trelica, composta por vérios nés e barras, desde que a forca desejada seja uma
das for¢as externas que agem nessa parte. Se, além disso, escolhermos a parte da treliga
de tal forma que exista um total de somente trés forcas incégnitas agindo sobre ela, a
forca desejada poderd ser obtida resolvendo-se as equagdes de equilibrio para essa parte
da treliga. Na prética, a parte da trelica a ser utilizada é obtida secionando-se trés barras
da trelica, uma das quais é a barra desejada, isto &, tracando uma linha que divida a
trelica em duas partes completamente separadas, mas que néo intercepte mais de trés
barras. Apés remover as barras cortadas, pode-se utilizar como corpo livre qualquer uma
das duas partes da trelica.”

*Na analise de certas estruturas, ha secbes gue interceptam mais de Irés barras; as forgas emuma ou talvez duas
barras cortadas poderio ser encontradas, se for possivel obter aquagoes de equilibrio que envolvam, cada uma,
apenas uma incagnita (ver Probls. 6 34 a £.3¢)
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In
A 8 L v lD G A
E
C ill E‘!—:
(a) (b}
Figura 6.16

Na Fig. 6.16a a segdo nn intercepta as barras BD, BE e CE, e a parte ABC da
treliga é escolhida como corpo livre (Fig. 6.16b). As forgas que atuam no corpo livre sdo
as cargas P e P, nos pontos A e B e as trés for¢as incégnitas, Fgp, Fpp e Fop. Como
ndo sabiamos se as barras removidas estavam comprimidas ou tracionadas, as trés
forgas foram arbitrariamente desenhadas saindo do corpo livre, como se as barras
estivessem tracionadas.

O fato de o corpo rigido ABC estar em equilibrio pode ser expresso por trés
equagdes, formando um sistema que, resolvido, dard as trés forgas incégnitas. Se
somente a for¢a F ) for desejada, serd necessario escrever apenas uma equagao, desde
que essa equagdo nao contenha as outras incégnitas. Assim, a equagdo ZM . = 0 fornece
omddulo Fg,, da forca Fgp. Um sinal positivo na resposta indicara que nossa suposigao
original com respeito ao sentido de Fy estava correta e que a barra BD esta tracionada;
um sinal negativo indicara que nossa suposigdo estava errada e que BD estd sob
compressao

Por outre lado, se somente a forga Fpp for desejada, deve-se escrever uma
equagdo que ndo envolva Fgpp ou Fgp; a equagdo apropriada é ZIMp = 0. Novamente,
um sinal positivo para o médulo Fp da for¢a procurada indica uma hipétese correta,
existe tragdo; e um sinal negativo indica uma suposigdo incorreta, existindo compressao.

Se somente a forga Fpp for desejada, a equagio apropriada é EF}, = 0. Nova-
mente, um sinal da resposta dira se a barra est4 tracionada ou comprimida.

Quando se determina a forga em apenas uma barra, nao € possivel nenhuma
comprovagio independente dos cdleulos realizados. No entanto, quando se determinam
todas as forgas incégnitas que atuam no corpo livre, os cédlculos podem ser verificados
escrevendo-se uma equagdo adicional. Por exemplo, se Fpp, Fpp e Fop forem deter-
minadas conforme indicado acima, os cdlculos poderdo ser comprovados verificando-se
que IF' = 0.
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* .8. Treligas Compostas. Consideremos duas treligas simples ABC e DEF.
Se elas estiverem unidas por trés barras BD,BE ¢ CE, conforn_le representado na Fig.
6.17a, formardo juntas uma treliga rigida ABDF. Também seria possivel cmpbinar as
trelicas ABC e DEF em uma s6 treli¢a rigida, unindo os nés BeD em um tniconé B e
ligando os nés C e E por uma barra CE (Fig. 6.17b). A trelica assim obtida é conhecida
como treliga tipo Fink. Note-se que as treligas representadas na F‘lg_s. 6. l?u e b nio sdo
treligas simples; elas ndo podem ser obtidas a partir de uma treli¢a triangular pela
adigdo de pares sucessivos de barras, conforme explicado na Se¢do 6:3. E_ntretanto, sdo
trelicas rigidas, como se pode comprovar comparando os sistemas deligagdo usgdos para
manter unidas as treligas simples ABC e DEF (trés barrasna Fig. 6.17a, um pino e uma
barra na Fig. 6.17b) com os sistemas de vinculos estudados na Segdes 4.4 e 45 Treligas
formadas por vdrias treligas simples rigidamente interligadas sdo conhecidas como
trelicas compostas.

. ¢ E ﬁg pis c E e
{a) ®)

Figura 6.17

Pode-se comprovar que, em uma treliga composta, o numero de barras b e o
nimero de nés n estio ainda relacionados pela férmula b = 2n — 3. Se uma treliga
composta estd vinculada por uma articulagdo sem atrito e rplet.es (envolvendo t:_'és
reagdes incégnitas), o nimero total deincégnitas éb + 3, numero igual ao das 2u_equa¢;oes
obtidas exprimindo-se que 0s n pinos estéo em equilibrio. Treligas compostas vmculafias
por uma articulag¢do e roletes, ou por um sistema equivalente de vinculos, sdo estatica-
mente determinadas, rigidas e completamente vinculadas. Isto significa que Lodas’as
reacbesincégnitas e forgasnasbarras podem ser determinadas pelos métodos daestdtica
e que, satisfeitas todas as equagdes de equilibrio, a treliga ndo desmoronard nem se
moverd. No entanto, as foras nas barras ndo podem ser todas determinadas pelométodo
dos nés, a ndo ser resolvendo-se grande numero de equagoes simultineas. No caso da
treliga composta da Fig. 6.17a, por exemplo, serd mais facil secionar as barras BD, BE

e CE para determinar suas forgas.
Suponhamos agora que as treligas simples ABC e DEF estejam ligadas por

quatro barras BD, BE, CD e CE (Fig. 6.18). O numero de barras b é agora maior que
2n — 3; a treliga obtida é indeformavel, porém hiperestdtica, e uma das quatro barras
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BD, BE, CD ou CE 6 redundante, Se a treliga for vinculada por uma articulagfio em A e
um rolete em F, o niimero total de incégnitas serd b + 3. Esse mimero & agora maior

que o nimero 2n das equagdes independentes disponiveis; a trelica é estaticamente
indeterminada.

B D
{"5‘»" c E . )
Figura 6.18

Finalmente, consideremos o caso em que as duas treligas simples ABC e BEF
estejam unidas por uma articulacéo, conforme representado na Fig. 6.19a. O numero de

numero 2n de equagoes de equilibrio que deveriam ser satisfeitas; a trelica é deformdvel
e desmoronar4 sob seu préprio peso. Entretanto, se duas articul acdes forem utilizadas
nos vinculos externos, a trel ica ficard rigida e ndo desmoronars (Fig.6.196). Note-se que
o nimero total de incégnitas é agorab + 4, sendo, portanto, igual ao nimero de equagoes.
Conquanto necessaria, essa condig¢éo ndo é suficiente para o equilibrio de uma estrutura
que deixa de ser rigida quando separada de seus vinculos externos (ver Se¢do 6.11),

N B
(a) (b
Figura 6.19
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Problema Resolvido 6.2

Determine as forcas nas barras EF e Gl da trelica ilustrada.

140 kN 140 kN
A Lc b s Kk BOKN
|
|
100 m
la : |
=8 7 & e Mg S E
slsls|s]s
e L1 ol ol o~

Solug¢do. Desenha-se um diagramade corpo livre para a trelica toda. As for¢as
externas aplicadas nesse corpo livre sdo as cargas e as reagbes em B e J.

140 kN 140 kN

2,40m
—
240m

F -
2A0m

| =
1

240m
240m

Equilibrio da Treli¢a Toda
+)EM,=0:
— (140 kN 112,40 m) - (140 kN) (7,20 m) — (80 kN) (3,00 m) + J(9,60 m) =
J =165 kN J=165kN T
. . . 1=0
+, EF =0 B_+ B0 kN
B_\ =—80 kN B1 =80 kN «
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+ } x MJ’ =0:
(140 kN) (7,20 m) + (140 kN)2,40 m) — (80 kN)(3,00 m) — By (9,60m) =0
By=+115kN By:llﬁkNT
140 kKN 140 kN
\ ¢k lbet K BOKN
B ¥ H
BO kN nTF I |: /
s kN w f165 kN

Forga na Barra EF. A segdo nn intercepta a barre EF e duas barras mais.
Depois de remover as barras interceptadas, escolhe-se a parte esquerda da trelica como
corpo livre. Hd trés incognitas envolvidas. Para eliminar as duas forcas horizontais,
escrevemos:

+TZF, =0 +115kN - 140 kN - Fpp =0

Fpp=—25kN

_ O sentido Fyy foi escolhido supondo que a barra estd tracionada, o sinal
negativo do valor obtido indica que a barra estd comprimida.

FEF:25kNC =

0N 5

1 1

LISkN
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Forg¢a na Barra GI. A segdo mm intercepta a barra GI e apenas mats duas
barras. Apds a remog¢do das barras interceptadas, escolhemos a parte da direita da trelica
como corpo livre. Hd, novamente, trés incognitas. Para eliminar as duas for¢as que
passam pelo ponto H, escrevemos:

+) IMy=0: (165 kN) (2,40 m) - (80 kN) (3,00 m) + F;; (3,00 m) =0
FG‘,:-—-52RN FGI:52RNC =
Foi 4 K
]
| Fy SOKN
3.0]0 m -
165 kN
~240m—|

Problema Resolvido 6.3

Determinar as forcas nas barras FH, GH e G1 da trelica de telhado ilustrada.

kN
kN §p 1KN
1 kN 1 kN
P oy
sk
:'L" : ! L
C‘ El (}4 B P
SkN SkN SkN
6 viios de 5,00m =300m —

t
8.00m

Solugio, A secdo nn intercepta a treliga como indicado. A parte da direita da
trelica serd tomada como corpo livre. Como a reag@o em L atua nesse corpo livre, o valor
de L deverd ser calculado separadamente, usando a trelia toda como um corpo livre; a
equagdo ZMA =0 fornece L=T50 kN T.
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s NN LTS

¢y El €1 (1 K

o5 t
SKN AkN BN |

12,500 kN L TAOKN

Forg¢a na Barra GI. Usando a parte HLI da trelica como corpo livre, o valor
FGI é obtido escrevendo-se

+ ‘? E‘MIH =4k
(7,5 kNX10 m) - (L kN) (5 m) — F;, (5,33 m) = 0

Fgr=+13,1kN Fo,=131kNT <

FJ "

§8m)=533m F

F. o=y

L
i K '
~—5m Sm ==

7,50 kN

For¢a na Barra FH. O valor de Fpy,; é obtido da equagdo EM; = 0. Desloca-se
Fpy aolongo de sua linha de agdo até que venha agir no ponto F, onde é decomposta
nas componentes x e y. O momento de Fpy em relacdo ao ponto G é agora igual a
(Fppy cos o) (8 m).

+T ZMG-; 0:
(7,50 kN) (15 m) (1 kN) (10 m) = (1 kN) (5 m) + (Fpy cos 0) (8 m) = 0

Fpy=—138kN F,=138kNC <
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7,50 kN

Forga na Barra GH. O valcr de Fy; é determinado primeiro decompondo-se
a forga F 5y, nas componentes x e y no ponto 8 e entdo resolvendo-se a equagdo IM; =0:

+TIM, =0: (1 kN) (10 m) + (1 kN) (5m) + (Fp; cos B) (15 m) = 0

Fgy=—137kN F,,;=137TkNC =

Problemas

6.21 Determine as forgas nas barras CE e CF da treliga da figura.
™,

[/ " 6.22 ) Determine as forgas nas barras FG e FH da treliga da figura.

\, P
S

A

—

18

B J_ i
D i H e

l;-1\«5051!.::’.,4|-1:|=‘°,6m -l

Figuras P6.21 ¢ P6.22
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6.23  Determine as forgas nas barras CD e DF da treliga da figura.

6.24  Determine as forgas nas barras CE e EF datrelica da figura.

[- 1u|-'T-- i-:r——r—'im -r—.'ilu---l

IR .

i
Sm

1
H

Figuras P6.23 e P6.24

6.25 Determine as forgas nas barras DE e EF da treliga da figura.

6.26  Determine as forgas nas barras FG e FH da treliga da figura.

12 Lo]

= /’i<
—_ U
225 m
T v .
——c| E| f| # ] 2

[SOkNJON.NSGkNSOKN

Gviosde2d m= 144 !u—'l

Figuras P6.25 ¢ P6.26

6.27 Determine as forgas nas barras CE e DE da treliga da figura.

6.28 Determine as forgas nas barras £/ e £G da treliga da figura.
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ks

——
Im
kN \(
dm
i ”/\
i

-

dm 164N g

T
l

Jm
1

-

i

l—mus.n--—l

Figuras P6.27 ¢ P6.28

6.289 Determine as forgas nas barras BD e DE da treliga da figura.

6.30 Determine as forgas nas barras DG e EG da trelica da figura.

44

T o]

Figuras P6.29 e P6.30

6.31 Determine a forga na barra CD da ftreliga Fink de telhado, da ilusiragao,

quando P = 15 kN.

6.32 Determine as forgas nas barras BD, BE e CE da treliga da figura.

6.33 Determine as forgas nas barras DF, DG e EG da treliga da figura.
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Bviosde2m=16m

S e
Lt 1(‘ )1 I

[ it

Figura P6.31

6.34 Determine as forgas nas barras GJ, GK e IK datrelica da figura.

’—hn—'—---i m—-T--—-lm—r— 4m—
A

lﬁh\l 15 kN JI‘.\L\

B 1w F

5

ey

»

Fm

Figuras P6.32, P633 e P6.34

6.35 Determine as forgas nas barras AD, CD, e CE da trelica da figura.

6.36 Determine as forgas nas barras DG, FG e FH datreliga da figura

/
240 m

450 m—4—4,50 m—-—'—djo m
T 20 kN 20 kN T
45KkN |4 2] t '“"f
' NIk
F i

L rl
It
.

Figuras P6.35 e P6.36
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Determine as forgas nas barras FK e JO da treliga da figura (Sugestdo: Utilize a

6.37
segao a-—a.)
PA B C D
[ 1
P i o 1S i
a-{- “H .“-[}-T‘}-
: -4
- L ,\Ir A :AS
Ld‘l—-f—-i-—d—l—dJ
Figura P6.37
6.38 Datermine as forgas nas barras AC e BE da treliga da figura. (Sugestio: Utilize a
segao a—a)
6.39 Determine a forga na barra GJ da treliga da figura. (Sugestdo: Utilize a
segao a —-a.)
240 m—+2,10m
110 kN \r B TC '1
2,40 m
T8N l KN e p ’- 4 %
£ 2 [ 240 m
2 I
G I
2w ‘w 240m
1
i i K l
E: s

1 it — J =t

'L — ———6,60 m——l
Figuras P6.38 e P6.39

6.40 Determine as forgas nas barras DE e AE da trelica da figura.

6.41 Determine as forgas nas barras AB e AD da trelica da figura.
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Figuras P6.40 e P6.41

6.42 Os elementos em diagonal no painel central da trelica da figura sdo muito delga-
dos e somente podem ser sujeitos a tragbes. Esses elementos sao denominados tirantes. Determine
as forgas na barra DE e nos tirantes, com o carregamento da figura.

Tirantes
i '/\ I f\‘ I
—/—| =i —

\ T
1,80 m
\ HTy

LA, (;! I « IT

(=1

30N 4SKN 60 kN
2,40 m=2,40 @240 w240

Figura 6.42

6.43 Resolva o Prob. 6.42 supondo que a carga de 30 kN foi removida.
6.44 Resolvao Prob. 6.42 supondo que a carga de 45 kN foi removida.

6.45 a 6.48 Classifique cada uma das estruturas dadas como completa parcial ou
ineficazmente vinculada. Se completamente vinculada, classifique ainda como determinada ou
indeterminada. (Todas as barras podem estar submetidas atragao ou a compressao.)
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2 o l s
" r r
[ 1]
Figura P6.45
1 r P
Wik i il
Figura P6.46
r P P
fa) L) i)
Figura P6.47
.
P P J F
) ] 4]
Figura P6.48
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Estruturas e Maquinas

6.9. Estruturas Contendo Elementos Submetidos a Varias Forgas. Ao
tratar de treligas, consideramos estruturas que consistiam exclusivamente em articu-
lages e barras retas submetidas a apenas duas forgas. As forgas que atuam sobre as
barras submetidas a duas for¢as agem diretamente ao longo das préprias barras,
Consideraremos agora estruturas que possuem pelo menos uma barra submetida a trés
ou mais forgas. Essas forgas, geralmente, néo atuario ao longo das barras; sua diregdo
é desconhecida e serdo representadas por duas componentes incégnitas.

Estruturas e maquinas sdo sistemas compostos por elementos submetidos a
vdrias forgas. As estruturas projetadas para suportar cargas sio geralmente estacio-
nérias e completamente vinculadas. As mdquinas sio projetadas para transmitir e
modificar forgas; podem ser ou niio estaciondrias, mas sempre terdo partes moveis.

6.10. An4dlise de uma Estrutura. Como primeiro exemplo da andlise de uma
estrutura, consideraremos novamente o guindaste descrito na Segdo 6.1, que suporta
uma dada carga P (Fig. 6.20a). O diagrama de corpo livre da estrutura inteira esta
ilustrado na Fig. 6.20b. Esse diagrama pode ser usado para determinar as forgas
externas que agem sobre a estrutura. Somando os momentos em relagdo a A, primeiro
determinamos a forga T exercida pelo cabo; somando as componentes x e y, determinamos,
entdo, as componentes A_e Ay da reagdo da articulagdo A.

Para determinar as forgas internas que mantém unidas as vdrias partes de
uma estrutura, devemos desmembra-la e desenhar o diagrama de corpo livre para cada
uma de sua partes componentes (Fig. 6.20¢). Em primeiro lugar, devemos considerar as
pe¢as submetidas a apenas duas for¢as. Nessa estrutura, a barra BE ¢ a tnica pega
desse tipo. As forgas que agem em cada extremidade dessa barra devem ter a mesma
intensidade, a mesma linha de agdo e sentidos opostos (Se¢do 4.6). Elas estardo,
portanto, dirigidas ao longo de BE e serdo denominadas, respectivamente, Fpp e—=Fpp.
Seus sentidos serdo tomados como mostra a Fig, 6.20c, e a corregiio dessa hipétese serd
verificada mais tarde pelo sinal obtido para o valor comum F ;. das duas forgas.

Em seguida, consideremos as pegas submetidas a vérias forgas, isto €, aquelas
que estdo sob a agdo de trés ou mais forgas. De acordo com a terceira lei de Newton, a
forga exercida pelabarra BE sobre o ponto B da barra AD deve ser igual e oposta a forga
Fp exercida por AD sobre BE. Analogamente, a forga exercida pela barra BE sobre o
ponto E de CF deve ser igual e oposta & forga — F ;. exercida por CF em BE. As forgas
que abarra BE, submetida a duas forgas, exerce sobre AD e CF silo, portanto, respectiva-

mente iguaisa—Fpp e Fpp elastém o mesmo médulo Fpp e sentidos opostos, devendo
estar orientadas conforme indicado na Fig. 6.20c.
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X/ E F
Jfcle—>
/ " T
/
/ B J
P
; .
Al
fr/k*ﬂ' &
A\
(a) (b)
Figura 6.20

Em C estdo unidas duas barras submetidas a varias for¢as. Posto que ndo se
conhece nem a diregao nem o médulo dessas for¢as que agem em C, elas serdo repre-
sentadas por suas componentes x e y. As componentes C, e CJ,_ da forca que age na
barra AD serdo arbitrariamente dirigidas para a dn_-mt,a e para cima. Uma vez que, de
acordo com a terceira lei de Newton, as forgas exercidas pela barra CF sobre AD e pela
barra AD sobre CF s#o iguais e opostas, as componentes da for{;:a que age sobre a barr:a
CF devem estar dirigidas para a esquerda e para bfli_xq; elas serdo des_ﬂgnadas, respect:;
vamente, - C e —=C_. Se aforga C € realmenfce d1r1g1d.a para a dll‘eltlel ea f'qr;a - C.l_ é
realmente dirigida para a esquerda, se determinara mais tarde, por meio d? sinal ohnldo
para C_, um sinal positivo indicando que a hipétese estava correta, um sinal negativo
indicando que estava errada. Os diagramas de corpo livre das barras submetidas a
vérias forgas sdo completados representando-se as for¢as externas agindoemA, DeF.*

As forgas internas podem agora ser de.t.ermina_das t;ons:ld'e*rﬂndo-se o diagrama
de corpo livre de qualquer uma das duas barras submetidas as varias forgas. Escggen_dg
o diagrama de corpo livre de CF, por exemplo, teremos as equacdes M = 0, - Ed_

e IF_ =0, que fornecem os valores Fpp, C}_ eC,, re.sPectwa.menLe. Es:?es v_alore:. podem
ser citompmvadus verificando-se gue a barra AD estd também em equilibrio.

Deve-se notar que os diagramas de corpo livre das articulacdes na‘ap foram
representados na Fig. 6.20c. Isto porque os pinos das_ artmulagoes_fo}ram cons1derad§s
como partes integrantes de uma das barras por eles h’gac.ia. Essa hipotese sempge pode
ser feita para simplificar a analise de estruturas e maquinas. Entretanto, quando uma
articulagdo une trés ou mais barras, ou liga um vineulo externo e duas ou mais barras,

* Nao & absolutamenie necessang usar um sinal negativo para distinguir a forga que uma batralexer::e 53:2(:521::2
de forga igual e contraria exercida pela segunda barra sobre a pnimeira, uma vez gue ijs dupars b?:i?;spgesomdos
diferantes diagramas de corpes livres e, portanto, n_éo se podem confundir faciimente. Nos Pro akiatiiis O
representaremes pelo mesmo simbolo forgas |guar3 & opostas que forem ap'llc.ad\a_s adcorpos 1 dipiai il .De
sinal obtido para uma componente de uma forga nao tem relagdo com a orientagaoc dos leosg o Con"e'la
fato, um sinal positive indica que 3 orientagdo tomada para essa componente no diagrama de corp ;
& um sinal negativo que a orientagao € oposta,




406 Mecanice Vetorial para Engenheiros — Estdiica

ou quando uma carga estd aplicada a uma articulagio, deve-se decidir cuidadosamente
a qual dos elementos se supde pertencer a articulagao. (Se estiverem envolvidas barras
submetidas a vérias forgas, a articulagao deve pertencer a uma delas.) As vdrias forgas

exercidas sobre a articulagao devem, entio, ser claramente ident; ficadas. Isto éilustrado
no Problema Resolvido 6 6.

6.11. Estruturas que Deixam de SerRigidas Quando Separadas deseus
Vinculos Externos. O guindaste analisado na Segio 6.10 foi construido de maneira tal
Qque mantém sua forma mesmo sem a ajuda de seus vinculos externos; €, portanto,
considerado um corpo rigido. Muitas estruturas, no entanto, deformar-se-ao quando
separadas de seus vinculos externos; tais estruturas nio podem ser consideradas como
corpos rigidos. Considere-se, por exemplo, a estrutura representada na Fig. 6.21a, que
consiste em duas barras AC e CB que suportam cargas P e Q em seus pontos médios;
as barras, por sua vez, sdo vinculadas ao solo por articulagies em A e B e estdo
articuladasem C. Se for separada de seus vinculos externos, essa estrutura ndo manters

sua forma; portanto devera ser considerada como composta por duas partes rigidas
distintas AC e CB,

()

(fr)
Figura 6.21

As equagles IF =0, ZF =0, ZM = 0 (em relacao a qualquer ponto dado)
expressam as condi¢des de equilibrio de um corpo rigido (Cap. 4); devemos aplicd-las,

.
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portanto, aos diagramas de corpo livre das barras AC e CB (Fig. 6.:_21&). Uma vez que
essas barras estio submetidas a vdrias forgas e como sdo usadas articulagées t.%nto nos
vinculos externos quanto na junta, as reagdes em A e B e as forg_as em 'f,‘ serdo, cada
uma, representadas por duas componentes. De acordo com a terceira lei de N ew.bon, as
componentes da forga exercida por CB sobre AC e as componentes da forga exer.clda por
AC sobre CB serdo representadas por vetores de mesmo médulo, mesma diregéo e
sentidos opostos; assim, se o primeiro par de componentes é denomlmdo _C e C,, 0
segundo serd designado - C_e—C.. Observanlos que quatro fquq;as incégnitas atuam
no corpo livre AC, enquanto somente trés equagdes p(:'ldel"ﬂ ser utilizadas para expressar
que o corpo estd em equilibrio; analogamente, q_uat!'o mcogm_tas e sqmeute trés equagﬁes
estdo associadas a CB. Entretanto, somente seis t‘hferenbef m:_:égn 1tas‘est.éo envolvidas
na andlise das duas barras e seis equagdes em conjunto estat_: disponiveis para expressar
0 equilibrio das barras. Escrevendo IM, = 0 para o corpo livre AC e ZMp = 0 para gB.
obtemos duas equagbes acopladas das quais se pode obter o valor do médulo C_ das
componentes C_,—C_ e o valor do médulo C c_ias compolnentes Cy e— Cy. Esc_reven o,
entdo, LF_=0 e IF, =0para cada um dos Jms corpos livres, obtemos sucessivamente
as componentes A, - B e By.

Observemos agora que, como as equagdes .de gquilibrio IF =0, ZF =0
e IM = 0 (em relagdo a qualquer ponto dado) sdo satisfeitas por forgas que agem no
corpo livre AC e como também séo satisfeitas para forgas que agem sobre o corpo livre
CB, devem da mesma forma ser satisfeitas quando as forcas que atua:m nos dois corpos
livres forem consideradas simultaneamente. Uma vez que as fon;as internas em C se
anulam mutuamente, verificamos que as equagdes de equlllbrro devem ser satisfeitas
pelas forgas externas representadas no diagrama de corpo livre wda prépria esé.rutura
ACB (Fig. 6.21¢), ainda que esta nio seja um corpo rigido. Eslsaa equacdes podem s;r
utilizadas para determinar algumas das componentes das reagdes em A E.B' Entretan 0,
devemos observar que as reagdes nao podem ser comp!etgmente detlefmmadas abpamr
do diagrama de corpo livre da estruture toda. E, pois, necessirio desmfm raFr"i a
estrutura e considerar os diagramas de corpo livre das partes que a compdem ( ‘ig.
6.21h), mesmo quando estivermos interessados em er]contrar apenas as reagoes
externas. Isto pode ser explicado pelo fato de que as equagoes de equilibrio Obtldail p?ra
o corpo livre ACB sdo condigdes necessdrias para o equilibrio de uma estrutura defor-
mavel, porém nao sdo condi¢oes suficientes.

O método de resolugio delineado no segundo pqrégrz:xf_o desta se.g:aj\o envolve
equagdes simultineas. Discutiremos agora um método mais pratico, que glza;tgnw 0
corpo livre ACB quanto os corpos livres AC e CB. Escrevendo }ZMA: OeIMp= parz
o corpo livre ACB, obtemos By e A_. Escrevendo Eﬁ*fc =0,ZF =0e ‘.Fy =0 parf c(n)corp
livre AC, obtemos sucessivamené A C e Cy. Finalmente, escrevendo LF_ = 0 para
ACB, obtemos B_.

Observamos, acima, que a andlise da estrutura da Fig. _6.22_[ envolve slais
componentes incégnitas de forga e seis equagdes indepen‘denbes d_e equ}h'_bn(‘) (as equagdes
de equilibrio para a estrutura total foram obtidas das seis equagdes originais e, portanto,
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».n#o sfo independentes). Além disso, comprovamos que realmente todas as incégnitas

. poderiam ger determinadas e todas as equagées poderiam ser satisfeitas. A estrutura
considerada é estaticamente determinada e indeformdvel.* Em geral, para determinar
se uma estrutura ¢ estaticamente determinada e indeformével, é necessdrio tragar um
diagrama de corpo livre para cada uma das partes que a compéem e contar as reagdes
e forgas internas envolvidas. Devemos, também, determinar o nimero de equagdes
independentes de equilfbrio (excluindo equagdes que exprimem o equilibrio da estrutura
toda ou de grupos de partes componentes j4 analisados). Se existem mais incégnitas que
equagdes, a estrutura é estaticamente indeterminada. Se existem menos incégnitas que
equagdes, a estrutura é deformdvel.** Se existem tantas incégnitas quantas equagdes,
e se todas as incdgnitas podem ser determinadas e todas as equagdes satisfeitas sob
condigdes gerais de carregamento, a estrutura & estaticamente determinada e inde-
formdvel; se, no entanto, por causa de uma disposi¢do imprépria das barras e apoios,
néo for possivel determinar todas asincégnitas e tampouco satisfazer todas as equagées,
a estrutura serd estaticamente indeterminada e deformdvel.

m
Problema Resolvido 6.4

Na estrutura da figura, as barras ACE e BCD estdo articuladas por um pino
em Ce pela barra DE. Determine a forca na barra DE e as componentes da forca exercida
em C pela barra BCD.

S P
VA
160 mm
e 80 N
B0 anm ¢ n
o

S0 mm ‘

|

i

| i3
[—J— 100 min—+——15(l inm

B

& patavra yndeformavel @ utlizada aqui para indicar que a estrutura mantera sua forma enguanto permane-e

2302 a Seus An0ios.
=2 cases ¢
aregamento
st o 2yal dave gar entandidn came

7 gue, no lugar de oeformavel, a estrutura pode se mover guando sujeita a cenus tipc- 2

- ‘ermo deformavel deve, pois, ser entendido como: deformével ou mével Da mes=a for—= 1
indetormavel o imAvel (N do R T)

L
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Estrutura Inteira. Como as reagbes externas envolvem apenas trés
incdgnitas, determinaremos as reagoes considerando o diagrama de corpo livre da
estrutura toda:

i o = - = = = T
+IEFy_0. Ay 480 N =0 Ay_+480N Ay 480 N
+ ] M, =0 — (480 N) (100 mm) + B(160 mm) =0

B =+300N B=300N->
LEF':l‘:O B+A1=0
300N+A =0 A =-300N A1=300N¢—-

—

14 e
|

b 108 g e 1300 -

Barras. Agora desmembramos a estrutura. Como apenas duas barras estdo
articuladas em C, as componentes das forgas desconhecidas que agem em ACE e BCD
sdo iguais, porém de sentidos opostos e supostas orientadascomo na iiustrac@o. Supomos
que a barra DE estejatracionada e que aplique em De E for¢asiguais de sentidos opostos,
como se vé na figura.

1 80

a=1" = 2807
[EARTI 5 150 .
, e II!.’Imu.—-‘r-- =13 -
|'|"I | u\b [ l"“'\‘
N\
CIITTTEA Y I I
i WE )

-1
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Barra BCD. Utilizando o corpo livre BCD, escrevemos:

+) IM,=0:

(Fpp sen o) (250 mm) + (300 N) (60 mm) + (480 N) (100 mm) =0

Frp=-56 A .
pg =~ 961N F p=561NC «
tSF -0 C,-Fppcosa+300N=0
ity

C,— (=561 N) cos 28,0+ 300N =0 C =-T95N
+TXF = 0: C,~Fpgsena-480N=0

Cy—(-—561 N) sen 28,0 =480 N =0 C =+216 N

Os sinais obtidos para C e C_,'r indicam que as componentes C_e C, da for¢a

;plicada na barra BCD sdo orientadas, respectivamente, para a esquen'ﬁ: e p{;m cima.
emos:

C,=79%5Ne, C =216NT

¥
VTN
‘:Is.— HKIN

ot
"-\'il;mu ] Lo

l_l‘xlllun—-l '
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Barra ACE (Verificag¢do). Os cdlculos sio verificados considerando-se o corpo
Jivre ACE. Por exemplo:

+] IM, = (Fpg cosa) (300 mm) + (Fpyp sen o) (100 mm) - C_ (220 mm) =
(561 cos o) (300) + (561 sen &) (100) - (795)(220) = 0

f

Problema Resolvido 6.5

Determinar as componentes das forgas que agent em cada barra da estrutura
representada.

1—— 36m—
A

T

=
‘ 4.Bm—-—‘l

Estrutura Inteira. Uma vez que as reagbes exiernas envolvem somente trés
incégnitas, podemos calcular as reagoes considerando o diagrama de corpo livre da
estrutura inteira:

+3 ZME=0; —(2,4kN) (3,6 m)+ F(4,8m) =0

F=+18kN F=18kNT <
+T'£Fy=0.' —2,4kN+1,8kN+Ey=[}

E},=+0.6kN Ey:O,GkNT =

11

5
1t
=)
=
I
(=]
]
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.\ |-—— 36m —I

Como apenas duas barras estdo acopladas em cada né, a estrutura é agora
desmembrada, e componente iguais e contrdrias sio representadas sobre cada barra em
cada né.

Barra BCD

+ ) IMp =0 —(2,4kN)(3,6m)+Cy(2,4m)=0 Cy=+3,6kN =

+ 1 EMo=0: -(24KkN)(1,2 m)+By (24m)=0 B}.=+1,2 kN «

+ =0 -
% IF,=0: -B +C,=0

Notamos que B, e C_ndo podem ser obtidos considerando-se somente a barra
BCD. Os valores positivos obtidos para By e C indicam que as componentes B ,eC da

forga estdo dirigidas como se supés. :

I.2m
—24m—-=—)
!Ba G Jaarn
D
B, 8 c| ¢
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Barra ABE

+)IM, =0 B (27m)=0 B =0
x

HIF =0 +B . -A =0 Ax=0<=

+TXIF =0: ~A,+B, +06kN=0

-A,+12kN+08kN=0 A =+18kN <

Barra BCD. Retornande agora @ barra BCD, escrevemos

+, IF =0 -B +C,=0 0+C_=0 C =0«

x

Barra ACF (Verifica¢ao). Todas as componentes incégnitas ja foram encon-
tradas; para comprovar os resultados basta verificar que a barra ACF estd em equilibrio:

+) EMC =(1,8kN) (2,4 m) —Ay (2,4 m) —A'\. (2,7m) =
=(18kN)(24m)-(18kN)(24m)-0=0 (confere)

Problema Resolvido 6.6

Uma forca horizontal de 3 000 N estd aplicada ao pino A da estrutura
tlustrada. Determinar as for¢as que atuam nas duas barras verticais do estrutura.

A
300N A '
i
H““x 075m
S \’S\B i
075 m
|
o1
1
|| s
1
Cor | f
I 0 "I* m
ng,‘\ s F—
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Estrutura Inteira. A estrutura inteira éescolhida como unt corpo livre; ainda

W A
que as reagdes envolvam quatro incégnitas, E)_ e Fy podem ser determinadas Fun Sy
escrevendo-se ’ ’ = :\\\l‘x .
| ME\F‘”
i +) LM =0 — (3,00 kN) (3,00 m) + F (1,80 m) =0
J E - i y : g
; : F,=+500kN F,=500kNT « //4,7/"" b
’:. Fop
&
+TZFy=0: E +F =0
E =-5,00 kN E =500k . .
y=-8 4 i Rig & Os sinais obtidos indicam que o sentido considerado para F, estava correto e
o sentido para F ,p, incorreto. Somando agora as componentes em x:
i — 12 12 7 80KN) +E, =0
i +, IF_=0: 3,00 KN +12 (-5,20kN) + 12 (1,80 kN) + E, =
! E =-540kN E =540kN« <

Estrutura Inteira. Como E_ jd foi determinada, podemos retornar ao
diagrama de corpo livre da estrutura inteira e escrever

+, IF =0 3,00kN -540kN+F =0
X
F =240kN Fx =240kN - <
As equagdes de equilibrio da estrutura inteira néo sdo suficientes para deter-
minar E_e F . Para obter a solucdo, devemos agora considerar o equilibrio das vdrias ——
barras. Aa desmembrar a estrutura, suporemos que o pino A estd ligado a barra ACE,

i submetida as vdrias foras, e, assim, que a forca de 3,00 kN estd aplicada a ela.

Observamos, também, que as barras AB e CD séo pegas submetidas a duas forgas.
225 m
1 Barra ACE
E T—C
- 5 il 075m .
+i2..Fy=O‘ - ﬁFABi» 1_3FCU -5,00kN=0 ::
) IM, = 0: kN) 3,00m)— 22 F, x3,00 12 Fp) (0,75 m) =0 x
+1 IMp=0: —(3,00kN)(3,00m)— 13 Aph3, m)—(-l3 op) (0,75 m) =

Resolvendo esse sistema de equacoes, encontramos

FAB:—:'\,‘ZO}CN FCD-:-F'Y.SORN —

) L
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Barra BDF (Verifica¢fio). Podemos testar nossos cdlculos verificando que a
"equagdo IMy = 0 € satisfeita pelas for¢as que agem na barra BDF:
12

+) IMp =- (E FopX0,76 m) + F_ (2,25 m) =

2 % (7,80 kN) (0,75 m) + (2,40 kN) (2,25 m) =

~540kN-m+ 540kN -m=0 (confere)

Problemas

6.49a 6.51 Determine aforga na barra BD e as componentes da reagao em C.

LT

| ELURTIN

Figuras P6.49 e P6.50

[

Al
(=

| 200

— 330 mm——mm —— mm—

200

Figura P6.51

4
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6.52 Determine as componentes de todas as forgas que atuam na barra ABD da
eslrutura da figura.

Y o 3
C
b J
Li2o m-].uo m+]20m-l-1,20 m
Figura P6.52

6.53 Delermine as componentes de todas as forgas aplicadas na barra ABCD quando

6.54 Determine as componentes de lodas as forgas aplicadas nabarra ABCD quando

Figuras P6.53 e P6.54

655 A barra de reboque de uma aeronave é pasicionada por meio de um cilindro
hidraulico CD coneciado a duas unidades idénticas brago-roda DEF. A barra de reboque completa
tem massa de 180 kg e seu baricentro fica em G. Para a posigao da figura, determine: (a) forga
exercida pelo cilindro no suporte C e (b 2 & forga exercida em cada brago pelo pino em E.
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Dimensdes em mm

ol S
[m\‘—'_l—‘—r "

- ﬂ
_ F ==

. ‘- Cl

oOA
* [ - / i
- e I~
N
SOHh

' |
j ST r e R [
bo———R50 675 S5

Figura P6.55

6.56 Resolva o Prob. 6.55 supondo Que um mecinico de 75 kg esta em pé sobre a
barra de reboque no ponto 8.

6.57 Sabendo que P =375 N e Q = 225 N, determine as componentes de todas as
forgas que agem na barra BCDE da montagem da figura.

6.58 Sabendo que P =225 N ¢ Q = 375 N, determine as componentes de todas as
forgas que agem na barra BCDE da montagem da figura.

H 0

o e —__r
l 100 mm
C_ 'J___l

o )
—1L b

|
150 mm‘[—lm mmlﬁ—l—zm F—
Figuras P6.57 e P6.58

6.59 O trailer da figura foi projetado para que sua parte traseira possa ser abaixada até
o nivel do chao a fim de facilitar seu carregamento. Um vaiculo de 1 250 kg foi puxado por um sarilho
até a posigdo ilustrada. O trailer é entio colocado em posigao de viagem, com a = 0, sendo AB e BE

horizontais. Considerando apenas o peso do velculo, determine a forga que deve ser exercida pelo
cilindro hidraulico para manter a posigao com @ = Q.
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Figura P6.59

6.60 Para o guindaste maritimo da figura, utilizado em operagoes de periuragao de
pogos no mar, determine: () a forga na haste CD, (b) a forga do brago AC e (c) a forga exercida em
Apela langa AB.

=14 m——— 26 m

H

dm

i

Figura P6.60

6.61 Determine todas as forgas que agem na barra Al se a estrutura de figura é
aplicado um binario horario de momento 150 N - m no ponto: (a) D e (&; E.

6.62 Determine todas as forgas que agem na barra 4/ se a estrutura da figura é
aplicada uma forga horizontal de 200 N, orientada para a direita no po~2. (a) D« (b) E,
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- 050 m

025 m

| ; lb:/ 1

025 m

1

5 050 m

j_ ohH e _‘J'
— mn;‘_]f.:.‘ =

Figuras P6.61 e P6.62

6.63 Determine as componentes das reagdes em A e E se a carga de 800 N é aplicada:
(a) como na figura e (b) em D, verticalmente para baixo.

6.64 Determine as componentas das reagbes em D e E se a estrutura da figura é
carregada com binrio horério de momento igual a 150 N - m, aplicado ne ponto: {a)Ae(b) B

i N
04 m _
o [ 0 -(‘
i B
200 min 04 m o

J———-———— L)

06 mJ—vO.ﬁ m—+—06m

L'sm =) gy ———1==70 mm‘l

Figuras P6.63 e P6.64

L €

6.65 Um trabalhador de 70 kg est4 sobre um banquinho, no ponto C. Metade do peso
do trabalhador é suportado pelas pgrnas do banquinho da ilustragio. Determine as componentes da
forga exercida no ponto E da perna BE, supondo que a parte inferior das pernas nao é bem paralzla

ac chao e que o apoio se da apenas nos pontos A e B. Despreze o peso do banco e suponha que
nao ha atrito no chao.

Andlise de estruturas 421

st o]l

s 75 80 75 50

Figura P6.65

6.66 No Prob. 6.65 o apoio das perlnas do banquinho no chao pode se dar de quatro
maneiras:em Ae B, Ae B, A e B e A' e B' Determine: (a) para qual combinagao de apoios a forga
nabarra FG é méaxima e (b) o valor correspondente da forga em FG.

6.67 O cilindro hidraulico CF, que controla parcialmente a posigao de uma barra DE, foi
fixado na posigio da figura. Sabendo que 6 = 70°, determine: (a) a forga P para a qual a tragéo na
barra AB & de 625 N e (b) a correspondente forga exercida pela barra BCD no ponto C.

6.68 O cilindro hidraulico CF, que controla parcialmente a posigao de uma barra DE, foi

fixado na posigao da figura. Sabendo que P =450 N e 0 = 80", determine a forga: (a) na haste ABe
(b) aplicada no ponto C da barra BCD.

8/
|
|
50 mm

Figuras P6.67 ¢ P6.68
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6.69
emAeE.

Sabendo que a polia tem um raio de 0,5 m, determine a compaonente das reagdes

3 i ——

Figura P6.69

6.70 Sabendo que cada polia tem um raio de 250 mm, determine as componentes das
reagoes De E.

Figura P6.70

6.71 Uma tubulagdo de 0,90 m de diametro & suporiada a cada 4,80 m por uma
pequena estrutura do tipo ilustrado. Sabendo que o peso combinado da tubulago e seu contetdo &
de 8,33 kN/m, e desprezando efeitos de atrito, determine as componentes: (&) da reagao em E e (b)
da for¢a aplicada no ponto C da barra CDE.

6.72 Resoclvao Prob. 6.71 com h=1,80m.
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Figura P6.71

6.73 As partes da cabine e do motor da pa carregadeira da figura sao articuladas por
um pino vertical localizado 1,50 m atrés das rodas dianteiras. A distinciade Ca D& 0,75 m. O
baricentro da parte do motor, que pesa 300 kN, é o ponto G, Os baricentros da parte da cabine, que
pesa 100 kN, e da carga, de 75 kN, sdo, respectivamente, 0S pontos G_e G, Sabendo que o veiculo
est4 em repouso, com os freios soltos, determine: (a) as reagdes em cada uma das quatro rodas e
(b) as forgas exercidas na parte do motorem Ce D.

r\L B
—1,50 m—+——2,10m

Figura P6.73

6.74 Resolva o Prob. 6.73 supondo que a carga de 75 kN foi removida.

6.75 Um trailer de 1 050 kg esta preso a um carro de 1.200 kg por um engate com rétula
em D. Determine: (a) as reagdes em cada uma das seis rodas quando o carro e 0 trailer estdo em
repouso e (b) a carga adicional devida ao trailer em cada roda do carro.

.
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6.76 Para propiciar uma melhor distribuicio de peso nas quatro rodas do carro do Prob.
6.75, utiliza-se um engate de compensagao do tipo ilustrado. Esse engate é formado por duas barras
elasticas (apenas uma é vista na figura) encaixadas em mancais de um suporte preso rigidamente
a0 carro. As barras el4sticas estdo ligadas A estrutura do trailer por correntes que sao mantidas sob
trago por ganchos especiais. (a) Determine a tragio Tnecessaria em cada uma das duas correntes
para que carga adicional devida ao trailer seja uniformemente distribulda nas quatro rodas do carro.
(b) Quais as reagbes correspondentes em cada uma das seis rodas da combinagao carro-trailer?

—_—

Figura P6.76

6.77 ® 6.78 Para a estrutura e o carregamento da figura, determine as componantes de
todas as forgas que agem na barra ABD.

6.79 Resolvac Prob. 6.78 supondo que a cargade 1 800 N foi removida.

6.80 Resolva o Prob. 6.77 supondo que a carga de 3 kN foi removida.
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200 200 20— 1) p—
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Figuras P6.77 e P6.78

6.81 (a) Mostre que, quando uma estrutura suporta uma polia em A, pode-se obter um
carregamento equivalente da estrutura e de cada componente removendo a polia e aplicando em A
duas forgas iguais e paralelas as forgas de tragao no cabo. (b) Mostre também que, se uma ponta do
cabo é presa a estrutura em B, uma forga de modulo igual & tragao deveria ainda ser aplicada em B.

B BT

T 1 I

() thy

Figura P6.81

6.82 As barras ABC e CDE estao articuladas por um pino em C e apoiadas em quatro
barras AF, BG, GD e EH. Para o carregamento da figura, determine as forgas nas quatro barras de
apoio.

6.83 Resolvao Prob. 6.82 supondo que a forga P foi substituida per um binario horério
de momento M, aplicado ac mesmo ponte.

v b A

e

T
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Figura P6.82

6.8426.86 A estrutura ilustrada ¢ formada por barras AD e EH que estio aniculadas

porduas barras. Determine as forgas em cada uma dessas barras de arliculagao para o carregamento
dado.

03 m—T—Oﬁ m-T—O,S m“‘
€ [}

In

it
/Y ;

LUJ m-T—OJ mT-OJ mAI
l \ | i 8 1

i

¢

TN TN N
Figura P6.84 Figura P6.85

6.87 Sabendo que nio ha atrito nas superficies A e D, determine as companentes de
lodas as forgas aplicadas na barra ACD.

6.88 Resolva o Prob. 6.87 supondo que a forga de 1 000 N aplicada em E é horizontal
@ aponta para a direita,
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’—U.\ m Tﬂ..‘ m Tn_i m“
4 Uil C D

1,00 kN
=30 mm —— | =150 mm == i'.-'.‘rmrj‘E
| 77 1

=
0.7 kN
Figura P6.86 Figura P6.87

6.89 O arco ABC é parabdlico, com vértice em B, e é triplamente articulado. Sabendo
que P = 450 kN e Q = 300 kN, determine as componentes: (a) da rea¢do em C e (b) da forga
exercida no ponto B da barra AB.

6.90 Para o arco no Prob. 6.89, sabendo que P = 300 kN e Q= 450 kN, determine as
componentes (a) da reagio em C e (b) da forga aplicada no ponto B da barra AB.

*
3,60m
[

4.50m

;

—O00m —= 135m

Figuras P6.89 e P6.90

6.91 Trés vigas estao pregadas em seus pontos medios para formar a base da figura.
Supondo que apenas forgas verticais sdo aplicadas nas conexdes, determine as reagbes em
ADeF

w .
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Figura P6.91

6.92 Quatro vigas, cada uma de comprimento 2a, estdo pregadas em seus pontos
médios, para formar o sistema de suporte representado. Supondo que nas conexfes somente se
exercam forgas verticais, determine as reagbes verticaisem A, D, E e H.

Figura P6.92

6.93 @ 6.94 Cada estrutura da figura é formada por duas barras em L presas por barras
rigidas. Para cada estrutura, determinar as reagbes nos apoios e indique se a estrutura é rigida.

6.95 Uma carga vertical Pde 0.9 kN é aplicada & barra ABC. As barras ABC e DEF sao
paralelas e estdo colocadas entre paredes sem atrito e articuladas pela barra BE. Com a = 0.8 m,
determine as reagoes nos pontos A, C, D e F.
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Figura P6.93

Figura P6.94

6.96 As duas barras paralelas sio colocadas entre duas paredes sem atrito e arti-
culadas pela barra BE. Determine o intervalo de valores para a disténcia a para os quais a carga P
pode ser suportada.

Figuras P6.95 e P6.96
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6.12. Maquinas.® Maquinas sdo estruturas projetadas para transmitir e
modificar forgas. Sejam elas simples ferramentas ou incluam mecanismos complicados,
seu objetivo principal é transformar foras de entrada em for¢as de saida. Considere-se,
por exemplo, uma tesoura para arame (Fig. 6.22a). Se aplicarmos em seus cabos duas
forgas iguais e opostas F e — F, estes exercerdo duas forgas iguais e opostas Q e — Q sobre
o arame (Fig. 6.22b).

-

th

i)

Figura 6.22

Para determinar o médulo @ das for¢as de saida, quando o médulo F das forgas
de entrada é conhecido (ou, inversamente, determinar ¥ quando @ é conhecido), dese-
nhamos o diagrama de corpo livre da tesoura apenas, mostrando as forgas de entrada F
e — F e as reacdes — Q e Q que o arame exerce sobre ela (Fig. 6.23). Entretanto, como a
tesoura formauma estrutura nio-rigida, devemos usar uma de suas partes componentes
como corpo livre, para determinar as forgas incégnitas. Considerando a Fig. 6.24a por
exemplo, e tomando os momentos em relagdo a A, obtemos a relagdo Fa = @b, que
determina o médulo @ em fung¢ao de F, ou F em funcio de . O mesmo diagrama de
corpo livre pode ser usado para determinar as componentes da forca interna em A;
encontramos A =0 e A =F+@.

J,//;\\ =R

O
'//'/{::ih__.d
_E“‘-———‘:”‘-C/A Q

Figura 6.23

* Em nossa literatura corrente as magquinas aqui traladas sdo chamadas maguinas simples. O lermo genérico
magquina refere-se, comumente, a sistemas capazes de realizar trabalho quando a entrada € alguma forma de
energia. Por exemplo, uma maguina a vapor é um sistema que transforma energia térmica (caldeira) em energia
mecanica (biela-manivela). (N.do R. T)
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Figura 6.24

No caso de maquinas mais complicadas, serd, em geral, necessédrio usar varios
diagramas de corpo livre e, possivelmente, resolver equagdes simultdneas envolvendo
vérias forcas internas. Os corpos livres devem ser escolhidos de modo a incluir as forgas
de entrada e as reagdes as forgas de saida. Além disso, o numero total de componentes
de forgas incégnitas envolvidas ndo deve exceder o nimero de equagdes independentes
disponiveis. Ainda que seja aconselhdvel verificar se o problema é determinado antes
de tentar resolvé-lo, ndo faz sentidodiscutir a rigidez da maquina. Uma méquina contém
partes méveis e deve ser, portanto, nao-rigida.

M

Problema Resolvido 6.7

Uma mesa elevadora é usada para suspender uma caixa de 1 000 kg. Ela
consiste em uma plataforma e dots sistemas articulados idénticos sobre os quais cilindros
hidrdulicos exercem forcas iguais. (Somente um sistema articulado e um cilindro estdo
representados.) As barras EDB e CG tém cada uma o comprimento 2a, e a barra AD é
articulada ao ponto médio de EDB. Se a caixa é colocada sobre a mesa, de n?odo que
metade de seu peso é suportado pelo sistema mostrado, determinar a forca exercida pelos
cilindros em sua elevagdo, para =60, =0,70me L = 3,20 m. Mostrar que o resultado
obtido é independente da distancia d.
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[
[

Solugdo. A mdquina considerada consiste na plataforma e no sistema arti-
culado, com uma forca de entrada Fpy exercida pelo cilindro, e uma forca de satda igual
eoposta a EP' Como seriam envolvidas mais de trés incégnitas, o mecanismo inteiro néo
¢ usado como um corpo livre. Desmembra-se 0 mecanismo e tracam-se diagramas de
corpos livres para a plataforma ABC, o rolete C e a barra EDB. Como AD, BC e CG séo

barras submetidas a duas forgas, seus diagramas de corpos livre foram omitidos, e as

- forgas que exercem nas outras partes do mecanismo foram desenhadas paralelas a essas

barras.
Plataforma ABC:
HIF =0 ~Fyp cos8=0 Fyp=0
+T5F, = 0: B+C - 3P=0 B+C=3P (1)

.J$?\
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!

Rolete C. Desenhamos o trigngulo de forgas e obtemos Fp = C cotg 6.
Barra EDB. Lembrando que F,p, = 0,

+ ) EMp=0: Fppy cos (¢ -90)a — B(2a cos 8) - Fp (2a sen 6) = 0

Fpy a sen ¢ — B(2a cos 8) — (C cotgh) (2a sen 8)= 0
Fpysen ¢—2(B +C)cos0=0

Lembrando a Eq. (1), temos

cos 0 (2)
Fpy=P sen ¢
e observamos que o resultado obtido é independente de d. =
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Aplicando inicialmente a lei dos senos ao tridngulo EDH, escrevemos

send _ sen senq;—ﬁsene
EH =~ DH " DH

Usando agora a lei dos co-senos, temos

(DHY = a®+ L% - 2aL cos 6
(0,70)? + (3,20)% — 2(0,70) (3,20) cos 60°

(DH)? = 8,49 m? DH=291m
;\.D
/!
[
LN\ "

E
- L |

Notamos, também, que
P =mg = (1000 kg) (9,81 m/s?) =9 810 N = 9,81 kN

Substituindo em (2) sen ¢ de (3) e usando os dados numéricos, escrevemos

DH 2,91 m >
Fpy=P EH cotg 8 = (9,81 kN) m«)tg 60

Fpy=515kN <

Problemas

6.97 A guilhotina da figura é utilizada para cortar e aparar laminas de circuito impresso.

Na posigao dafigura, determine: (a) a componente vertical da forga exercida no ponto D da lamina e
(b) a reagao em C.

(3
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18mm 22mm

Figura P6.97

6.98 Uma forga de 420 N é aplicada ao ponto C da alavanca. Sabendo que 6 = 907,
determine: (a) aforga vertical exercida no bloco em De (b) aforga exercida no ponto Bda barra ABC.

600 mm

600 mm

Figura P6.98

6.99 Resolvao Prob. 6.98 com 6 =0.

6.100 Resolva o Prob. 6.97 supondo que a forga de 300 N é aplicada em A vertical-
mente para baixo.
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6.101 O moinho da figura é formado por um apoio fixo e por um mordente mével AB,
articulado por um pino grande em A. Energia é fornecida ao eixo C no qual esté preso, fora do
centro, o disco circular D. Quando o eixo Cgira, a haste EF move a barra GFH. Na posigao ilustrada,
o médulo da resultante F no mordente AB & de 250 kN, e os bragos GFe FH formam éngulo de 6"
com a horizontal. Desprezando o atrito, determine a forga na haste EF (Nota: Apds cada ciclo de
esmagamento, molas ndo desenhadas empurram o mordente para a posi¢ao inicial.)

160 nin

6.102 Uma barra de trilho de tram, com 9 m de comprimento e densidade linear igual a
40 kg/m, é erguida por tenazes ferrovidrias, como ilustrade. Determine as forgas aplicadas nos
pontos D e Fda pega BDF.

6.103 Um lingote de ago pesando 40 kN & levantado pela tenaz, come mostra a figura.
Detarmine as forgas aplicadas nos pontos C e E da peca BCE.

6.104 Se, como mostra a figura, duas barras séo adicionadas a tenaz do Prob. 6.103 e
se a carga é erguida aplicando-se uma unica forca em G, determine as forgas exercidas nos pontos
Ce Edapega BCE.

6.105 A acio das garras é controlada pelos dois ailindros hidraulicos da figura. Para
segurar com firmeza o rolo de papel, aplica-se uma forga vertical de 5 kN na parte suparior do rolo
por meio da garra CAF. Sabendo que o peso do rolo de papel é 22,5 kN, detarmine: (a) a forga
exarcida por cada cilindro e (b) a forga aplicada no ponto Cda garra BCEH.
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6.106 O exirator de engrenagens da figura e formado pela base CF, dois bragos ABC e
FGH duas hastes BD e EG e pelo parafusc —entral /X Sabenda que o parafuso central JK deve
exercer uma forca de 4 500 N no eixo vertica' KL pars inicial d remogao da engrenagem, determine
todas as forcas que atuam no brago AE. Suponha gue 3 lateral arredondada da base &€ lisa e
exerce forcas horizontais nos braces

Pyt

$¥
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Figura P6.106

6.107 Uma forga P de 1,8 kN de médulo é aplicada ao pistao do motor da figura.

Determine o binario M necessério para manter o sistema em equilibrio, nas duas posigdes ilustradas

6.108 Um binario M de momento 180 N - m & aplicado ao virabrequim do motor da

figura. Determine a forga P necessaria para manter o sistema em equilibrio, nas duas posigdes
ilustradas.

fal )

Figura P6.107 e P6.108
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6.109 @ 6.110 Duas barras estdo ligadas por um colar B, sem atrito. ‘Sabendo que o
médulo do vetor binario M, 6 62,5 N - m, determine: (a) o vetor binério M, necessério para mantar o
gquilibrio & (b) as componentes da reagao correspondente em C.

Figura P6.109 Figura P6.110

6.111 Um cano de 48 mm de diametro é preso por um grifo, como ilustrado. As partes
AB e DE do grifo estdo rigidamente presas uma & outra, sendo que a parte CF esla presa por um
pino em D. Supondo que nao haja escorregamento entre 0 canc e grifo, determine as componentes
das forgas exercidas no cano em Ae em C.

6.112 Duas forgas de 400 N sdo aplicadas aos cabos de alicate da figura. Determine:
(a) o médulo das forgas exercidas na barra e (b) e forga que o pino A exerce na parte A8 do alicate.

Figura P6.111
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6.113 A ferramenta da figura & utilizada para prender terminais em fios elétricos,
Sabendo que um trabalhador aplicara forgas de médulo P = 120 N aos cabos, determine o médulo
das forgas aplicadas ao terminal.

6.114 O alicate da ilustragio é utilizado para prender conectores elétricos em cabos
planos que contém varios fios separados. Sabendo que sdo necessarias forgas de 300 N ao longo
da linha a-apara prender os conectores, determine o médulo P das forgas que devem ser aplicadas
aos cabos. Suponha que os pinos A e D deslizam livremente em sulcos feitos nas mandibulas.

18 min 4
r| AN 12 mm

Figura P6.114

6.115 Um cilindro hidraulico de operagao manual foi projetado para uso em espagos

exiguos. Determine o médulo da forga aplicada no pistao no ponto D quando duas forgas de 400 N
sdo aplicadas como ilustrado.

ZZ,Smm; — __I )
22,5 mm i o

Figura P6.115
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6.116 A tesoura de poda da figura pode ser ajustada apoiando-se o pino A em um dos
varios dentes da lamina ACE. Sabendo que forgas verticais de 1 500 N s&o necessarias para cortar

um ramo, determine o médulo P das forgas que devem ser aplicadas nos apoios de mao quando a
{esoura esta ajustada como ilustrado.

87,5 mm— -—TTJ‘,S mm-}

12,5 mm|
13,8 mm

KapAs

163 mm 188 mm

Figura P6.116

6.117 ©6.118 Determine a forga P que deve ser aplicada ao elo articulado CDE para
manter o suporte ABC na posigao ilustrada.

S ] e
| - [UTTRN J
Lasﬂ—i—lw b —b—1s0—

Figuras P6.117 e P6.118

6.119 A prateleira ABC é mantida em posigio horizontal por um brago autotravante
constituldo de duas partes, BDE e EDF, articuladas em E & apoiadas uma na outra em D. Sabendo
que a pratelaira tem 400 mm de largura e pesa 180 N, cetermine aforga P necessaria para desarmar
o brago. (Sugestéo: Para desarmar o bragu, s torgas de contato em D devem ser nulas.)

s

TE
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Figura P6.119

6.120 Resolva o Prob. 6.119 supendo que a forga P @ aplicada verticalmente para baixo
no ponto E.

6.121 O brago telescopico ABC é utilizado para erguer um operario até o nivel de cabos
eletricos e telefonicos. Na situagao da figura o baricentro do brago de 7 500 N fica no ponto G, O
operario, a cagamba e o equipamento nela contidos pesam 2 500 N e tém seu baricentro em C.
Determine a forga aplicada em B pelo unico cilindro hidraulico usado, na siluagdo ilustrada.

6.122 A posigao da haste DE de uma empilhadeira é parcialmente controlada por dois
sislemas idénticos de barra articulada e cilindro hidraulico, dos quais apenas um é visto na ilustra-
gao. Um carretel de cabos elétricos com 12 000 N de peso é mantido na posigao ilustrada pela haste
Sabendo que a carga suslentada pelo sistema ilustrado & de 6 000 N, delermine: (a) a forga exercida
pelo cilindro hidraulico no ponto G e (b) as componentes da forga aplicada no ponto C da
barra BCF.

Figuras P6.121 e P6.122
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6.123 Uma placa de 400 kg de concrelo esld suspensa por uma corrente presa a
cagamba da empilhadeira da figura. O movimento da cagamba é controlado por dois mecanismos
idénticos, sendo que apenas um & mostrado na ilustragdo. Sabendo que o mecanismo da figura
sustenta apanas metade do peso da placa de 400 kg, determine a forga aplicada: (a) pelo cilindro CD
o (b) pelo cilindro FH.

Figura P6.123

6.124 A agio da cagamba da retroescavadeira da figura é controlada pelos cilindros
hidraulicos AB, DE e Fl. Determine a forga exercida por cada cilindro na sustentagdo da

carga de 6 kN.

6.125 As engrenagens D e G estdo rigidamente presas aos eixos apoiados em man-
cais sem atrito. Se rp = 100 mm e 5 = 50 mm, determine: (a) o vetor binario Mo que deve ser
aplicado para manter o equilibrio @ (b) as reagoes em AeB.

6.126 Resoclva o Prob. 6.125 com r, = 87.5mm e 1 = 62,5 mm.

6.127 No sistema de engrenagens planetdrias da figura, o raio da engrenagem central
A & a, o raio de cada uma das engrenagens planetarias & b, e o raio da engrenagem
externa é (a + 2b). Em um sistema particular onde a = b = 40 mm, um vglor-binério horé{b M, é
aplicado & engrenagem A. Para que © sistema fique em equilibrio, determine (a) o vetor-binario Mg
a ser aplicado ao sistema BCD e (b) o vetor-binario M a ser aplicado & engrenagem externa E.
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Figuras P6.127 e P6.128

*6.129 Dois eixos AC e EG contidos no plano vertical yz estao acoplados por uma junta
universal em D. Os mancais em B e E ndo exerecem forgas axiais. Um vetor-binario de 25 N . m de
médulo (de sentido horario quando visto da parte positiva do eixo z) € aplicado no ponto A do eixo
AC. Emum instante em que o brago da cruzeta preso ao eixo AC esta na posigao vertical, determine:
(&) o médule do vetor-binario, M ; que deve ser aplicado ao eixo EG para manter o equilibrio e (b) as
reacbes em B, Ce E. (Sugestao. A soma dos momentos que atuam na cruzeta deve ser nula.)

Figura P86.125

6.128 No sistema planetério do Prob. 6.127 aplica-se um vetor-binario de médulo M. 2
e.ngrenagem central A e um vetor-binric anti-horario de médulo 3,6 MA ao sistema BCD. Para qu: o
sistema fique em equilbrio, determine: (a} 2 razio b/a e {b) o vetor binério M. a ser aplicac~ 2

enarenagem externa E. Figura P6.129

e — i
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“6.130 Resolva o Prob. 6.129 supondo que o brago da cruzeta preso ao eixo ABC esta
na posigao horizontal.

*6.131 O mecanismo da figura é instalado em alguns patios de carga para que a borda
C possa ser nivelada com o fundo da carroceria de varios tipos de caminho. O peso da plataforma
e do mecanismo é, grosso mode, equilibrado pela forga exercida pela mola DE, sendo o ajuste final
de altura controlado pelo cilindro hidraulico GJ. Sabendo que o peso de todas as partes méveis ¢
equivalente a uma forga P de 6.250 N, determine a trag&o necessaria na mola DE para que a forga
exarcida pelo cilindro hidraulico seja nula na posigao ilustrada.

— 13 m——————— 0450 m
P
1,13m ‘]
s
H L

——

|
F

e
®4 0200 m
- |

0,100 m~ ~

0300m "

0375 m-

Figura P6.131

*6.132 O peso da platalorma e do mecanismo do Prob. 6,131 é exatamente equilibrado
pela forga exeicida pela mola DE, na posigao da figura, sendo nula a forga exercida pelo cilindro
hidraulico GJ. Uma forga de 900 N vertical e dirigida para baixo é entdo aplicada na borda C,
Determine a forga que deve ser exercida pelo cilindro hidraulico para que 0 mecanismo permanegza
na mesma posigao.

*6.133 As grandes tenazes mecanicas da figura sdo usadas para agarrar e erguer uma
chapa grossa de ago. HJ, de 7 500 kg. Sabendo que ndo ha deslizamento entre a chapa e as
lenazes em H e J, determine as componentes de todas as forgas que agem na barra EFH.
(Sugestdo: Considere a simetria das tenazes para estabelecer relagées entre as componentes da
forca que age no ponto E da pega EFH e as componentes da forga que age no ponto D da
peca CDF.)

Andlise de estruturas
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Figura P6.133

Problemas de Recapitulagédo

6.134 O mecanismo de Whitworth, da figura, & usado para produzir um n
rapido de retorno do ponto D. O bloco em B é articulado por um pino ao eixo de mani
desliza livremente no sulco da pega CD. Determine o vetor-binario M que deve ser aplicac
da manivela AB para manter o mecanismo em equilibrio quando: (a) o = 0 e (b) o = 30"

6.135 Resolvao Prob. 6.134 com: (a) a = 60" e (b) o =90
6.136 Datermine as reagbes nos apoios das vigas da figura.

6.137 A elevagdo da plataforma é controlada por dois mecanismos idénticos
apenas um é visto na figura. Uma carga de 7 500 N é aplicada ao mecanismo ilustrado. Sal
o pino C pode transmitir apenas forgas horizontais, determine: (&) a forga na barra Bi
componentes da forga exercida pelo cilindro hidraulico no pino H.
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Figura P6.136
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Figura P6.137
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6.138 A chave especial para encanadores é utilizada em espagos exiguos (por exem-
plo, sob um lavatério ou pia). Consiste essencialmente em um mordente BC articulado em Bauma
haste longa. Sabendo que as forgas exercidas sobre a porca sao equivalentes a um binario horéario
(quando visto de cima) de momento 13,5 N - m, determine: (a) o médulo da forga exercida pelo pino
B no mordente BC e (b) o vetor-binario Moaplicado A chava.

d)M..

|
Figura P6.138

6.139 Determine areagao em Fe as forgas nas barras AE e BD.

6.140 Sabendo quea polia tem um raio de 75 mm, determine as componentes das
reagbes em Ae B.

6.141 Determine a intensidade das forgas de agarramento produzidas quando duas
forgas de 300 N sao aplicadas de acordo com a ilustragao.

6.142 Determine as forcas nas barras CE, DE e DF da treliga da figura.

6.143 Determine as forgas nas barras EG, EF e DF da trelia da figura.
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6.144 A barra dobrada DEF encaixa-se no tubo dobrado ABC, como mostra a figura.
Desprezando elfeitos de alrito, delermine as reagdes em A e F devidas a forga de 720N

aplicada em B.

150 mm 150 mm
|

TN

360 mm

Figura P6.144

6.145 Um bloco de 300 kg pode ser suspenso por uma pequena estrutura de quatro
maneiras, como mostra a figura. A roldana tem 250 mm de diametro. Em cada caso, determine: (a)
os componentes da forga € 0 momento que representam a reagao em A e (b) a forga exercida no

ponto D da barra vertical.

]

c_@ C

{a) (1) le)

Figura P6.145

Recapitulag¢do e Sumario

Neste capitulo aprendemos a determinar as for¢as internas que mantém

unidas as vdrias partes de uma estrutura.

i
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Anilise de trelicas

Aprimeira metade do capitulofoi dedicada & anélise detrelicas, isto ¢, & andlise
de estrituras formadas por barras retas articuladas apenas nas suas extremidades. As
barras s#io delgadas e néio suportam cargas laterais, todas as cargas devem ser aplicadas
nas juntas; uma treliga consiste em um conjunto de pinos e barras sujeitas a duas forgas
[Segdio 6.2].

Treli¢gas simples

Diz-se que uma treliga é rigida se ela foi projetada de modo a néo sofrer
deformagdes grandes e ruir sob uma pequena carga. Uma treli¢a triangular formada por
trés barras ligadas por pinos nas trés juntas ¢ claramente uma treli¢a rigida (Fig. 6.25
a), assim como a treliga obtida acrescentando-se duas novas barras & anterior e
ligando-as, formando uma nova junta (Fig. 6.25 b). Treligas obtidas pela repeticfio deste
procedimento sdio denominadas trelicas simples. Pode-se verificar que em uma treliga
simples 0 mimero total de barras é b = 2n — 3, onde n é o niimero total de nés
[Segdo 6.3].

{er) (")

Figura 6.25

Método dos nés

As forgas nas vdrias barras da treliga podem ser determinadas pelo método dos
nos [Segdo 6.4]. Inicialmente pode-se determinar as reagdes nos apoios considerando a
treliga toda como um corpo livre. Desenha-se entéo o diagrama de corpo livre de cada
pino com as forgas que sfo aplicadas nele pelas barras ou apoios que ele interliga. Como
as barras sfo retas e sujeitas a duas forgas, a forga aplicada por uma barra em um pino
tem a diregdo da barra e apenas sua intensidade é desconhecida. No caso de trelijas
simyples é sempre possivel desenhar o diagrama de corpo livre dos pinos em uma ordem
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tal que somente duas forghs desconhecidas sfio incluidas em cada diagrama. Estas forgas
podem ser calculadas a partir das duas equagGes de equilibrio ou — se houver apenas
trés forgas — a partir do triingulo de forgas correspondentes. Se a forga aplicada por
uma barra sobre um pino apontar para o pino, a barra estard em compressdo; caso a
forga aponte do pino para a barra ela estard em tra¢do [Problema Resolvido 6.1]. A
anslise de treligas pode ser abreviada pela identificagdio dos nds sob condigdes de
carregamento [Segio 6.5]. O método dos nés pode ser estendide & andlise de treligas
tridimensionais ou trelicas espaciais.

Método das se¢des

O método das se¢es é utilizado, preferencialmente, ao método dos nés quando
se deseja apenas calcular as forgas em uma barra, ou em um nimero pequeno de barras
deuma treliga [Se¢do 6.7). Para determinar a forga nabarra BD da treliga da Fig. 6.26¢,
por exemplo, secciona-se as barras BD, BE e CE, remove-se estas trés barras e utiliza-se
aparte ABC da treliga como corpo livre (Fig. 6.26 b). Escrevendo £ My = 0determina-se
aintensidade da for¢a Fpp, que representa a forga da barra BD. Um sinal positivo indica

que a barra est4 sob tra¢do e um sinal negativo indica que ela estd sob compressdo
[Problemas Resolvidos 6.2 e 6.3].

P Py Py
| - ]
A 2 . D G
i
|
AN
C 1 =
I
1

{a) (h

Figura 6.26

O método das segies é particularmente 1util na andlise de treligas compostas,
isto €, treligas que nio podem ser construidas com a trelica bédsica triangular da Fig.
6.25 a. Estas trelicas podem ser obtidas pela conexdo rigida de varias treligas simples
[Segdo 6.8). Se as treligas componentes foram ligadas adequadamente (por exemplo, um
pino e uma barra ou trés barras nio concorrentes e ndo paralelas) e se a estrutura
resultante tem suportes adequados (por exemplo, um pino e um rolete), a treliga rigida
estd estaticamente determinada, rigida e completamente vinculada. Fica entiio satisfeita
a seguinte condigdo necessdria, mas nio suficiente: b + r = 2n, onde b é o nimero de
barras, r & o numero de reagdes de apoioc desconhecidas, e n é o niimero de nés.
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Estruturas e maquinas

A segunda parte do capitulo foi dedicada & andlise de estruturas e mdquinas,
que sdo sistemas compostos por elementos submetido a vdrias forgas.

As estruturas sdo projetadas para suportar cargas sendo, em geral, estacio-
ndrias e completamente vinculadas. As maquinas destinam-se a modificar ou transmitir
forgas e tém sempre partes méveis [Segdo 6.9].

Anailise de uma estrutura

Para analisar uma estrutura, em primeiro lugar, consideramos a estrutura
toda como corpo livre e escrevemos trés equagdes de equilibrio [Segdo 6.10]. Se a
estrutura continua rigida quando separada de seus vinculos externos, as reagdes
envolvem apenas trés incégnitas que podem ser determinadas resolvendo as trés
equagdes [Problemas Resolvidos 6.4 e 6.5). Por outro lado, se a estrutura deixa de ser
rigida quando separada de seus vinculos externos, as reagdes envolvem mais do que
trés incégnitas e ndo podem ser determinadas completamente [Se¢do 6.11; Problema
Resolvido 6.61.

Barras sujeitas a varias forgas

Entao desmembra-se a estrutura e identificam-se as barras sujeitas a duas
forcas e aquelas sujeitas a mais de duas forgas; supde-se que os pinos pertencem a uma
das duas barras que eles articulam. Desenha-se um diagrama de corpo livre para cada
barra sujeita a mais de duas forgas, observando que quando duas barras sujeitas a vdrias
forgas sdo ligadas 2 mesma barra sujeita a duas forgas, esta barra aplica sobre elas
for¢as de mesma intensidade desconhecida, sentido opostos, mas de direcdo conhecida.
Quando duas barras sujeitas a mais de duas forgas estdo articuladas por um pino, uma
exerce sobre a outra forcas de sentidos opostos e de direcdo e intensidade desconhecidas,
que devem ser representadas por duas componentes desconhecidas. As equagies de
equilibrio, obtidas dos diagramas de corpo livre das barras sujeitas a varias forgas,
podem ser resolvidas e assim as forgas internas sido determinadas [Problemas
Resolvidos 6.4 e 6.5]. Pode-se também utiliza-las para determinar as reacdes nos
vinculos [Problema Resolvido 6.6]. Na realidade, se a estrutura é estaticamente
determinada e rigida, os diagramas de corpo livre das barras sujeitas a vérias forgas
nos dao um nimero de equagdes igual ao numero de forgas desconhecidas (incluindo as
reagoes dos vinculos) [Segao 6.11]. Entretanto, como ji sugenido anteriormente, é
aconselhdvel estudar em primeiro lugar o diagrama de corpo livre da estrutura toda a
fim de minimizar o nimero de equacgdes a resolver simultaneamente.
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Analise de Maquinas

Paraanalisar uma mdquina desmembramo-la e, de acordo com o mesmo proce-
dimento utilizado na anédlise de uma estrutura, desenhamos diagramas de corpo livre
para cada elemento sujeito a vérias forgas. As correspondentes equagdes de equilibrio
determinam as for¢as de saida exercidas pela maquina em termos das forcas de entrada
nela aplicadas e também as forgas internas nas vérias articulagdes [Se¢do 6.12 e
Problema Resolvido 6.7].




Capitulo 7

Forcas em
Vigas e Cabos

*7.1. Introdugfio. Nos capitulos precedentes, foram considerados dois
problemas bésicos envolvendo estruturas: (1) a determinagdo de forgas externas que
atuam numa estrutura (Cap. 4) e (2) a determinagio das forgas que mantém unidos os
vérios elementos que formam uma estrutura (Cap. 6). Consideraremos agora o problema

de determinagéio das for¢as internas que mantém unidas as védrias partes de um dado
elemento.

Inicialmente analisaremos as forgas internas nos elementos de uma estrutura,
como o guindaste considerado anteriormente no Cap. 6 (Segdes 6.1 e 6.10). Veremos que,
enquanto as forgas internas em uma barra reta podem produzir apenas tragdo e
compressdo, em qualquer outro tipo de elemento as forgas internas produzirdo também
cisalhamento e flexdo.

Boa parte deste capitulo serd dedicada a andlise das forgas internas em dois
tipos de estruturas de engenharia:

1. Vigas, que sdo, usualmente, barras longas prismaticas e retas, proje-
tadas para suportar cargas aplicadas em vdrios pontos ao longo de seu
comprimento.

2. Cabos, que sdo elementos flexiveis capazes de resistir apenas a tragio,
projetados para suportar cargas localizadas ou distribuidas. Cabos sdo
utilizados em muitas aplicagdes de engenharia, tais como pontes pénseis e
linhas de transmissio.

R % R
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+7 2 Forgcas Internas nos Elementos. Em primeiro lugar consideremos uma
parra reta AB submetida & agdo de duas forgas (Fig. 7.1a). Da Segio 48 §abemus que
as forgas F e — F que atuam em A e B, respectivamente, devem ser dirigidas ao longo
de AB em sentidos opostos e ter o mesmo médulo F' Ago.ra, cortemos a bar:ra em C. Para
manter o equilfbrio dos corpos livres AC e CB assim obtidos, devemos s.p}ncar aACuma
forga — F igual e oposta a F, e a CB uma forga F 1gual e oposta a — F (Fig. 7.1b). Essas
novas forgas séo dirigidas ao longo de AB, em sentidos opostos, e t&m o mesmo médulo
F. Uma vez que as duas partes AC e CB estavam em egmh‘br?o antes de cortara barra,
forgas internas equivalentes a essas novas forgas de\‘nam existir no préprio elemento.
Observamos que, no caso de um elemento reto submetido & agfio de duas forgas, as f:orcas
internas que agem em cada uma de suas partes sfo equivalentes a uma_forga axial. O
valor F dessa forga ndo depende da posi¢éio da segéo C e a forga é denominada for¢a no
elemento AB. No caso considerado, o elemento estd sob tragio e se alongar4 sob a agéo
das forgas internas. No caso representado na Fig. 7.?, o elemento estd sob compressao,
e seu comprimento diminuir4 sob a a¢fo das for¢as internas.
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A seguir consideremos um elemento submetido a vdrias for¢as. Tomemos, por
exemplo, o elemento AD do guindaste analisado na Segao 6.10. Esse guindaste est4
novamente ilustrado na Fig. 7.3a, e o diagrama de corpo livre do elemento AD estd na
Fig. 7.3b. Cortamos, agora, o elemento AD no ponto J e desenhamos um diagrama de
corpo livre para cada uma das partes JD e AJ (Fig. 7.3c e d). Considerando o corpo livre
JD, verificamos que seu equilibrio serd mantido se aplicarmos em J/ uma forca F para
equilibrar a componente vertical de T, uma for¢ga V para equilibrar a componente
horizontal de T e um vetor binario M para equilibrar 0 momento de T em relagéo a .J.
Novamente concluimos que deviam existir forgas internas em JJ antes de o elemento AD
ser cortado. As forgas internas que agem na parte JD do elemento AD sdo equivalentes
ao sistema forga-binario representado na Fig. 7.3c. De acordo com a terceira lei de
Newton, as for¢as internas que agem em AJ devem ser equivalentes a um sistema
forga-binario igual e contrério, representado na Fig. 7.3d. E evidente que a acdo das
forgas internas no elemento AD ndo estd limitada a produzir tra¢do ou compresséo, como
no caso dos elementos retos submetidos a duas forgas; as forgas internas também
produzem cisalhamento e flexdo. A forga F, nesse caso, é novamente denominada forca
axial; aforga V é denominada for¢a cortante; e o momento M do bindrio é conhecido como
momento fletor em J. Observamos que, na determinagdo das forgas internas de um
elemento, devemos indicar claramente em que parte do elemento se supde que elas
atuem. A deformagio que ocorrera no elemento AD estd esquematizada na Fig. 7.3e. A
andlise dessa deformagio é o objeto de estudo da Resisténcia dos Materiais.

(73} (5 @ -

Figura 7.3

Deve-se notar que, em um elemento ndo-reto submetido & agéo de duas for¢as,
as forgas internas sao também equivalentes a um sistema forga-binario. Isto é repre-
sentado na Fig. 7.4, onde o elemento ABC, submetido a a¢do de duas forgas, foi cortado
em D.

. .

Forgas em vigas e cabos 459

Problema Resolvido 7.1

Na estrutura representada, determinar as for¢as in!ema‘s’ (a)‘ no ponto J do
elemento ACF e (b) no ponto K do elemento BCD. Essa estrutura jd foi anteriormente

considerada no Problema Resolvido 6.5.
—360m —

i A=I;%0l__

J
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Solugdo. As reagbes e as forcas que atuam em cada elemento da estrutura sao
determinadas; isto jé foi previamente feito no Problema Resolvido 6.5, e os resultados
s@o aqui repetidos.

1,20kN 360kN 240kN

O
B K

0.60 kN 1.80 kN

a) Forgas Internas em J. O elemento ACF é cortado no ponto J, e a figura.
mostra as duas partes obtidas. As forcas internasem J sao representadas por um sistema
forca-bindrio equivalente que pode ser determinado considerando-se o equilfbrio de
qualquer das partes. Considerando o corpo livre Ad, escrevemos

+)2MJ=0: —(1,80 kNX1,20 m) + M =0
M=+2,16 kN -m M=216kN -m ) <
+ ~EF =0 F—-(1,80 kN)cos 41,7° =0
F=4+134kN F=134kN -~ &
. 7 5P =0 ~V+ (1,80 kN) sen 41,7 = 0
¥

V=4+1,20 kN V=120kN .- &

As forcas internas em - sdo, portanto, equivalentes a um bindrio de momento
M -mx forca axial Fee a uma forca cortante V. O sistema for¢a-bindrio interno qus «tia
:a parie JCF é igual e cong geriido oposto.
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b) For¢as internas em K. Cortamos o elemento BCD em K e obtemos as duas
partes indicadas. Considerando o corpo livre BK, escrevemos

+ ZMK =10; (1,20 kNX1,50m)+ M =0
M=-180kN.m M=180kN m ] «
+, IF =0 F=0 F=0
+T E.Fy:(): -120kN-V=0
V=-120kN V=120kNT <
¥
1.50m - Vias0kN
120kN = F_M/t ! gz.aokw
B EY .~ 5K € D '




462 Mecanica Vetorial para Engenheiros — Estdtica

- Problemas

7.1a7.4 Determine as forgas internas (forga axial, forga cortante @ momento fletor) no
ponto Jda estrutura indicada.

7.1  Estrutura e carregamento do Probl. 6.53.
7.2 Estrutura e carregamento do Probl. 6.54.
7.3 Estrutura e carregamento do Probl. 6.75.
7.4 Estrutura e carregamento do Probl. 6.74.

7.5 @ 7.6 Sabendo que o tensor foi ajustado para que a tragao no fio AD seja de 850 N,
determine as forgas internas no ponto indicado.

75 Ponto J

7.6 Ponlo K.

7.7 Determinou-se experimentalmente que o momento fletor no ponto K'da estrutura da
figura & 300 N - m. Determine: (a) a tragao no fio AD e (b) a correspondente forga interna no ponto J.

rl% mm —f—— 6} mimn ——

P s

—

1

106 i

L

100 mim ¥ nn

.
=

100 mm

]

Figuras P7.5, P7.6 e P7.7

7.8 O suporte ABD é sustentado por um pino em A e pelo cabo DE. Determine as forgas
internas imediatamente a esquerda da carga.

7.9 Determine as forgas internas no ponto J, com o = 90",

7.10 Determine as forgas internas no ponto J, com a = 0",

i S
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300 mm

|

1_
100 mm

e 5 D

B
180 mm
300 mm —-

Figura P7.8

rmmm—-g
B . Lc

Figuras P7.9 e P7.10

7.11  Sabendo que o raio de cada roldana é de 120 mm, determine as forgas internas

nos pontos: (a) Je (b) K.

Figura P7.11

7.12 Sabendo que cada roldana tem um raio de 100 mm, determine as forgas internas

nos pontos: (a) Ce (b) J.

200 mm 200 mm
=200 mm 300 mm ~
A1 ey
. . ey . D
EES S RS =
J
IWN
Figura P7.12
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7.13  Um canal de ago forma um dos lados de um lance de escadas. Se o peso por
unidade de comprimento do canal é p N/m, determine as forgas internas no centro do canal, devidas

a seu préprio peso, quando p =333 N/m, / = 3,60 m e h = 2,70 m. Considere cada tipo de apoio
ilustrado.

7.14 A barra AB tem perfil parabélico com vértice em A. Se uma carga vertical
Pde 1500 N é aplicada em A, determine as for¢as internas em J quando h = 225 mm
L =750 mm e a =500 mm. ‘

7.15 Sabendo que o perfil do elemento AB & parabélico com vértica em A, determine o
mddulo e a posigao do momento flator maximo.

'
'\'

[

I

Figuras P7.14 e P7.15

7.16 e 7.17 Meia segao de um tubo repousa sobre uma superficie horizontal sem atrito,

como ilustrado. Se a massa da segao é de 12 kg e o diametro é de 400 mm, determine o momento
fletor no ponto J quando 6 = 90°.

'7.'18 e ?.19 Me.ia segao de um tubo, com peso P e comprimento unitario, repousa sobre
uma superficie horizontal lisa. Determine as forgas internas no ponto J em termos de P, re 6.

Forgas em vigas e cabos 465

8 A O(:Wc
ZZERN \ o
,‘{{ 0./ \\e N2 !

L

Figuras P7.16 ¢ P7.18 Figuras P7.17 e P7.19

+7.20 No Prob. 7.19, determine o médulo e o ponto de aplicagéo da forga axial interna
maxima. '

Vigas

*7.3. Varios Tipos de Carregamentos e de Vinculos Externos. Um
elemento estrutural projetado para suportar cargas aplicadas em vérios pontos de sua
extensdo é denominado viga. Em geral as cargas séo perpendiculares ao eixo da viga,
na qual causario somente cisalhamento e flexdo. Quando as cargas nio formam éngulo
reto com a viga, produzem também for¢as axiais.

Em geral, vigas s@o barras prismaticas retas e longas. Projetar uma viga
consiste essencialmente em selecionar uma se¢ao reta que proporcionard resisténcia
mais efetiva ao cisalhamento e flexdo produzidos pelas cargas aplicadas. O projeto da
viga, portanto, inclui duas partes distintas. Na primeira parte, as forcas cortantes e os
momentos fletores produzidos pelas cargas sio determinados. A segunda parte refere-se
4 escolha da secdo reta mais adequada para resistir a forcas cortantes e momentos
fletores determinados na primeira parte. Esta secdo, Vigas, trata da primeira parte do
prajeto, que compreende a determinacgio de forgas cortantes e momentos fletores nas
vigas submetidas a varias condigdes de carregamento e vinculadas de modos diversos.
A segunda parte do problema pertence ao estudo da Resisténcia dos Materiais.

Uma viga pode estar submetida a cargas concentradas @, @,... €Xpressas em
newtons ou em seu miltiplo quilonewtons (Fig. 7.5a), a uma carga distribuida w,
expressa em N/m ou kN/m (Fig. 7.5b) ou a uma combinagéio de ambas. Quando a carga
w por unidade de comprimento tem um valor constante sobre parte da viga (como entre
A e B na Fig. 7.5b), diz-se que a carga é uniformemente distributda sobre aquela regido
da viga. A determinagfio da reagdo nos vinculos externos pode ser consideravelmente
simplificada se as cargas distribuidas forem substituidas por cargas concentradas
equivalentes, conforme explicado na Segéio 5.8. Essa substituigéo, no entanto, ndo deve
ser efetuada ou, pelo menos, deve ser efetuada com cuidado, quando forgas internas
estdo sendo calculadas (ver Problema Resolvido 7.3).

TN T T T T e

ey
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% Q . T ’]
Ll anesifl]
1D Al 1C
2z I 2
(a) Cargas concentradas (b) Carga distribuida

Figura 7.5 Tipos de carregamento.

_ As vigas sdo classificadas de acordo com o modo pelo qual sdo vinculadas.
D_l versos tipos de vigas freqientemente usadas sdo representadas na Fig. 7.6. A
dl{st.éncia L entre os apoios ¢ denominada vdo. Observe-se que as reagdes serdo deter-
mma_das se os vinculos externos envolverem apenas trés incégnitas. As reagdes serdo
estaticamente indeterminadas se mais incégnitas forem envolvidas; nesse caso, os
métqdos da estdtica ndo serdo suficientes para determinar as reagdes, e as proprieda'des
da viga com relagiio a sua resisténcia 2 flexdo devem ser consideradas. Vigas apoiadas
por dois roletes ndo sdo ilustradas aqui; tais vigas sdo apenas parcialmente vinculadas
e mover-se-do0 sob certas condigdes de carregamento.

= 2 e T =

L | L-—--——L——J : — L~

(a) Viga simplesmente apoiada

(k) Viga simplesmente
apoiada com balango

{c) Vige cm balango

v

Vigas estaticamente determinadas

] T [
= = = 1 = I
L—r,1-~-—+-v— Ly~ -J - —— L= ———-' N RS

(d) Viga continua (€) Viga engastada em um {f) Viga biengastada
extremo ¢ simplesmente
apoiada no outro

v

r tnod

Vigas
Figura 7.6 Tipos de vigas.

o Algumas vezes, duas ou mais vigas sdo acopladas por articulagdes para formar
uma tinica estrutura continua. Dois exemplos de vigas articuladas em um ponto H sdo
representados naFig. 7.7. Serd observado que as reagdes nos vinculos externos envolvem
quatro incégnitas e ndo podem ser determinadas a partir do diagrama de corpo livre do
sistema das duas vigas. Entretanto, essas incégnitas poderdo ser determinadas conside-
rando-se separadamente o diagrama de corpo livre de cada viga; seis incégnitas estdo
envolvidas (incluindo duas componentes da forga na articulagio), e dispGe-se de seis
equagdes.
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(&) b

Figura 7.7 Vigas combinadas.

\._ *74.Forga Cortante e Momento Fletor em uma Viga. Consideremos uma
viga AB submetidaa vérias cargas concentradase distribuidas (Fig. 7.8a). Propomo-nos
adeterminar a forga cortante e o momento fletor em qualquer ponto da viga. No exemplo
aqui considerado, a viga é simplesmente apoiada; porém, o método utilizado pode ser
aplicado a qualquer tipo de viga estaticamente determinada.

Primeiro determinamos as reagdes em A e B, escolhendo a viga inteira como corpo
livre (Fig. 7.8b); escrevendo ZM, =0 e IMp =0, obtemos, respectivamente, R, e Rp.

Para determinar as forgas internas em C, cortamos a viga em C e desenhamos
os diagramas de corpo livre das partes AC e CB da viga (Fig. 7.8¢). Usando o diagrama
de corpo livre de AC, podemos determinar a forga cortante Vem C, igualando a zero a
soma das componentes verticais de todas as forgas que atuam em AC. Analogamente, o
momento fletor M em C pode ser determinado igualando-se a zero a soma dos momentos
em relagio a C de todas as forgas e de todos os bindrios que atuam em AC. Poderiamos
ter usado igualmente o diagrama de corpo livre de CB* e determinado a forga cortante
V' e 0 momento fletor M’, igualando a zero a soma das componentes verticais e a soma
dos momentos em relagio a C de todas as forgas e bindrios que atuam em CB. Ainda
que essa liberdade quanto a escolha do corpo livre possa facilitar o clculo dos valores
numéricos da for¢a cortante e do momento fletor, torna-se necessdrio indicar em que
parte da viga as forgas internas consideradas estdo agindo. Se a for¢a cortante e o
momento fletor, entretanto, forem calculados para todos os pontos da viga e eficiente-
mente registrados, ndo serd necessério, a cada instante, especificar qual parte-da viga
& utilizada como corpo livre. Adotaremos, portanto, a seguinte convengdo:

Para determinar a forga cortante em uma viga, sempre SupOTemos que as forgas
internas V e V’ estdo dirigidas conforme representamos na Fig. 7.8¢c. Um valor positivo
obtido para seu valor V indicard que essa hipétese estava correta e que as forgas
cortantes estdo realmente dirigidas conforme representado. Um valor negativo obtido
para V indicaré que a hipétese estava errada e que as forgas cortantes estio dirigidas
em sentidos opastos. Assim, somente a intensidade V, associada a um sinal mais ou
menos, necessita ser registrada para definir completamente as forgas de cisalhamento
em um dado ponto da viga. O escalar V é comumente referido como forga cortante em
um dado ponto da viga.

* A forga e o vetor-bindrio que representam as forgas internas sobre CB serdo agora designados V' e — M’ em vez
de — V e M, como anteriormente, de modo a evitar confusio quando aplicarmos a convengao de sinais que

estamos em via de expor




468 Mecénica Vetorial para Engenheiros — Estdtica

. Analogamente, suporemos sempre que os momentos internos M e M’ estéo
orientados conforme representado na Fig. 7.8c. Um sinal positivo obtido para seu valor
M, comumente denominado momento fletor, indicard que essa hipétese era correta, e
um valor negativo, que era errada. Resumindo a convengfio adotada, temos: ’

Ql w : Q: QJ [02
L e [T]
Al ] B
= ; .4
i (a)
Ql w : le Q’ w,
e
,\LI : |
nl : fb) Rh‘
Ql_ | Q, Q w
b, " |
AF‘]l)u e ’; NN
c
fl’) “h
Figura 7.8

» A forca cortante V_e o momento fletor M em um dado ponto de uma viga serdo
po.*z_uwas qu9ndo as forgas internas e os momentos que atuam em cada parte da viga
estiverem orientados conforme o esquema na Fig. 7.9a.

Essa convengéo pode ser lembrada mais facilmente se observarmos que:

1. A for¢a cortante em C ¢ positiva quando as forgas externas (cargas e
;‘e_tlgﬁ?e;)bque atuam na viga tendem a cisalhd-la em C, conforme indicado na
ig. 7.9b.

2. O momento fletor em C é positivo .
; quando as forgas externas que at
viga tendem a flexiond-la em C, como indicado na Fig. 7.9c. q e

Pode também ser atil observar que a situacéio descrita na Fig. 7.9 e corres-
p_onder}te a valores positivos da for¢a cortante e do momento fletor € precisamente 2
situagéo que ocorre na metade esquerda de uma viga simplesmente apoiada que supo:; ta

* uma inica carga concentrada em seu ponto médio. Es i
: eup - Esse exemplo particul a-
mente analisade na se¢do seguinte PHpARSlax Soomplal
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—] ) ([

(a) Forgas internas na seqio
{forgas cortante e momento (letor positivo)

1
[

(b) Efeito das forgas externas
(forga cortante positiva)

{c) Efeito das forgas externas
(momento fletor positivo)

Figura 7.9

*7 5. Diagramas de Forga Cortante e Momento Fletor. Agora que a forga
cortante e o momento fletor j& foram claramente definidos tanto em sentido quanto em
médulo, podemos facilmente registrar seus valores em qualquer ponto da viga, repre-
sentando esses valores em fungdo de uma distdncia x medida a partir de uma das
extremidades da viga. Os gréficos obtidos desse modo sdo denominados, respectiva-
mente, diagrama de forca cortante e diagrama de momento fletor. Como exemplo,
consideremos uma viga AB simplesmente vinculada, de véo L, submetida a uma tinica
carga concentrada @, aplicada em seu ponto médio D (Fig. 7.10a). Em primeiro lugar,
determinamos as reacdes nos vinculos externos, a partir do diagrama de corpo livre de
toda a viga (Fig. 7.10b). Resulta que 0 médulo de cada reagiio é igual a @/2.

Em seguida, cortamos a viga em um ponto C entre A e D e tragamos os
diagramas de corpo livre de AC e CB (Fig. 7.10c). Supondo que a for¢a cortante e o
momento fletor sejam positivos, orientamos as forgas internas V e V' e os bindrios
internos M e M como indicado na Fig. 7.9a. Considerando o corpo livre AC e escrevendo
que a soma das componentes verticais e a soma dos momentos em relagéo a C, das forgas
que atuam no corpo livre, s@o iguais a zero, encontramos V=+Q/2 e M = + Qx/2. Por
conseguinte, tanto a forga cortante quanto o momento fletor sdo positivos: isto pode ser
comprovado observando-se que a reagiio em A tende a cisalhar e fletir a viga em C,
conforme indicado nas Figs. 7.9b e c. Podemos representar graficamente Ve M entre A
e D (Fig. 7.10e e f); a forga cortante tem um valor constante V = @/2, enquanto o
momento fletor cresce linearmente desde M =0, emx=0,até M =QL/4,emx=L/2,

Cortando agora a viga em um ponto E entre D e B e considerando o corpo livre
EB (Fig. 7.10d), escrevemos que a soma das componentes verticais e a soma dos
momentos em relagdo a E, das forgas que atuam no corpo livre, sdo iguais a zero.
Obtemos V=-Q/2 e M= QL —x)/2. Portanto a for¢a cortante é negativa e o momento
fletor positivo; isto pode ser comprovado observando-se que a reagdo em B flexiona a
viga no ponto E, conforme indicado na Fig. 7.9¢, mas tende a cisalh4-la de maneira oposta
aquela representada na Fig. 7.95. Podemos completar agora os diagramas de forga
cortante e momento fletor das Figs. 7.10e ef; a forga cortante tem valor constante
V =-Q/2 entre D e B, enquanto o momento fletor decresce linearmente de M = QL /4,
emx=L/2, até M=0,emx=L.
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Figura 7.10

Observamos que, quando uma viga estd submetida somente a cargas concen-
tradas, a forca cortante tem valor constante entre as cargas e o momento fletor varia
linearmente entre eles. Por outro lado, quando uma viga estd submetida a cargas
distribuidas, a forga cortante e o momento fletor variam de modo totalmente diferente
(ver Problema Resolvido 7.3).

Problema Resolvido 7.2

Tracar os diagramas de forga cortante e de momento fletor para a viga e o
carregamento representados.

¥ .

Forgas em vigas e cabos 471

2IkN Danky

L2sa

Solugdo. As reagdes sdo determinadas considerando-se a viga inteira como um
corpo livre; temos:

=
-1—3!11—-—1-211\

R,=46kNT R,=14kNT

Em primeiro lugar determinamos as forgas internas logo a direita da carga de
20 kN aplicada em A. Considerando a parte da viga @ esquerda da segdo 1 como corpo
livre, e supondo V e M positivos (de acordo com a convengao adotada), escrevemos

+TEF, =0: ~20kN-V,=0 V,=-20kN

+) IM, = 0: (20 kN)(O m) + M, = 0 M =0

A seguir, consideramos como corpo livre a parte da viga & esquerda da se¢do 2,
e escrevemos

V2=—20kN

+T3F, =0 ~20KN-V,=0

(20 KN)2,5 m) + M, =0 M,=-50kN.m

+) IM, = 0:

A forca cortante e 0 momento fletor nas set;(_ies 3, 4, 5 e 6 sdo determinados de
modo semelhante, a partir dos diagramas de corpo livre representados. Obtemos

V, =+ 26kN M;=-50kN-m
V, =+ 26kN M,=+28kN-m
Vg =—-14kN M =+28kN m
Ve=-14kN Mg=0
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_ Para vdrias das iltimas se¢des, os resultados podem ser obtidos mais facilmente
cons:_derando-se como corpo livre a parte da viga & direita da segdo. Por exemplo,
considerando a parte da viga & direita da se¢éo, escrevemos

+T3F =0 V,-40kN + 14kN =0 V, = +26 kN

—'1-}|'4+f'14 kN¥2m)=10 M =428 kN o
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Podemos agora situar os seis pontos indicados sobre os diagramas de forca
cortante e de momento fletor. Como explicado na Se¢do 7.4, a forga cortante tem valor
constante entre as cargas concentradas e o momento fletor varia linearmente; obtemos,
portanto, os diagramas de for¢a cortante e de momento fletor representados.

Problema Resolvido 7.3

Faga os grdficos de for¢a cortante e de momento fletor para a viga AB. A carga
distribuida de 8,00 kN/m estende-se por 0,30 m da viga, de A a C, e a carga de 2,00 kN
é aplicada ao ponto E.

J\ l ] 8,00 kN/m
A . D} B
._L:I.L P D "-[-L
& a
200 kN
—030m U.'T'.S L 025m —
0.10m
| 080m e

Solugao. As rea¢des sdo determinadas considerando a viga intelra como corpo

livre:
+)IM, =0 B, (0,80 m) - (2,40 kN)0,15 m) - (2,00 kNX0,55 m) = 0
By: 1,83 kN By=1,83 kN T
+TIMp, =0 (2,40 kN)(0,65 m) + (2,00 kN)(0,25 m) — A(0,80 m) = 0
A =258 kN A=258kNT
+, IF =0: B, =0 B_=0

A carga de 2,00 kN ¢ agora substituida por um sistema forca-vetor bindrio
equivalente aplicado ao ponto D du birr

o
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De A a C. Determinamos as for¢as internas a uma distdncia x do ponto A
considerando a parte da viga @ esquerda da segdo 1. A parte da carga distribuida que
age no corpo livre é substituida por sua resultante, e escrevemos:

+T EFy = 2,58-8,00x-V=0 V=258 -8,00x

+)IM, =0 ~2,58x + 8,00x (éx) +M=0 M = 2,58x — 4,00x"

Como o diagrama de corpo livre ilustrado pode ser usado para todos os valores
de x menores que 0,30 m, as expressoes obtidas para V e M sdo vdlidas na regido
0<x<0J30m.

De C a D. Considerando a parte da viga a esquerda da se¢do 2 e novamente
substituindo a carga distribuida por sua resultante, obtemos

T zF):o 256-240-V=0 V=0,18 kN
+) IM,;=0: —258x+240(x-0,15m)+M=0 M =1(0,36+0,18x) kN - m

Essas expressoes sdo vdlidas na regigo 0,30 m < x < 0,45 m.

De D a B. Utilizando a por¢do da viga @ esquerda da se¢do 3, obtemos, para a
regidao 0,45 m < x < 0,80 m,

+T ZF}, =0: 2,686-2,40-2,00-V=0 V=-1,83 kN
+) IM,=0: - 2,58¢+ 2,40 (x-0,15)- 0,20 + 2,00 (x - 0,45) + M =0

M =(1,46-1,83x) kN - m
Os diagramas de forca cortante e momento fletor da viga podem agora ser

tracados. Notamos que o bindrio de momento 0,20 kN . m aplicado ao ponto D introduz
uma descontinuidade no diagrama de momento fletor.
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12,40 kN
1
'I I ] I l B B,
Al
1 c D
E
A Bj-
L 200 kN
. 0;1’]5-7-—0.4Um—*l'-0,25m_.
030m 015 0,35 m —
8.00 kN/m l m l
020kN-m
Ve
Al B
1y czplp o A
2,58 kN : : : 1,83kN
: {200 kN
B00kNx1_x _: :
m 3T
“ ! I l M
l:lij :
2ssth v :
e 3 ]
" 240KN
:~—~x-6 —-'
.[ I I ] I ] ; ‘JM
2,58 kN 1
x
2401
kN ] x-0.15
020kN-m
[ _slﬁm
o |
258 kN 200kN ¥x-045V
; x
v
2,58 kN
175N 045m 0,80 m .
030m ¥ e .I
L = - 1,83kN
M |
044kN.m. L _—064kN.m
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Problemas

7.21 a7.26 Trace os diagramas de forga cortante @ momento fletor para a viga e o
carregamento da figura.

I . jERNERRNEE

= x =
a bﬂ !—- s !
t L 1 :
Figura P7.21 Figura P7.22
p IIIII]I]I]B M___ﬂ:\:' "':,.c .
| —e _]’ T_ =i
S 1 | a b—]
Figura P7.23 Figura P7.24
wa Q Q
A w P All_ l C
B
[_\I—__—I L“—H——IL—--— " -—-—-!
Figura P7.25 Figura P7.26

7.27e7.28 Trace os diagramas de forga cortante e momento fletor para a viga AB.

7.29  Trace os diagramas de forga cortante @ momento fletor para a viga AB, com o
modulo dz forga Qigual a375 N
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15 kN/m .33,3 kN/m 100 kN
; ]D " C :}1
Al :
YO R
3kN |
12 m—L-O,B m—L—lmJ L e hem
Figura P7.27 Figura P7.28

7.30 Trace os diagramas de forga cortante e momento fletor para a viga AB,
coma=030m.

*7.31 Deatermine o médulo da forga Q para o qual o maximo valor absoluto do momento
fletor na viga seja o menor possivel. (Sugestao: Trace o diagrama de momanto fletor e, ent3o, iguale

os valores absolutos do maior valor positivo ao do menor valor negative dos momentos flstores
obtidos.)

32 kN/m
1] [
A B
= =
Q l J IQ
lﬁm —0,75 m ui—*—-‘
N Figura P7.29 e P7.31

Vo *7.32 ,-'fDetermine a distancia a para a qual o maior valor absoluto do momento fletor da
' e 09 e " 5
viga é o menor possivel (veja a sugestao do Prob. 7.31).

RPN HETRN

= f-'l D l

= 1B
o LT
08 m -J-—O.Slm——l—-—rr

Figura P7.30 e P7.32

i

cad
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7.33 a 7.35 Supondo que a reagao do solo, dirigida para cima, seja uniformemente
distribulda, trace os diagramas de forga cortante @ de momentc fletor para a viga AB.

RN 10 kNn 10 kNfin

A ] ] ] 1(: DI I I ] B
R o o, T
r-—‘.’.n.‘L-lm

Figura P7.34

—2 1

Figura P733

30 kN 60 kN 30 kN

I

A £ B
B T P calags o
—1—! 1] 1 i—‘
seom R E TR

Figura P7.35

7.36 Resolvao Prob. 7.35 supondo que a carga de 60 kN foi removida.

7.37a7.39 Trace os diagramas de forga cortante e de momanito fletor para a viga AB.

lllu N Ji
(T :

i@
| = | T T
L LVRTTHT) 2000 i l—Zﬂlmlu—L—Ell]mm—-!— anmmJ
Figura P7.37 Figura P7.38
¢ 2
T | oF
0,10 m 4 E J"ll ”
)
0,10m
G 1 225 N 1600 N

|——0225 m—+0,15 m+0,15 m

Figura P7.39
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7.40 Resolva o Prob. 7.39 supondo que a carga de 225 N foi removida

7.41 Paraaviga e o carregamento ilustrados, (a) determine a dimensac apara aqual o
momento fletor é nulo de C a D e (b) trace os diagramas correspondentes de forga cortante e
momaento fletor.

7.42 Trace os diagramas de forga cortante e momentio fletor da viga AB com

a=200mm.

0N

Figura P741 e P7.42

*7.43 Uma viga uniforme deve ser elevada pelos cabos de um guindaste ligados a A e
B. Determine a distancia a desde as extremidades da viga até os pontos onde os cabos devem ser
presos para que o maximo valor absoluto do momento fletor na viga seja tao pequeno quanto
possivel. (Sugestdo: Trace o diagrama de momento {letor em termos de a, L e do peso w por
unidade de comprimento e, entdo, iguale os momentos fletores maximo positivo @ maximo negativo

obtidos.)

A , B
[

M- b
L

st

Figura P743

7.44 Para reduzir o momento fletor na viga em balango AB, um.cabo e um contrapeso
s30 permanentemente ligados ao extremo B. Determine o valor do contrapeso para o qual 0 maximo
valor absoluto do momento fletor na viga seja tao pequeno quanto possivel. (a) Considere somente
o0 caso em que a fora P esta aplicadaem C. (b) Considere o caso mais geral em que aforga P pode

ou nao estar aplicada em C.
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F

A lc
B
L
2 W

Figura P7.44

{ *7.6. Relagdes entre Carga, For¢a Cortante e Momento Fletor. Quando
uma viga suporta mais de duas ou trés cargas concentradas, ou quando suporta cargas
distribuidas, o método delineado na Segdo 7.5 para representar graficamente forgas
cortantes e momentos fletores pode ser muito complicado. A construgao do diagrama de forga
cortante e, especialmente, do momento fletor pode ser bastante facilitada se certas relagdes
existentes entre carga, for¢a cortante e momento fletor forem levadas em consideragao.

Consideremos uma viga AB simplesmente vinculada suportando uma carga w
por unidade de comprimento (Fig. 7.11a), e sejam C e C’ dois pontos da viga separados
por uma distancia Ax. A forga cortante e 0 momento fletor em C serdo designados Ve
M, respectivamente, e sero supostos positivos; a forga cortante e o momento fletor em
C serido designados V+ AVe M + DM.

Destacaremos agora a parte CC’ da viga e tracaremos seu diagrama de corpo
livre (Fig. 7.11b). As forgas exercidas sobre o corpo livre incluem uma carga de valor
whx, forgas e bindrios internos em C e C". Uma vez que a forga cortante e 0 momento
fletor foram supostos positivos, as forgas e os momentos serio dirigidos conforme estd
indicado na figura.

=

Figura 7.11
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Relagies entre Carga e For¢a Cortante. Escrevendo que a soma das compo-
nentes verticais das for¢as que atuam no corpo livre CC’ é zero, obtemos

V-(V+AV)-wAx=0
AV = —w Ax

Dividindo ambos os membros da equagéo por Ax e fazendo Ax tender a zero,
temos

(7.1)

A férmula (7.1) indica que, para uma viga carregada conforme representado
naFig. 7.11a, ainclinagdodV/dx da curva da forga cortante é negativa; o valor numérico
da inclinagdo em qualquer ponto é igual & carga por unidade de comprimento naquele
ponto.

Integrando (7.1) entre os pontos C e D, obtemos

£, (7.2)
Vp-Ve = __[ w dx
x(’
VD— VC = — [drea” sob a curva de carregamento entre C e D) (7.2")

Note-se que esse resultado poderia ter sido obtido considerando-se o equilibrio na parte

CD da viga, uma vez que a drea sob a curva de carregamento representa a carga total
aplicada entre Ce D,

Deve-se observar que a férmula (7.1) ndo é valida em um ponto de aplicagéo
de carga concentrada; em tal ponto, a curva da forca cortante é descontinua, como visto
na Secéo 7.5. Do mesmo modo, as férmulas (7.2) e (7.2’) deixam de ser validas quando
cargas concentradas sdo aplicadas entre C e D uma vez que nao levam em consideragao
a subita variagio na for¢a cortante causada por uma carga concentrada. As férmulas
(7.2) e (7.2, portanto, devem ser aplicadas somente entre sucessivas cargas concentradas

" Vide observagao no rodapé da pag 104 (N go &
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Relagées entre Forga Cortante e Mormento Fletor. Retornando ao diagrama de
corpo livre da Fig. 7.11b e escrevendo agora que a soma dos momentos em relagio a C
é zero, obtemos

=0

(M + AM) — M~V &x + w Ax %

AM =V Ax — %w(&x)z

s

S G |6 D L & Cyis
r‘—IJ L&: Lﬁl']

Figura 7.11 (repeti¢do)

Dividindo ambos os membros da equagdo por Ax e fazendo Ax tender a zero, obtemos

(7.3)

A férmula (7.3) indica que a inclinagdo dM/dx da curva do momento fletor é
igual ao valor da forga cortante. Isto & verdadeiro para qualquer ppnt.o onde a forga
cortante tenha valor definido, isto é, em qualquer ponto onde néo exista carga concen-
trada aplicada. A férmula (7.3) indica também que a forga cortante é nula nos pontos
onde o momento fletor é maximo. Essa propriedade facilita a determinagao dos pontos
em que a viga pode romper-se por flexéo.
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Integrando (7.3) entre os pontos C e D, obtemos

jxo (7.4)
MD-—MC= . Vdx

C

M,-M,= drea* sob a curva da forca cortante entre Ce D (7.4)

Note-se que a drea sob a curva da forga cortante deve ser considerada positiva
onde a forga cortante é positiva, e negativa onde a forga cortante é negativa. As férmulas
(7.4) e (7.4") sdo validas mesmo quando cargas concentradas estio aplicadas entre C e
D, desde que a curva da forga cortante tenha sido corretamente tragada.

As férmulas deixam de ser validas, no entanto, se um bindrio é aplicado em
um ponto entre C e D, uma vez que néo levam em consideragéo a sibita variagdo no
momento fletor causada por um binério (ver Problema Resolvido 7.7).

Exemplo. Consideremos uma viga AB simplesmente vinculada, de vio L, que
suporta uma carga uniformemente distribuida w (Fig. 7.12a). A partir do diagrama de
corpo livre da viga inteira, determinamos o valor das reagdes nos vinculos
externos: R, = Ry = wL/2 (Fig. 7.12b). A seguir desenhamos o diagrama de forga
cortante. Perto da extremidade A da viga, a forgca cortante é igualaR,, isto é, awL/2,

r como podemos comprovar considerando como corpo livre uma parte muito pequena da
viga. Utilizando a férmula (7.2), podemos, entdo determinar a forga cortante V em
qualquer distancia x a partir de A; escrevemos

X
V-V, =- wdx = —wx

A curva da forga cortante é, pois, uma reta inclinada que corta o eixodos xem x = L/2
(Fig. 7.12¢). Considerando agora o momento fletor, primeiro observamos que M, =0. O
valor M do moemento fletor em qualquer distancia x de A pode, entao, ser obtido a partir
da férmula (7.4); temos

x
M-M, = j Vdx
0

* Vide observagao no rodapé da pag. 104, (N. do R. T.)
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x
L w
M= w|Z - x|dr = = (Lx — x2)
jo [2 ] 2

A curva do momento fletor é uma parabola. O valor maximo do momento fletor
ocorre quando x = L /2, uma vez que V (e, portanto, dM/dx) é zero para esse valor de x,
Substituindo x = L /2 na ultima equagéo, obtemos

2
M . = wL8

. Namaior parte das aplicagdes de engenharia, o valor do momento fletor precisa
ser conhecido somente em uns poucos pontos especificos. Uma vez tragado o diagrama
de forca cortante e apés M ter sido determinado em uma das extremidades da viga, o
valor do momento fletor pode ser obtido em qualquer ponto dado calculando-se a drea
sob a curva de forga cortante e utilizando-se a férmula (7.4°), Por exemplo, como M 4=0
para a viga da Fig. 7.12a, o valor mdximo do momento fletor para aquela viga pode ser
obtido simplesmente medindo-se a 4rea* do tridngulo sombreado no diagrama de forca
cortante da Fig. 7.12¢. Temos

,4[| ] Y/H 7] H]IR f\

YT,

(k) (d)

-

Figura 7.12

* Vide observacdo no rodapé da pdg. 104 (N do R. T
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Observamos, nesse exemplo, que a curva de carga é uma reta horizontal, a
curvade forga cortante é uma reta inclinada e a curva do momento fletor é uma parébola.
Se a curva de carga fosse uma reta inclinada (primeiro grau), a curva da forga cortante
teria sido uma pardbola (segundo grau) e a curva do momento fletor, uma parédbola
cibica (terceiro grau). As curvas da forga cortante e do momento fletor terdo sempre,
respectivamente, um e dois graus acima da curva de carga. Com isto em mente,
deveriamos ser capazes de esquematizar os diagramas de forga cortante e momento
fletor, sem determinar as func¢ées V(x) e M(x), uma vez calculados alguns valores da
forga cortante e do momento fletor. Os esquemas serfo mais exatos se fizermos uso do
fato de que, em qualquer ponto onde as curvas siio continuas, a inclinagéo da curva da
for¢a cortante é igual a — w e a inclinagdo da curva do momento fletor é igual a V.

Problema Resolvido 7.4

Trace os diagramas da for¢a cortante e do momento fletor para a viga e o
carregamento da figura.

100 kN 60 kN 25 kN/m

i
L‘g”lz.ao mJ—}.Uﬁ mA]-:Ldn |

Solugdo. Considerando a viga inteira como corpo livre, calculamos as reagdes:

+ } Z.MA =0
D(7,20 m) — (100 kN)(1,80 m) — (60 kN)(4,20 m) — (60 kN)(8,40 m) = 0
D=+130 kN D=130kNT
+T 5F,=0: A -100kN - 60 kN + 130 kN - 60 kN = 0
A =+90kN A =90 kN T
Lzsz‘}: Ax:O Az=0

) Observamos ainda que o momento fletor é nulo em A e E. Assim, dois pontos
(indicados por bolinhas) sdo obtidos no diagrama do momento fletor.
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Diagrama de Forga Cortante. Sendo dv/dx = — w, verificarmos que, entre
cargas localizadas e reagdes, a inclina¢do do diagrama de forga cortante é nula (isto é
a for¢a cortante é constante). A forga cortante, em qualquer ponto, é calculada a partxr
da divisdo da viga em duas partes e da consideragdo de qualquer das partes como corpo
livre. Por exemplo, utilizando-se a parte da viga & esquerda da se¢do 1, obtém-se a for¢a
cortante entre B e C:

+TZFY=0; +90 kN -100 kN -V =20 V=-10kN
1,20 m—-r)_J 60 kN
100 KN 60 kN |
g I [
——- 1
1 D
u
~1.80.1-2.40 m 2,4 m-
100 KN 60 kN 15 KNfm
Al p E
CTH 01
90 kN 1 130 kN
1
100 kN |
é
y
D N
b
90 kN
VKN [
+ 90 |
A +162 60 +?2
-24
‘ll I
-10
=210
-70
M (kN - m) +162
<
*:'-Tz

i
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Analogamentie verifica-se que a for¢a cortante vale +60 kN logo & direita de D
e é zero na extremidade E. Como a inclinaggo dV/dx = — w ¢é constante entre D e E, o
diagrama de for¢a cortante entre esses dois pontos é uma reta.

Diagrama de Momento Fletor. Recordemos que a drea* sob a curva do
diagrama de forga cortante, entre dois pontos, € igual & variagio do momento fletor entre
aqueles dois pontos. Para maior facilidade, calcula-se a drea* em cada trecho do
diagrama de forga cortante e anota-se o valor obtido no proprio diagrama. Sabendo-se
que o momento fletor M, na extremidade esquerda é nulo, escrevemos:

Mg -M, =+ 162 My =+162kN - m
My-Mg=-24 My=+138kN.m
My, - M, =-210 Mp=-72kN.m
Mp-Mp=+172 Mp=0

Como é sabido que My = 0, tem-se ai uma verificagdo da corregao dos cdleulos.
Entre as cargas concentradas e reagdes, a forca cortante é constante, de modo que a
inclinag@o dM /dx é constante e o diagrama de momento fletor é desenhado unindo-se os
pontos conhecidos por segmentos de reta. Entre D e E, onde o diagrama de for¢a cortante
é um segmento obliquo, o diagrama de momento fletor é uma pardbola.

Dos diagramas de Ve M tiramos V. =90 kN e M_ . =162kN m.

Problema Resolvido 7.5

Tracar os diagramas de for¢a cortante e momento fletor para a viga e o
carregamento tlustrados.

20kN/m
RERERRERR

B

-~— fHm —l-|-|— im—

C

* Vide observagao no rodapé da pag. 104. (N.do R. T,
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Diagrama de Forga Cortante. A forca cortante logo & direita de A ¢
V, =+ 80 EN. Uma vez que a variagdo na for¢a cortante entre dois pontos é igual a menos
a'drea sob a curva de carga entre os mesmos dois pontos, obtemos Vg escrevendo

Vg-Vy=- (20 kN/m)(6 m) = =120 kN
VB =-120+ VA=—120+80=—4(}|(N
A inclinacio dV/dx =—w sendo constante entre A e B, o diagrama de forca cortante entre

esses dois pontos serd representado por uma linha reta. Entre B e C, a drea sob a curva
de carga é zero e, portanto,

Vc-—VB=O VC=VB=—40kN

e a for¢a cortante é constante entre B e C.

. Diagrama de Momento Fletor. Observamos que o momento fletor em cada
extremidade da viga é zero. Para determinar o momenlo fletor mdximo, consideremos a
secdo D da viga onde V = 0. Considerando a parte do diagrama de for¢a cortante entre
A e B, observamos que os tridngulos DAa e DBb sdo semelhantes; assim,

e B BT _
BOKN ~ 40 kN EER
l 20 kN/m
AT =1

kN
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0 momento fletor mdximo ocorre no ponto D, onde temos dM [dx = V = 0. As Greas* das
vdrias partes do diagrama de forca cortante sao calculadas e anotadas (entre parénteses)
no diagrama. Como a drea* do diagrama de for¢a cortante entre dois pontos é igual &
variacao do momento fletor entre esses mesmos dois pontos, temos

Mp-M, =+160kN-m Mp=+160kN - m
Mp-Mp=-40kN -m Mp=+120kN m

Mq-Mp=-120kN - m M~=0

O diagrama de momento fletor é um arco de parabola seguido de um segmento
de reta; a inclina¢do da pardbola em A é igual ao valor de V naquele ponto.

Problema Resolvido 7.6

Esquematizar os diagramas de for¢a cortante e de momento fletor para a viga
em balango representada.

Solugdo. Diagrama de Forga Cortante. Na extremidade livre da viga, calcu-

. .1
lamos V, = 0. Entre Ae B, a drea™ sob a curva de carga é 3 Wot obtemos Vg escrevendo

VB_VA = —%woa V,=--wa

Entre Be C, a viga ndo estd carregada; assim, Vo= V. Em A, temos w = wy e, de acordo
com a Eq. (7.1), @ inclinagdo da curva de forga cortante é dV/dx = - w,, enquanto em B
ainclinagioé dV/dx=0. Entre Ae B o carregamento decresce linearmente, e o diagrama
de for¢a cortante é parabilico. Entre Be C, w = 0 e o diagrama de forca cortante é uma
reta horizontal,

Diagrama de Momento Fletor. O momento fletor MA na extremidade livre
da viga ¢ zero. Calculamos a area sob a curva de forca cortante e escrevemos

1 2 1
B—Mﬂs—ﬁwna ﬂ{B:_E

-
waa

1
Mq-Mg= ~ 5Wee (L - a)

Mg =-cw@GL -

" Vide observacio no rodapé dapag 104 (N do B T
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O esquema do diagrama de momento fletor é completado, recordando-se que
dM |dx = V. Encontramos que entre A e B o diagrama ¢é representado por uma curva
cuibica com inclinagdo zero em A, e entre B e C por uma linha reta.

!
v |
a'
:_

= 'IT wya (3L = al

Problema Resolvido 7.7

A viga simples AC estd sujeita a um bindrio de momento de médulo T aplicado
ao ponto B. Trace os diagramas de for¢a cortante e de momento fletor da viga.

Solugio. A viga inteira é tomada como um corpo livre, e obtemos

T —
R:ZT R,=+1{

C

S

A forca cortante em qualquer se¢do é constante e igual a T/L. Como um
momento estd aplicado em B, o diagrama de momento fletor é descontinuo nesse ponto;
o momento fletor decresce bruscamente de um valor igual a T.
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Problemas
7.45 Usando os métodos da Segao 7.6, resolva o Prob. 7.21.
7.46 Usando os métodos da Segao 7.6, resolva o Prob. 7.22.
7.47 Usando os métodos da Segao 7.6, resolva o Prob. 7.25.
7.48 Usando os métodos da Segao 7.6, resolva o Prob. 7.26.
7.49 Usando os métodos da Segao 7.6, resclva o Prob. 7.27.
7.50 Usando os métodos clia Segao 7.6, resclva o Prob. 7.28.
7.51 Usando os métodos da Segao 7.6, resclva o Prob. 7.29.
7.52 Usando os métodos da Segao 7.6, resolva o Prob. 7.30.
7.53 Usando os métodos da Segao 7.6, resolva o Prob. 7.33.
7.54 Usando os métodos da Segao 7.6, resolva o Prob. 7.34.
7.55 Usando os métodos da Segao 7.6, resolva o Prob. 7.35.
7.56 Usando os métodos da Segéo 7.6, resolva o Prob. 7.38.

2 Rl o TINRTY TVC e gt i,

ol <
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7.57a7.60 Trace os diagramas de forga cortante @ de momento fletor para a viga e o

carregamento ilustrados.

BO kN 225 kN 40 kN

e

D
AT E
i _L _l, 0,90
0901150 m—+120 m+O2

Figura P7.57

TKN-m 12kN-m

4 kN/m 625N 625N

S

1E

Figura P7.58

5kN SkN 5kN

T bsoechond
-E‘LOO mm*300 mm*3I00 mnvlj

( L L b

T =

; B G E
2 m—t—2 rn—H—F.m‘Lim‘]

Figura P7.60

7.61a766 Trace os diagramas de forga cortante e de momento fletor para a viga e o
carre’gamantc ilustrados e determine a posigao e a intensidade do maior momento fletor.

kN,

Junnmny

o L]

Figura P7.61

25 kN/m

E
Al C
30 kN
120 m 1,80 m—J

Figura P7.63

Junnannnann)
:L\ln |
3 m J‘o.a mJ

Figura P7.62

]

LT s

Figura P7.64

losw T

7 ..
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0N+ QOKN *m AN m
20 kN/m 15 kN/m

: ; -

e a‘ B f
\'[ Bm ‘ 48 m |
12m

Figura P7.65 Figura P7.66
7.67

Determine as equagdes das curvas de forga cortante e de momanto fletor para a
viga e o carregamento do Prob. 7.25 (coloque a origem no ponto A).

7.68a7.70 Determine as equagbes das curvas de forga cortante e de momento flator

para a viga e o carregamento ilustrados. Determine, também, a intensidade e a localizagio do
momento fletor maximo.

¥ Xwgvﬂ m% /w=w°ms%
i = B
! L | K |
Figura P7.68 Figura P7.69
2
i
M
A 18 x
i A .
] L |
Figura P7.70

*7.71 A viga AB é submatida a uma carga uniformemente distribufda de 1,5 kN/m e a

duas forgas N e Q. Foi determinado experimentalmente que o momento fletor em D é + 360 N -m e

em E é + 960 N- m. Determine N e Q e trace os diagramas de forga cortante @ de momento fletor
para a viga.

*7.72 A viga AB é submetida a uma carga uniformemente distribuida de 33,3 kN/m e a
duas forgas N e Q. Foi determinado experimentalmente que o momanto fletorem D é + 258 kN - m

L',
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e em £ ¢ 353 kN - m. Determine N e Q e trace os diagramas de forga cortante e de momento flstor
para a viga.

333 kKN/m
“ i
1,5 kN/m l C ¥
v\ 18
l cf | ¥ Frem I D E ‘ —-
A B
e D E| - | N 030m Q
12m 08 m J 030 mli
1,8 m 4m e 0,90 m1—1,50 m 120m
Figura P7.71 Figura P7.72

“7.73 Resolva o Prob. 7.72 admitindo que a carga uniformemente distribuida de
33,3 kN/m estd aplicada a viga AB toda.

*7.74 Resolvao Prob. 7.71 supondo que a carga uniformemente distribulda de 1,5 kN/m
estende-se sobre toda a viga AB.

*7.75 Uma viga uniforme de peso por unidade de comprimento igual a w é vinculada
como ilustrado. Determine a distancia a para que o maximo valor absoluto do momento fletor seja o
menor possivel (veja a sugestao do Prob. 7.43).

*7.76 Para a viga e o carregamento ilustrados, determine a distancia a para que o
maximo valor absoluto do momento fletor seja o menor possivel (veja a sugestao do Prob. 7.31).

Q Q
4 = s =
I s ey T
Figura P7.75 Figura P7.76

Cabos

*7.7. Cabos com Cargas Concentradas. Os cabos sido usados em muitas
aplicagdes da engenharia, tais como pontes pénseis, linhas de transmissao, teleféricos,
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cabos tensores para torres elevadas etc. Os cabos podem ser divididos em duas cate-
gorias, de acordo com seu carregamento: (1) cabos que suportam cargas concentradas;
(2) cabos que suportam cargas distribuidas. Nesta se¢éio examinaremos os cabos da
primeira categoria.

Consideremos um cabo preso a dois pontos fixos A e B e que suportam n cargas
concentradas verticais Q;, Qy, ..., Q, (Fig. 7.13a). Supomos que o cab_o é flextvel, isto é,
que sua resisténcia a flexdo é pequena e pode ser desprezada. Além disso, supomos que
o peso do cabo é desprezivel, comparado com as cargas que suporta. Qualquer porga_o do
cabo entre cargas sucessivas pode, portanto, ser considerada um elemento submetido &
agiio de duas forgas, e as forgas internas em qualquer ponto do cabo se reduzem a uma
forga de tragdo dirigida tangente ao cabo no ponto.

Supomos que todas as cargas tém uma diregdo vertical dada, isto €, que a
projegdo horizontal da distéincia do ponto de fixagdo A até ul:adn uma d‘as cargas é
conhecida; supomos também que as projegdes horizontal e vertical das distancias erft.re
os pontos de fixagfo sio conhecidas. Nosso objetivo é determinar a forma do cabo, isto
é, a projecdo vertical da distancia de A até os pontos CyCynCpe também a tragdo
T em cada porgéio do cabo. .

.

Figura 7.13

Em primeiro lugar desenhamos o diagrama de corpo livre de todo o cabo (Flg
7.13b). Posto que as declividades das porgdes do cabo presas em A e B ndo sdo c?nhec:daa,
asreagdes em A e B devem ser representadas por duas comp?nmbes cada. As‘sun, quatro
incégnitas sdo envolvidas, e as trés equagdes de equilibrio ndo sdo suficientes para
determinar as reagdes em A e B.* Torna-se necessdrio, portanto, obter uma equagéio
adicional, considerando o equilibrio de uma determinada porgéo do cabo. Isto serd

* Evidentemente, o cabo nfo & um corpo rigido; as equagdes de equillbrio representam, portanto, condigbes
necessdrias, porém nido suficientes (ver Segao 6.11).
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possivel se conhecermos as coordenadas x e y de um ponto D do cabo. Desenhando o
diagrama de corpo livre da por¢ao AD do cabo (Fig. 7.14a) e, escrevendo XM, = 0, obtemos
uma relagédo adicional entre as componentes escalares A, e A, e podemos determinar
as reagdes em A e B. No entanto, o problema permaneceria indeterminado se nio
conhecéssemos as coordenadas de D, a néio ser que alguma outra relagéo entre A_e A
(ouentre B, e By) fosse dada. :

O cabo pode pender de qualquer uma das varias maneiras possiveis indicadas
pelas linhas tracejadas da Fig. 7.13b. '

Uma vez que A, e A, sejam determinados, a projecdo vertical da distdncia de
A até qualquer ponto do cabo pode ser facilmente encontrada. Considerando o ponto C,,,
por exemplo, desenhamos o diagrama de corpo livre da parte AC, do cabo (Fig. 7.14b).
Escrevendo M ., = 0, obtemos uma equagéo que pode ser resolvida para y,. Escrevendo
IF,=0 e IF, =0, obtemos as componentes da for¢a T representando a tragéo no cabo
a direita de Ca. Observamos que T cos 6 = —Ax; a componente horizontal da for¢a de
tragdo é a mesma em qualquer ponto do cabo. Segue-se que a tragdo T é mdxima quando
cos 6 é minimo, isto €, na parte do cabo cujo &ngulo de inclinag¢@o 6 é minimo. Evidente-
mente, tal por¢do do cabo deve ser adjacente a um dos dois suportes.

Ay A,
Ad— 4
A, [ A
¥
|
C b .
T Y
Q C, \
. il o L
O,
—p — 0
(a) h

Figura 7.14

*7.8. Cabos com Cargas Distribuidas. Consideremos um cabo preso a dois
pontos fixos A e B, suportando uma carga distribuida (Fig. 7.15a). Vimos na secio
precedente que, num cabo que suporta cargas concentradas, a for¢a interna em qualquer
ponto é uma forca de tracao dirigida ao longo do cabo. No caso de um cabo suportando
uma carga distribuida, 0 mesmo pende formando uma curva, e a forca interna em um
ponto D é uma forga de tragio T dirigida ao longo da tangente a curva. Dada uma certa
carga distribuida, nosso objetivo, nesta se¢éo, é determinar a tracio em qualquer ponto
do cabo. Nas préximas seg¢des veremos como a forma do cabo pode ser determinada para
dois tipos particulares de cargas distribuidas.

L
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(a) (b} (c)

Figura 7.16

Considerando o caso mais geral de carga distribuida, desenhamos o diagrama
de corpo livre da parte compreendida entre o ponto mais baixo C e um dado ponto D no
cabo (Fig. 7.15b). As forgas que atuam no corpo livre sdo a forga de tragdo T em C, que
& horizontal, a for¢a de tragio T em D, dirigida ao longo da tangente a0 caboem D,ea
resultante W da carga distribufda suportada pela parte CD dp cabo. Desenhando o
correspondente triangulo de forgas (Fig. 7.15¢), obtemos as seguintes relagdes:

TcosB8=T, Tsenf=W (7.5)

w 7.6
T= \1505+W tgﬁ=F 50
0

A partir das relagdes (7.5), € evidente que a componente horizontal da forpa de
tragdo T é a mesma em qualquer ponto e que a componente vertical de T é igual ao
médulo W da carga, medido desde o ponto mais baixo. As relagdes (7.6) mostram que a
tensio T é mfnima no ponto mais baixo e maxima em um dos dois pontos de fixagéo do

cabo.

*7.9. Cabo Parabélico. Suponhamos, agora, que o cabo AB suporta uma carga
uniformemente distributda ao longo da horizontal (Fig. 7 .16a). Cabos de pontes pénseis
podem ser supostos carregados desse modo, uma vez que o peso dos cabos é pequeno
comparado com o peso da pista de rodagem. Designemos por w a carga por umdadv.a de
comprimento medida horizontalmente e vamos exprimi-la em N/m. Escolhendo eixos
coordenados com a origem no ponto mais baixo C do cabo, encontramos que o valor W
da carga total suportada pela porgdo do cabo compreendida entre C e o ponto D de

e v — — — — ——
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coordenadas x e y é W = wx. As relagdes (7.6), que determinam o médulo e a diregéo da
forga de tragfio em D, tornam-se

T= \Jiui-ﬁx '{3:% (77)

Além disso, a distincia desde D até a linha de ag#io da resultante W € igual a
metade da projegdio horizontal da distincia de C até D (Fig. 7.16b). Somando os
momentos em relagio a D, temos

+) IMp=0: wx%—Ta:O,

e, calculando y,

wr? (7.8)
a7

Figura 7.16

Forgas em vigas e cabos 499

Esta é a equagdo de uma pardbola com eixo vertical e vértice na origem das
coordenadas. A curva formada por cabos uniformemente carregados 20 longo da hori-
zontal é, assim, uma pardbola.*

Quando os suportes A e B do cabo estdo na mesma cota, a distincia L entre os
suportes é designada vdo do cabo e a projegio vertical da distancia h, desde os suportes
até o ponto mais baixo, é denominada flecha (Fig. 7.17a). Se o vio e a flecha de um cabo
sdo conhecidos e se a carga w por unidade de comprimento horizontal é dada, a tensdo
minima T, pode ser encontrada substituindo-se x = L/2 e y = h na férmula (7.8). As
férmulas (7.7) e (7.8) determinaréo, entdo, a tragdo em qualquer ponto, e também a
forma do cabo.

_ Quando os suportes estdo colocados em alturas diferentes, a posi¢ao do ponto
inferior do cabo pode nao ser conhecida, e as coordenadas x, y, e xp, ¥ dos suportes
devem ser determinadas. Para 1sto, indicamos que as coordenadas de A e B satisfazem
aEq. (7.8) e que xg —x, = L, yp — ¥4 = d, onde L e d designam, respectivamente, as
projegées horizontal e vertical da distancia entre os dois suportes (Figs. 7.17b e ¢).

Figura 7.17

O comprimento do cabo desde seu ponto inferior C até o apoio B pode ser obtido
por meio da férmula

(7.9)

* Cabos suspensos sob a agio de seu préprio peso ndo sdo unilormemente caregados ao longo da horizontal e,
portanto, ndo formam uma pardbola. No entanto, o erro introduzido em supor uma lorma parabdlica para um cabo
sob agio de seu préprio peso é pequeno quando a flecha é pequena em relagdo ao vao. Uma andlise completa
arespeito de cabos suspensos sob aglo de sau préprio peso serd objeto da préxima se¢ao.
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Derivando (7.8), obtemos dy/dx = wx/T; substituindo em (7.9) e usando o teorema do
bindmio para desenvolver o radical numa série infinita, temos

Sp= r '\Jl+wx2 r (1 8;:4+...)dx
0

2.2 4 4
wxp wxs+ )

Sp=xp={ 1+ -
Bx”( 672 40T}

2 i
e, como wxp /2T, = yp

2%8| _2|78
Sp=15 [“5’3 5l +] (7.10)

A série converge para valores da razéo y !xB menores que 0,5; na maioria dos casos,
essa razdo € muito menor e somente os ?lois primeiros termos da série precisam ser
caleulados.*

* A expressio exata de Sy é dada por

Voo 28 Bl 2

= 1+ n 1+
2 -,rg * ow Iy

que permite, em cada caso, calcular o erro que se comete ao usar a Eq.(7.10). Usando ainda a relagio
w.\% /2Ty = yg escrevemos

X,
ssg—a 1+4tE +—-’% n—B+ 1-'--1J!Ir—B
2 Xg 4y, Xg Xg

Por exemiplo, para Yplxp =04, 2 Eq. (7.10) fornece
Sp = 1,086 xg

enquanto a férmula exata fornece

Sp=1,098 x5

© erro cometido para yp/xg = 0.4 €, pois, igual a

e- 128 =10% 100 2 0%

Forgas em vigas e cabos 501

Problema Resolvido 7.8

O cabo AE suporta trés cargas verticais nos pontos indicados. Se o ponto C estd
1,50 m abaixo do suporte a esquerda, determinar: (a) a eltura dos pontos Be D e (b) a
inclinagdo e a tensdao mdximas no cabo.

A

30 kN
l»e,u m—{3 umLu m-L%,S m

Solugdo. As componentes da reagdo, A, eAJ,_ sdo determinadas como se segue:
Corpo Livre: Cabo Inteiro
+) IMp=0:

A (6,0 m)-A (18,0 m} + (30 kN) (12,0 m) + (60 kN) (9,0 m) + {20 kN) (4,5m) =0
6,04 - 18,04 +990=0

Corpo Livre: ABC

+) IM =0 -A(1,5m)-A 90m1+f.30kN1(30m)—0

- 1,54,-9,04 " 90=0

Resolvendo as duas equacdes simultaneamente, obtemos

A, =-90kN A, =90kN «

A =+25kN A =25kNT
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a) Altura do Ponto B. Considerando a parte AB do cabo como um corpo livre,
temos

+) IMp =0 (90 kNJyp — (25 kN) (6,0 m) =0

Yg = 1,7 m abaixode A — «

Altura do Ponto D. Usando como um corpo livre a parte ABCD do corpo,
escrevenos

— (90 kNJyp, — (25 kN) (13,5 m) + (30 kN) (7,5 m) + (60 kN) (4,5 m) = 0

yD=1,7macimade A - <
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b) Inclinagio e Tensdo Maximas. Observamos que a inclina

a0 maxima

ocorre na parte DE. Como a componente horizontal da tensdo € constante e igual
¢ 90 kN, temos
_ 42 8=43,0" =
8 =45 -
90 kN T =124kN «
—_— e max

T o™ cos 0

Problema Resolvido 7.9

Um cabo leve preso a um apoio em A passa sobre uma pequena roldana em B
¢ suporta uma carga Q. Sabendo que a flecha do cabo é 0,5 m e que sua massa por
unidade de comprimento é 0,75 kg/m, determinar: (a) a intensidade da carga Q, (b) a
inclinacao do cabo em B e (¢) o comprimento total do cabo de A até B. Como a razdo da
flecha para o vdo é pequena, considerar o cabo como parabdlico. Desprezar, também, o
peso da parte do cabo de B até D.

f————40m "—‘lr:
s S ——
LO,Sm D
.

a) Carga Q. Designamos C o ponto inferior do cabo e desenhamos o diagrama
de corpo livre da parte CB. Considerando a carga como uniformemente distribuida ao
longo da horizontal, escrevemos

w = (0,75 kg/m)(9,81 m/s?) = 7,36 N/m

A carga total para a parte CB do cabo é

W= wxg = (7,36 N/m)(20 m) = 147 N
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W=147N

e estd aplicada no ponto médio entre C e B. Somando os momentos em relagdo a B,
escrevemos

+) IMz=0:  (147NX10m)-T,0,5m) =0 T,=29kN «

Do triangulo de forgas, obtemos

Ty =\.‘T§+W2

= V2,9kN)® + (0,147 kN> = 2.9 kN

Como a tragdo em cada lado da roldana é a mesma, encontramos

Q=Ty=29kN =

b) Inclinagéo do Cabo em B. Obtemos, também, do triangulo de forcas

0=29" «
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2
~ 2 (0,500 m ] -
= (20,000 m)[l ¥ [20‘000 m] +..] = 20,008m

0 comprimento total do cabo entre A e B é o dobro desse valor.

Comprimento = 25, = 40,016 m <«

Problemas

7.77  Trés cargas estao suspensas no cabo, conforme ilustrado. Sabendo que hp = 3,0 m,
determine: (a) as componentes da reagao em E e (b) o valor maximo da tragéo no cabo.

7.78 Determine a flecha do ponto C, sendo a tragade maxima no cabo 13 kN.

Figuras P7.77 ¢ P7.78

* Para respander este item ha necessidade de supor que as distancias foram medidas, direta ou indiretamente,
até milimetros.

PO A POU ¥ 1,y el e e - S - -
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7.79 Paraa=48me b=54m, determine as componentes da reagao em £ para o
cabo e o carregamento mostrados.

7.80 Com a=b=4_8m,determine: (a) as componenles dareagao em £ e (b) a tragao
méxima no cabo.

E

, |-'6,0 m—I—G.ﬂ m Tfa,ﬂ mTé,O m-]
| f i ‘
e | ¢+

30 kN

Figuras P7.79 e P7.80
781 Com ho =7 m, delermine: (a) as componentes da reagao em E e (b) a tragao
maxima no cabo.

7.82 Determine: (a) a distancia h para a qual a parte CD do cabo fica harizontal e (b)
as correspondentas componentes da reagao em E.

5m
A r_

™

Figuras P7.81 ¢ P7.82

7.83 Duas cargas esldo suspensas pelo cabo ABC, como ilustrado. Sabendo que a
distancia btem 7 m, determine: (a) o mddulo do vetor P e (b) o valor correspondente da distancia a.

7.84 O cabo ABC susienta duas cargas, como mosira a figura. Determine as distancias
a e bquando uma forga horizontal P de 1,0 kN ¢ aplicada no panto C
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Figuras P7.83 e P7.84

7.85 Uma carga de 2,0 kN esta presa a uma roldana que pode girar sobre um cabo
ACB. A roldana e a carga sdo mantidas na posigao por um segundo cabo, DE, que e paralelo a parie
CB do cabo principal. Determine: (a) as reagbes em A e B, (b) a tragao no cabo ACB e (c) a trago
no cabo DE. Despreze o raio da roldana e o peso dos cabos.

030 m 0,15 m

Figura P7.85

7.86 Sabendo que a forga de 2,20 kN aplicada em C e o bloco preso a B8 mantém o
cabo ABCD na posicio ilustrada, determine: (a) a reagao em D, (b) o peso P do bloco e (c) atragao
em cada segmento do cabo.

787 Um fio condutor com 0,400 kg/m de massa por unidade de comprimento esta
preso a dois isoladores de mesmas cotas distantes 40,0 m. Sabendo que a flecha é de 1,20 m,
determine: (4) a tragdo méaxima no fio e (b) o comprimento do fio
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Figura P7.86

7.88 O véo central da ponte do estreito de Verrazano consiste em duas vias carro-
gaveis uniformes suspensas por quatro cabos. A carga uniforme suportada por cada cabo é
w = 180 kN/m na diregdo horizontal. Sabendoqueovaoé L =1278 meque aflechaé h= 117 m,
determine: (&) a tragdo méaxima em cada cabo e (b) o comprimento do cabo.

7.89 No projeto da ponte do estreito de Verrazano previu-se o efeito de variagdes
extremas de temperatura que podem causar alteragbes na flecha do vao central de h = 115,8 m no
inverno a h, = 118,2 m no verdo. Sabendo que o véo central & L = 1 278 m, determine a variagao no
comprimento dos cabos devido a variagbes exiremas da temperatura.

7.90 61 mde cabo com massa de 1,80 kg/m por unidade de comprimento sao esten-
didos horizontalmente com vao de 60 m. Determine: (a) aproximadamente, a flecha do cabo e (b) a
tracho méaxima no cabo. [Sugestao: Utilize apenas os dois primeiros termos da Eq. (7.10).)

7.91 O cabo ACB tem massa de 10 kg. Supondo que a massa esteja distribuida
uniformemente ao longo da horizontal, determine: (a) a flecha h e (b) a inclinagéo do cabo no
ponto A,

15kg

Figura P7.91

7.92 Resolvao Prob 7 41 cupondo que a carga de 10 kg é remowvida do ponto £
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783 Ocabo ABesta sujeito a uma carga uniformemente distribuida na horizontal, como
ilustrado. O ponto mais baixo do cabo esta 3,60 m abaixo do apoio A. Determine 0s valores maximo
e minimo da tracao no cabo.

794 Antes de entrar em uma impressora & direita do ponto D, uma folha continua de
papel, com massa de 0,30 kg/m por unidade de comprimento, passa sobre rolos em A e B. Supondo
que a curva formada pela folha seja parabdlica, determine: (a) a posigio do ponto mais baixo Ce (b)
a tragao maxima na folha.

720 .
a=3,60 m

1,5 kN/m
48 m

Figuras P7.93 e P7.94

795 Resolvao Prob. 7.94 supondo que a = 90 mm.
7.96 Resclva o Prob. 7.93 supondo que a = 2,70 m.

+7.97 Um cabo AB, de vio L, e a viga simples A'B’, de mesmo vao, estdo sujeitos a
carregamentos verlicais idénticos, como ilustrado. Mostre que o médulo do momento fletor em C' na
viga, é igual a Tph, sendo T, o médulo da componente horizontal da tragao no cabo e h o
comprimento do segmento vertical que une C ao segmento AB.

Figura P7.97
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*7.98 Mostre que a equagao diferencial da curva formada por um cabo sujeito a uma
carga distribufda w(x) é o° yfdxz = w(x)/T,, sendo T, a tragao no ponto mais baixo.

*7.99 Utilizando a propriedade indicada no Prob. 7.98, determine a curva formada por
um cabo de vao L e flecha h que suporta uma carga distribuida w = w, cos (nx/L), onde x é medido
a partir da metade do vao. Determine também os valores maximo e minimo da tragdo.

*7.100 Um grande numero de cordas esta amarrado a um arame fino suspenso em dois
pontos A e B de mesmo nivel. Mostre que, se as extremidades inferiores das cordas forem cortadas
segundo uma linha horizontal e se as cordas estiverem uniformemente espagadas, a curva formada

pelo fio ACB sera
e
w(
y+d=d cosh [ﬁ} X

]

onde w, é o peso por unidade de comprimento das cordas, d é o comprimento da corda mais curta

e e é adistancia harizontal entre cordas adjacentes. (Sugestdo. Use a propriedade indicada no Prob.
7.98)

dlee
Figura P7.100

*7.10. Catendria. Consideremos, agora, um cabo AB que suporta uma carga
uniformemente distribuida ao longo do proprio cabo (Fig. 7.18a). Cabos pendendo sob
seus préprios pesos sdo carregados dessa maneira. Designamos w a carga por unidade
de comprimento (medida ao longo do cabo) e vamos exprimi-la em N/m. A intensidade
W da carga total suportada por uma parte do cabo de comprimento s compreendida
entre o ponto inferior C e o ponto D é W = ws. Substituindo W por esse valor na férmula
(7.6), obtemos a tragdo em D:
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Para simplificar os cdlculos subseqiientes, introduzimos a constante ¢ = Tj/w. Entéo
escrevemos

T =uwe W= ws T=wVNc? + 52 (7.11)

W=uws

T,

W=us
(@) (b) _ ()
Figura 7.18

O diagrama de corpo livre da parte €D do cabo é mostrado na Fig. 7.18b. Esse
diagrama, no entanto, ndo pode ser usado para obter dire‘tament.e a eqya(;éo da curva
formada pelo cabo, uma vez que néo conhecemos a distincia d_e D‘até alinha de agdo da
resultante W da carga. Para obter essa equagdo, em primeiro lugar escrevemos
que a projegdo horizontal de um pequeno elemento de cabo, fit_s comprimento ds,
é dx = ds cos 0. Observando na Fig. 7.18¢c que cos 0=T,/Te utilizando a Eq. (7.11),
temos

T, d
,gds=__u¢c_d_s__= s
T w Ve? + ¢2 ;'1 + s2/¢?

dx=dscosB=

Escolhendo a origem 0 das coordenadas a uma distanciac, diretamente abaixo de C (Fig.
7.18a), e integrando de C(0, ¢) a D(x, y), obtemos*

s
ds e RN P
x:J‘ = ¢ [ arsenh = | = arsenh~ *
0 j;.11 + §%/¢2 ; 0 e %
~Y ]
anhy - e e %ﬂ"""g‘x “caln X
i Ax

&
o odigh XztmX
U.?’J;\X: [+ 4’8 — '
--;:"’ Q(r

L
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Essa equacio, que relaciona o comprimento s da porgdo CD do cabo e a
distancia x, pode ser escrita na forma

5 =csenhf (7.15)

A relagdo entre as coordenadas x e y pode agora ser obtida escrevendo-se
dy = dx tg6.Observando na Fig. 7.18¢ que tg 6 = W/ T, e utilizando (7.11) e (7.15) temos

w
T

dy=dxtgh = dx=%dx=senh§dx

Integrando de C(0, ¢) até D(x, y) e usando (7.12) e (7.13), obtemos

x
y-c:J- senhidxzc[COShEL:c[coshE = 1]
0 € ¢ c

* Essa integral pode ser encontrada em qualquer tabela de integrais. A fungao
Z =arsenh u

(leia-se: “seno hiperbolico inverso de u") é o inverso da fungéo u = senh z (leia-se: “seno hiperbélico de ). Essa
fungéo e a fungéo v = cosh z (leia-se: “co-seno hiperbdlico de z°) s&o definidas como se segue:

u-senhz:—%(ez—e"’} v=coshz= (&% + &%

|-

Os valores numéricos das fungdes senh z e cosh z sdo encontrados em fabelas de fungdes hiperbdlicas Eles
podem, também, ser obtidos em muitas calculadoras quer diretamente, quer partindo das definigdes acima. O
aluno deve procurar qualquer texto de calculo para uma descrigdo completa das propriedades dessas fungdes
Nesta secéo utilizaremos somente as seguintes propriedades, que podem ser facilmente deduzidas a partir das
definigbes acima refendas:

dsenhz _ o oh s deoshz _ . (7.12)
dz dz
senh0=0 cosh0=1 (713

cosh? z—senh? z = 1

gao arsenh y € a fungac nversa do senh (senc niperbolico) e pode ser lida como argumento d-
Fpermolicg  de acorao com a NBR 12513792 (N o R T
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x (7.16)
y = ¢ cosh i

Esta ¢ a equagiio de uma catendria com eixo vertical. A ordenada ¢ do ponto
inferior C é denominada par@metro da catendria. Elevando ao quadrado ambos os
membros das Egs. (7.15) e (7.16), subtraindo e levando (7.14) em consideragéo, obtemos

a seguinte relagdoentre ye s

(7.17)

Resolvendo (7.17) para s% e introduzindo seu valor na iltima das relages
(7.11), escrevemos essas relagdes como se segue:

T= wy (7.18)

A ltima relagdo indica que a tensio, em qualquer ponto D do cabo, é propor-
cional & distancia de D até a linha horizontal que representa o eixo dos x.

Quando os suportes A e B do cabo estdo & mesma altura, a distincia L entre
os suportes é denominada vdo do cabo e a distancia & desde os suportes até o ponto
inferior C é denominada flecha do cabo. Essas defini¢des sao as mesmas que foram dadas
para o caso de cabos parabélicos; porém, deve-se observar que, em virtude de nossa
escolha de eixos coordenados, a flecha h é agora

(7.19)




S
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Deve também ser observado que certos problemas de catendria envolvem
equagdes transcendentais, que devem ser resolvidas por aproximagées sucessivas (ver
Problema Resolvido 7.10). No entanto, quando a flecha é pequena em relagio ao vio, a
carga pode ser suposta uniformemente distribuida ac longo da horizontal e a catensria
pode ser substituida por uma parédbola. A solugdo do problema serd, assim, bastante
simplificada e o erro introduzido, pequeno.

Quando os suportes A e B estio em alturas diferentes, a posigio do ponto
inferior do cabo pode nédo ser conhecida. O problema, nesse caso, é resolvido de maneira
semelhante aquela usada para cabos parabélicos, considerando-se que o cabo deve
passar pelos suportes e que xp—x, =L, yp—y, =d,onde L e d designam, respectiva-
mente, as projegdes horizontal e vertical da distincia entre os suportes.

Problema Resolvido 7.10

Um cabo uniforme, pesando 50 N/m, estd suspenso entre dois pontos A e B,
conforme a ilustragdo. Determinar: (a) os valores mdximo e mfnimo da tragio no cabo e

(b) 0 comprimento do cabo.
30m
A i B

I 150 m -

Solugdo. Equagdo do Cabo. A origem das coordenadas é colocada a uma
distancia ¢ abaixo do ponto inferior do cabo. A equagao do cabo é dada pela Eq. (7.16)

x
y=¢ cosh;

As coordenadas do ponto B sdo

xp=T75m yB=30+c
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Substituindo essas coordenadas na equacgéo do cabo, obtemos

30+c=ccﬂsh;—5

O valor de ¢ é determinado tentando-se diversos valores sucessivamente,
conforme indicado na tabela seguinte:*

* 0 estudante pode-se perguntar como foi imaginado o primeiro valor ¢ = 90 m na tabela. Quanda o valor de x &
razoavelmente pequeno, a férmula do co-sena hiperbolico fornece, por desenvolvimento em série,

Uma aproximagao razoavel & tomar-se

r| %y

coshx =1 +

No caso do problema em guestao temos,
1+ (35 §
N+c=c¢ 31 7c

56 % 102m?
- 60m

de onde obtemos

c = 83m

Esse valor pode ser tomado como uma primeira aproximagao ou mesma o valor 90, coma faz o autor. (N.do R. T.)
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75 30 30 75
¢ (m) e . c T 1 cosh p
90 * 0,833 0,333 1,333 1,367
105 0,714 0,286 1,286 1,266
99 0,758 0,303 1,303 1,301
98,4 0,762 0,305 1,305 1,305

Tomando ¢ = 98,4 m, obtemos

y8=30 +c=1284m
a) Valores Maximo e Minimo da Trag¢io. Utilizando a Eq. (7.18), obtemos

Tppin = Tp = we = (50 N/m)(98,4m) T =492kN <

min

Tose=Tp=wyg= (50 N/m)(128,4m) T . =642kN <

meix

b) Comprimento do Cabo. A metade do comprimento de cabo ¢ encontrada
resolvendo-se a Eq. (7.17):

2 2 2

9 =iy = s2g = 3 - F=(128.4)* - (98,4)°

seg = 825m

O comprimento total do cabo é, portanto,

Sap = 25cp= 2(82,5m) S4p= 165,0m «

| A
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Problemas

7.101  Uma corda de 30 m esta esticada entre os telhados de dois edificios, cada um de
9 m de altura. A fragao maxima é de 250 N, e observa-se que o ponto mais baixo da corda esta3 m
acima do solo. Determine a distancia entre os edificios e o peso total da corda.

7.102  Uma trena metalica de 50,00 m lem massa de 1,600 kg. Se a trena é esticada
entre dois pontos & mesma altura e puxada até que a tragao em cada extremidade seja 60,00 N,
determine a distancia entre seus extremos. Despreze o alongamento da trena devido & tragao.

7.103  Um cabo de teleférico com 180 m de comprimento e com peso, por unidade de
comprimento, igual a 50 N/m pende de dois pontos que tém a mesma elevagio. Sabendo que a
flecha é de 45 m, calcule: (a) a distancia entre os suportes e (b) a tragao maxima no cabo.

7.104 Uma corrente de 6,0 m de comprimento e 150 N de peso esta suspensa entre
dois pontos de mesma altura. Sabendo que a flecha é de 2,4 m, determine: (a) a distancia entre os
suportes e (b) a tragao méaxima na corrente.

7.105 Um contrapeso D de 50,0 kg de massa esta preso a um cabo que passa sobre
uma pequena pofia em A e tem uma extremidade presa aum suporte em B. Sabendo que L=12,0m
e h = 4,00 m, determine: (a8) o comprimento do cabo entre A e B e a massa por unidade de
comprimento do cabo, Despreze a massa do cabo entre Ae D.

L ‘ "

!
h
|
[
Figura P7.105

7.106 Resolva o Prob. 7.105 supondo que a massa do contrapeso D é 40,0 kg

7.107 Umfio de 18 m de comprimento e 100 N de peso esta suspenso entre dois pontos
de mesma altura distantes 9 m um do outro. Determine a flecha e a tragao méaxima.

7.108 Um cabo de 72 m esta suspenso entre dois pontos a mesma altura e separados
de 48 m. Sabendo que a tragao maxima é 250 N, determine a flecha e o peso total do cabo.

7.109  Um corddo uniforme de 750 mm de comprimento passa sobre uma roldana sem
atritc em B & esta preso a um suponte rigido em A Sabendo que L = 250 mm, determine o menor dos
dois valores de h para os quais o cordao esta em equilibrio.

P — — — —

e e e

—
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7.110 Um cordao uniforme de 1,25 m de comprimento passa sobre uma roklana sem
alrito em 8 e est4 preso a um suporte rigido em A. Sabendo que L = 0,50 m, determine o menor dos
dois valores de h para 0s quais o cordo estd em equilibrio.

-

Figuras P7.109 e P7.110

7.111 A esquerda do ponto B o cabo longo ABDE repousa sobre a supericie horizontal

4spara ilustrada. Sabendo que o peso por unidade de comprimento do cabo é 25 N/m, determine a
forga F correspondente a a= 1,8 m.

Figura P7.111

7.112 Resolvao Prob. 7.111 com a= 3,0 m.

7.113  Sendo 6 o angulo formado por um cabo uniforme com a horizontal, mostre que
em qualquer ponto y = ¢/ cos 8.

*7.114 (&) Determine o maier vao possivel para um cabo uniforme, de peso w por
unidade de comprimento, se a tragdo no cabo ndo pode exceder o valor TM (b) Utllizando o

resultado da parte a, determine o maor vao possivel para um cabo de aco extrudado para
o qual w=409N/m eTM =40 kM.

Forgas em vigas ¢ cabos 519

*7.115 Um cabo tem uma massa por unidade de comprimentc de 4 kg/m @ &sla supor-
tada como ilustrado. Sabendo que o vao L é 6 m, determine os dois valores da flecha h para os quais
atrag3o maxima é 500 N.

*7.116 Determine a razdo flecha-vao para a qual a maxima trago no cabo seja igual ao
peso total do cabo AB.

*7.117 Um cabo, de peso w por unidade de comprimento, estad suspenso enlre dois
pontos & mesma altura e separados por uma distancia L. Determine a razdo flecha-vao para a qual
atragao maxima seja &0 pequena quanto possivel. Quais os valores correspondentes de 8, e T

I 3 |
e{;]a 5|,
w

Figuras P7.115, P7.116 e P7.117

Problemas de Recapitulac¢io

7.118 Um cabo de ago de 14 mm de diametro tem massa por unidade de comprimento
de 0,7 kg/m e esta suspenso entre dois suportes a mesma altura e distanciados de 120 m. Se a
flacha é de 30 m, determine (a) o comprimento total do cabo e (b) a tragdo méxima.

7119 Dois cabos de mesma bitola estao presos a uma torre de transmissdo em B.
Como a torre é delgada, a componente horizontal da resultante das forgas exercidas pelos cabos em
B é nula. Suponda que os cabos tenham assumido a forma parabdlica, determine a correspondente
flecha h do cabo AB.

Figura P7.119
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7.120 @ 7.121  Trace os diagramas de forga cortante & de momento fletor para a viga e
o carregamento ilustrados.

15 kN
3KN 25 kN 4KN 3NN

[T

k 2m [ 05 m+

c D E

Tllm 1Bm #O,9m-

06m

Figuras P7.120 ¢ P7.121

7122 Umacargade 5 kN é aplicada no ponto F de uma placa EFG, que esta suspensa
por um cabo ABCD, como ilustrado. Se hg=1,5m, determine: (a) distancia a e (b) a tragio maxima
correspondente no cabo ABCD,

7.123  Uma carga de 5 kN é aplicada no ponte Fde uma placa EFG que est4 suspensa
por uma cabo ABCD, como ilustrado. Se a = 2,5m, determine: (a) a flecha hg & (b) a tragdo méxima
correspondente no cabo ABCD.

ds

I Eﬁm 5in ﬁm—JJ
/N

ot e |
c

e
3

5kN

Figuras P7.122 ¢ P7.123

7.124 Para cada uma das situages ilustradas, determine as forgas internas no ponto F
da viga AB.

7.125  Nos casos ae b, trace os diagramas de forga cortante e de momento flstor para
aviga AB

7.126 Noscascs ¢ e d, trace os diagramas de forga cortante e de momaenio fletar para
2viga AB.
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Figuras P7.124, P7.125 e P7.126

7.127 Um cabo de comprimento L + A € suspenso de dois pontos que tém a mesma
altura e gue distam L um do outro. (&) Supondo que A seja pequeno comparado com L e que o cabo
tenha a forma parabdlica, determine a flecha aproximada em termos de L e A (b) Se L=30m,
A=08m e amassa por unidade de comprimento do cabo € 0,35 kg/m, utilize o resultado da parte a
para determinar valores aproximados para a flecha e para a tracao maxima no cabo. [Sugestdo:
Utilize apenas os dois primeiros termos da Eq.(7.10).]

7128 Uma barra uniforme ABCDE foi dobrada e estéd suspensa por um cabo da
maneira ilustrada. Sabendo que a barra pesa 18 N, trace os diagramas de forga cortante e de
momento fletor para a parte BCD da barra.
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Figura P7.128

7.129 A barra A8 é articulada em A e livre em B. Determine : (a) a razao de W, e W
para a qual a barra esta em equilibrio, (b) as equag0es das curvas da forga cortante e do mozmenic;
fletor para a barra e (c) o médulo e a localizagao de maximo do momento fletor.

Figura P7.129

Recapitulag¢do e Sumario

4 Nest:e capitulo aprendemos como determinar as forgas internas que mantém
unidas as varias partes de um dado elemento de uma estrutura.

Forg¢as em elementos retilineos sujeitos a duas for¢as

Considerando inicialmente um elemento retilineo sujei
da_mos que ele é submetido a duas forgas F e —F, aplicada:ig;ltfiae(;uapsﬁ;‘fﬁsr:egg
(Fig. 7.19 a). Seccionando o elemento AB em C e desenhando o diagrarrlla de corpo livre
da parte AC, concluimos que as forgas internas aplicadas em C no elemento fl.B sd0
equwaler?tes auma for¢a axial —F de mesmos médulo e diregao que F, porém de sentido
oposto (Fig. 719 b). Notamos que no caso de um elemento submetido alduas forgas e que

naoe ]eti]llleﬂ as |0'|§:a5 int.e'rlla re o i -bi
: ' -] duzelll se aum sistema fbr a bl ar i a
ol ; ¢ n 0 € nao aum
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Figura 7.19

Forgas em elementos submetidos a mais de duas forgas

Consideremos agora um elemento AD submetido a mais de duas forgas. Seccio-
nando-0 em J e desenhando um diagrama de corpo livre para a parte JD, concluimos
que as for¢as internas em J sdo equivalentes a um sistema forga-bindrio formado por
uma for¢a axial F,afor¢a decisalhamento V e um bindrio M (Fig. 7.20 b). Aintensidade
V da forga de cisalhamento é chamada de forga cortante em J e o momento do bindrio é
o momento fletor em J. Se tivéssemos considerado o diagrama de corpo livre da parte
AJ do elemento, teriamos obtido um sistema forga-bindrio que diferiria do anterior por
ter todos os vetores com sentidos trocados, devido a isso é necessdrio especificar qual foi
aparte do elemento que se analisou a0 dar as respostas [Problema Resolvide 7.1].

Figura 7.20




524 Mecanica Vetorial para Engenhetros — Estdtica

Forc¢as em vigas

A maior parte do capitulo foi dedicada & andlise de forgas internas em dois tipog
de estruturas importantes em engenharia: vigas e cabos. Em geral, vigas sio barras
prisméticas retas e lorigas projetadas para suportar cargas aplicadas em varias pontos
de sua extensdo. As cargas sfo, em geral, perpendiculares ao eixo da viga causando
apenas cisalhamento e flexdo. As cargas podem estar concentradas em pontos
especificos ou distribufdas ao longo da parte da viga ou da sua extenséo total. As vigas
podem ser vinculadas de vdrias maneiras; neste texto sdo considerados apenas os casos
de vigas estaticamente determinadas o que limitou nossa andlise as vigas simplesmente
apoiadas, simplesmente apoiadas com balango e em balango [Sec¢do 7.3].

For¢a cortante e momento fletor em uma viga

Para obter a for¢a cortante V e o momento fletor M em um ponto C dado de
uma viga, determinamos inicialmente as reagdes nos vinculos considerando a viga toda
como corpo livre. Em seguida, seccionamos a viga em C e utilizamos o diagrama de corpo
livre de uma das duas partes assim obtidas para determinar V e M. Visando evitar
confuséo com relagéo aos sinais da forca de cisalhamento V e do bindrio M (que tém
sentidos opostos nas duas partes da viga), foi adotada a convencao de sinais ilustrada
na Figura 7.21 [Se¢do 7.4]. Tendo-se determinado valores da for¢a cortante e do
momento fletor em alguns pontos selecionados da barra é possivel, em geral, tracar
diagramas de forga cortante e de momento fletor que representam, respectivamente, a
forga cortante e 0 momento fletor em um ponto qualquer da barra [Secao 7.5]. Quan;io
abarra é submetida apenas a cargas concentradas, a for¢a cortante tem valor constante
entre as cargas e o momento fletor varia linearmente entre elas [Problema Resolvido
7.2]. Por outro lado, se uma viga é submetida a cargas distribuidas, a for¢a cortante e o
momento fletor tm comportamentos muito diferentes |Problema Resolvido 7.3,

o
M
m— ) I { | —
v
(a) For¢as internas na se¢io
(for¢a cortante e momento fletor positivo)

Figura 7.21
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Relacoes entre carga, forca cortante e momento fletor

A elaboracio de diagramas de forga cortante e momento fletor ¢ facilitada se
as relacoes abaixo sio levadas em conta. Representado por w a carga distribuida por
unidade de comprimento (positiva quando aponta verticalmente para baixo), temos

[Se¢do 7.5].

av _ _ ., (7.1)
dx
it _ v (7.3)
dx
ou, quando integradas,
VD - VC = — (4rea* sob a curva de carregamento entre C e D) (7.2
MD - MC = — (drea#* sob a curva cortante entre C e D) (7.47)

A Eq. (7.2)) torna possivel fazer o diagrama de for¢a cortante de uma viga a
partir da curva da carga distribuida sobre a viga, e do valor de V em uma das
extremidades da viga. Analogamente, a Eq. (7.4") torna possivel tracar o diagrama do
momento fletor a partir do diagrama de for¢a cortante e do valor de M em uma das
extremidades da viga. Poroutrolado,cargas concentradas introduzem descontinuidades
no diagrama de for¢a cortante e bindrios concentrados o fazem no diagrama do momento
fletor, sem que as equagdes mencionadas déem conta disso [Problemas Resolvidos 7.4 a
7.7]. Finalmente, a Eq. (7.3) implica que, os pontos da viga, onde 0 momento fletor é
mAximo ou minimo, sio os pontos onde a for¢a cortante é nula [Problema Resolvido 7.5].

Cabos com cargas concentradas

A segunda parte do capitulo foi dedicada a analise de cabos flexivets. Conside-
ramos, inicialmente, cabos de peso desprezivel submetidos acargas concentradas [Seg¢do
7.7]. Tomando o cabo todo como corpo livre (Fig. 7.22) notamos que as trés equacoes de
equilibrio ndo sdo suficientes para determinar as quatro incégnitas que representam as
reacdes nos vinculos em A e B. Se, entretanto, forem conhecidas as coordenadas de um
ponto D do cabo, pode-se obter mais uma equagdo a partir do diagrama de corpo livre
da parte AD ou DB do cabo. Tendo-se determinado as reagdes nos vinculos é possivel
obter a elevacio e a tragdo em um ponto qualquer do cabo utilizando-se o diagrama de

* Vide observacdo no rodapé da pagina 104, (N do R T
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corpo livre apropriado [Problema Resolvido 7.8]. Verificou-se que a componente hori-
zontal da forga T, que representa a tragdo, ¢ igual em todos os pontos do cabo.

P, -
o,

B —
i’"'— o v

Figura 7.22

Cabos com cargas distribuidas

Em seguida foram estudados cabos submetidos a cargas distribuidas [Segio
7.8]. Utilizando como corpo livre uma parte do cabo CD que vai do ponto mais baixo C
a um ponto qualquer D do cabo (Fig. 7.23), observamos que a componente horizontal da
tragdo T em D ¢é constante e igual & intensidade T, da tragdo em C, enquanto que sua
compenente vertical é igual ao peso W da porgdo CD do cabo. O médulo e a diregdo de T
foram obtidos do tridngulo de forgas:

T = \,‘E:zo + We tg® = TE (7.6)
0
T
]
| ﬂi /1.
1
B
=1
il A
1
! i“"
Figura 7.23
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Cabo parabélico

No caso de uma carga uniformemente distribuida ao longo da horizontal —
como em uma ponte pénsil (Fig. 7.24) —a carga suportada pela parte CD é W=wx onde
w & a carga constante por unidade de comprimento horizontal [Segdo 7.9]. Também
verificamos que a curva formada pelo cabo ¢ uma pardbola com equagéo

2 (7.8)

E

X

y:

(]
P

¢ que o comprimento do cabo pode ser determinado utilizando-se a expansdo em série
dada na Eq. (7.10) [Problema Resolvido 7.9].

Catenaria

No caso de uma carga uniformemente distribuida ao longo do préprio cabo —
por exemplo, o cabo pendendo submetido ao seu peso (Fig. 7.25) — a carga a que esta
submetida a parte CD é W = ws, onde s é o comprimento desta parte do c?bo ewéa
carga constante por unidade de comprimento [Segao 7.10]. _Colocando a origem O das
coordenadas a uma distanciac =Ty / w abaixo de C, deduzimos as relagoes:

x (7.15)
s = c¢ senh P

X (7.16)
y = ccosh =
C
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y'~-s=c (7.17)

T = wc W = ws

0 T = wy (7.18)

que podem ser utilizadas para resolver problemas envolvendo cab jei

> os pendurado
a0 seu préprio peso [Problema Resolvido 7.10]. A Eq. (7.16) que define a form: Zlil;lil;gs
€ a equagdo de uma catendria. °

Cailo 8

8.1. Introdug¢io. Nos capitulos anteriores, supusemos que as superficies em
contato eram oulisas ou dsperas. Se lisas, supusemos que a forga exercida por uma sobre
a outra fosse normal a ambas, e as duas superficies poderiam mover-se livremente uma
em relagfo a outra. Se dsperas, supusemos a existéncia de forpas tangenciais que
poderiam evitar o movimento de uma superficie em relagéo a outra.

Tal ponto de vista é uma simplificagdo. Na realidade, ndo existe nenhuma
superficie perfeitamente lisa. Quando duas superficies estio em contato, sempre aparecerm
forgas tangenciais, denominadas forgas de atrito, ao se tentar mover uma em relagdo a
outra. Por outro lado, essas forgas de atrito tém limites e néo impedirdo o movimento
se forgas tangenciais suficientemente grandes forem aplicadas. Portanto a distingdo
entre superficie lisa e superficie 4spera é apenas uma questio de gradagdo. Isto serd
visto mais claramente no presente capitulo, que é dedicado ao estudo do atrito e de suas
aplicagdes em problemas comuns de Engenharia.

Existem dois tipos de atrito: atrito seco, as vezes chamado atrito de Coulomb,
e atrito fluido. O atrito fluido desenvolve-se entre as camadas de fluidos que se movem
com diferentes velocidades. O atrito fluido é de grande importédncia em problemas que
envolvern o escoamento de fluidos por meio de tubos e orificios ou relativos a corpos
imersos em fluidos em movimento. Também bdsico na andlise do movimento de
mecanismos lubrificados. Tais problemas sdo considerados em textos de Mecanica dos
Fluidos. Aqui limitaremos nosso estudo ao atrito seco, isto €, a problemas que envolvem
corpos rigidos em contatoe ao longo de superficies nao-lubrificadas.

Na primeira parte deste capitulo analisaremos o equilibrio de vArios corpos
rigidos e estruturas, supondo que hd atrito seco entre as superficies em contato.
Posteriormente consideraremos algumas aplicagbes especificas em Engenharia, onde o
atrito seco tem um papel importante Estudaremos: cunhas, parafusos de rosca

529




530 Mecanica Vetorial para Engenheiros — Estdtica

quadrada, mancaisde deslizamento, mancais de escora, resisténcia ao rolamento e atrito
€I coTreias. 5

8.2. As Leis do Atrito Seco. Coeficientes de Atrito. As leis do atrito seco
s@o mais bem entendidas por meio da seguinte experiéncia. Um bloco de peso P ¢
colocado sobre uma superficie horizontal plana (Fig. 8.1a). As forgas que atuam no bloco
sdo seu peso P e a reacgio da superficie. Uma vez que o peso nido tem componente
horizontal, a reagéo da superficie também néo tem componente horizontal; a reagéo é,
portanto, normal a superficie e é representada por N na Fig. 8.1a. Suponha-se, agora,
que uma forga horizontal @ é aplicada ao bloco (Fig. 8.1b). Se Q é pequena, o bloco ndo
se moverd; portanto alguma outra forga horizontal deve existir para equilibrar Q. Essa
outra forga é a forca de atrito estdtico F, que, na realidade, é a resultante de grande
numero de forgas que agem em toda a superficie de contato entre o bloco e o plano. A
natureza dessas for¢as ndo é bem conhecida, mas supde-se que sejam devidas as
irregularidades das superficies em contato e, também, em certa medida, & atragdo
molecular.

F| Equilibrio

{a) (b (c)

Figura 8.1

Se a forga Q € aumentada, a forga de atrito F também aumenta, continuando
a se opor a Q, até que sua intensidade alcance um certo valor mdximo F_ (Fig.8.1c). Se
Q € ainda aumentada, a for¢a de atrito ndo pode mais equilibra-la, e o bloco comega a
deslizar. No momento em que o bloco entra em movimento, o médulo de F cai de F_ para
um valor mais baixo . Isto acontece porque hd uma menor interpenetragio entre as
irregularidades das superficies em contato quando essas superficies se movem, uma em
relagdo & outra. A partir de entéo, o bloco continua deslizando com velocidade crescente,
enquanto a forga de atrito, designada F_, e conhecida como forca de atrito cinético,
permanece aproximadamente constante.
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Prova-se experimentalmente que o valor méximo F, da forga de atrito estdtico
é proporcional a componente normal N da reagéo da superficie. Temos

F =l N i (81)

m €

onde pe é uma constante denominada coeficiente de atrito estdtico. Analogamente, o
médulo F_ da forga de atrito cinético pode ser posto na seguinte forma

F = p, N (8.2}

[ [4

onde p, é uma constante denominada coeficiente de atrito cinético. Os coeficientes de
atrito p, e u_ ndo dependem da drea das superficies em contato. Ambas, no entanto,
dependem fortemente da natureza das superficies em contato. Como dependem também
das condigbes exatas das superficies em contato, seus valores raramente sdo conhecidos
em precisdo maior que 5%. Valores aproximados dos coeficientes de atrito estdtico sdo
dados na Tabela 8.1 para vérias superficies secas. Os valores correspondentes do atrito
cinético seriam cerca de 25% menores.

Tabela 8.1 Valores Aproximados do Coeficiente de Atrito Estdtico para Superficies

Secas
Metal sobre metal 0,15 -0,60
Metal sobre madeira 0,20 -0,60
Metal sobre pedra 0,30-0,70
Metal sobre couro 0,30 - 0,60
Madeira sobre madeira 0,25 -0,50
Madeira sobre couro 0,25 -0,50
Pedra sobre pedra 0,40 -0,70
Terra sobre terra 0,20 - 1,00
Borracha sobre concreto 0,60 —-0,90
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Da descricdo dada anteriormente, observa-se que podem ocorrer quatro situagdes

quando um corpo rigido estd em contato com uma superficie horizontal:

1. As forgas aplicadas ao corpo néo tendem a mové-lo sobre a superficie de
contato; nio existe for¢a de atrito (Fig. 8.2a).

2. As forgas aplicadas tendem a mover o corpo sobre a superficie de contato,
mas ndo sdo suficientemente grandes para colocd-lo em movimento. Aforga
de atrito F que se originou pode ser encontrada resolvendo-se as equagdes
de equilibrio para ocorpo. Como néo hé evidéncia de que o valor méximo da
forca de atrito estético foi aleangado, a equagéo F, = p N ndo pode ser
utilizada para determinar a forga de atrito (Fig. 8.2b).

3. As forgas aplicadas sdo tais que o corpo esté a ponto de deslizar. Dizemos
que o movimento é iminente. A forga de atrito F alcangou seu valor méximo
F_, e, junto com a forga normal N, equilibra as forgas aplicadas. Tanto as
equagdes de equilibrio quanto a equagdo F,, = I N podem ser usadas.
Notamos também que a forga de atrito tem sentido oposto ao sentido do
movimento iminente (Fig. 8.2¢).

4. O corpo esté deslizando sob a agdo das forgas atuantes e as equagoes de
equilibrio ndo mais se aplicam. No entanto, F ¢ agora igual & forga de atrito
cinético F,, e a equagdo F, = N pode ser usada. O sentido de F_ € oposto
ao sentido do movimento (Fig. 8.2d).

8.3. Angulos de Atrito. As vezes é conveniente substituir a forga normal N e
aforga de atrito F por sua resultante R. Consideremos novamente um bloco de peso P,
repousando sobre uma superficie plana horizontal. Se nenhuma forga horizontal estd
aplicada ao bloco, a resultante R se reduz a forga normal N (Fig. 8.3a). No entanto, se
aforga aplicada Q tem uma componente horizontal @, que tende a mover o bloco, aforga
R terd uma componente horizontal F, e assim formard um certo angulo com a vertical
(Fig. 8.3b). Se Q, ¢ aumentada até que o movimento se torne iminente, o angulo entre
R e a vertical cresce e alcanga um valor méximo (Fig. 8.3¢). Esse valor é denominado
angulo de atrito estdtico e designado ¢,. A partir da geometria da Fig. 8.3c, observamos
que

F.wN (8.3)
®% =N "N
tgo, = K,
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N

(@) Sematrio (@, =0)

FEEQX
Fo=pN
N=Q +P

(¢) Movimento iminente — (@, = F_) () Movimento — (@, = F_)

Figura 8.2

Se 0 movimento realmente acontece, o médulo da forga de atrito cai para F
analogamente, o gngulo entre R e N cai para um valor mais baixo ¢, denominadoéngulo
de atrito cinético (Fig. 8.3d). A partir da geometria da Fig. 8.3d, escrevemos

(8.4)

Um outro exemplo mostrard como o ingulo de atrito pode ser utilizado com
vantagem na analise de certos tipos de problemas. Consideremos um bloco em repouso
sol_)r.e uma prancha a qual se pode dar qualguer inclinagdo desejada; o bloco néo esta
sujeitoa nenhuma outra forca além de seu peso P e dareagdo R da prancha. Se a prancha
estd horizontal, a forca R exercida pela prancha sobre o bloco é perpendicular & prancha

S v e

e
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e equilibra o peso P (Fig. 8.4a). Se a prancha € inclinada de um pequeno dngulo 6, g
forga R se afasta da perpendicular & prancha de um pequeno dngulo 8 e continug
equilibrando P (Fig. 8.4b); ela terd entdo uma componente normal N de méduly
N = P cos § e uma componente tangencial F de médulo F = P sen 6,

L.
F= Q‘
() Sem movimento

Q | p
D\ N\

x

() Sem atnio

(c) Movimento iminente —+

Figura 8.3

Se continuarmos aumentando o dngule de inclinagio, o movimento logo se
tornard iminente. Nesse momento, o angulo entre R e a normal terd alcancado seu valor
maximo ¢, (Fig. 8.4c). O valor do angulo de inclinagdo correspondente ao movimento
iminente € denominado angulo de repouso. Evidentemente, o dngulo de repouso é igual
ao angulo de atrito estatico ¢, Se o angulo de inclinagdo 8 é ainda aumentado, o
movimento se inicia, e o angulo entre R e a normal cai para o valor ¢_ (Fig. 8.4d). A
reagdo R mais uma vez naoé vertical, e as forgas que agem no bloco ndo estarao equilibradas.

8.4. Problemas Envolvendo Atrito Seco. Problemas envolvendo atrito seco
sdo encontrados em muitas aplicagdes de Engenharia. Alguns se relacionam com
situagdes simples, tais como o bloco deslizando sobre o plano, descrito nas segdes
precedentes. Outros envolvem situagées mais complicadas como o Problema Resolvido
8.3; muitos abrangem a estabilidade de corpos rigidos em movimento acelerado e serdo
estudades em Dinamica. Além disso, grande nimero de maquinas e mecanismos comuns

N o
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podem ser analisados aplicando-se as leis do atrito seco. Esses problemas incluem
cunhas, parafusos, mancais comuns e de encosto e correias de transmisséo. Eles serdo
estudados nas segbes seguintes.

- P osen @~
k F cos—
[ TR N=P s
=0 \
2 (B
R 0<9, “F=P snb
(a) Sem atrito () San movimenio
P
A
N\
]
Na
N=P cos
)
Ry.7F_ =P sn®

8 = ¢, = ingulo de repouso
(d) Movimento #

Figura 8.4

(c) Movimento i.mi.ncnl.:/

Os métodos usados para resolver problemas que envolvem atrito seco séo os
mesmos utilizados nos capitulos precedentes. Se um problema envolve somente um
movimento de translagdo, sem nenhuma rotagdo possivel, pode-se tratar o corpo consi-
derado como uma particula e utilizar os métodos do Cap. 2. Se o problema envolve uma
possivel Totagdo, o corpo deve ser considerado como um corpo rigido, e 0s méto_dos qo
Cap. 4 devem ser usados. Se a estrutura considerada é feita de vérias partes, o principio
de agdo e reagio deve ser usado, conforme foi feito no Cap. 6.

Se o corpo considerado estd submetido & agdo de mais de t‘rés forgas (incluindo
as reagdes nas superficies de contato), a reagao em cada superﬁ’ue.seré represe_ntada
por suas componentes N e F, e o problema sera resolvido a partir da‘.s equagdes de
equilibrio. Se somente trés forgas agem sobre o corpo, pode ser mais conveniente
representar cada reagao por uma unica forga R e resolver o problema tragando o

tridngulo de forgas.
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A maior parte dos problemas envolvendo atrito recai em um dos trés grupos
seguintes: no primeiro grupo de problemas sdo dadas-todas as forgas aplicadas e og
coeficientes de atrito sdo conhecidos; devemos determinar se o corpo considerado
permanecerd em repouso ou deslizard. A forga de atrito F necessdria para manter o
equilibrio é desconhecida (seu médulo ndo € igual a p.JV) e deve ser determinada, assim
como a forga normal N, desenhando-se o diagrama de corpo livre e resolvendo-se as
equagdes de equiltbrio (Fig. 8.5a). O valor encontrado para o médulo F da forga de atrito
¢ entdo comparado com o valor méximo F,_ = pN. Se F for igual ou menor que F, , o
corpo permanecers em repouso. Se o valor encontrado para F for maior que F,, o
equilibrio ndo poderd ser mantido, havendo movimento; o valor real da forga de atrito
é, entdo, F_ = u N.

Nos problemas do segundo grupo sio dadas todas as forgas aplicadas e sabe-se
que o movimento é iminente; devemos determinar o valor do coeficiente de atrito
estdtico. Aqui, novamente, determinamos a for¢a de atrito e a forga normal, desenhando
o diagrama de corpo livre e resolvendo as equagdes de equilibrio (Fig. 8.5b). Como
sabemos que o valor encontrado para F' é o valor mdximo F, , o coeficiente de atrito pode
ser encontrado escrevendo-se e resolvendo-se a equagio F, =pN.

T
-
My,

e

(e)

Figura 8.5

Nos problemas do terceiro grupo, o coeficiente de atrito estdtico é dado, e
sabe-se que 0 movimento ¢ iminente em uma determinada dire¢do; devemos determinar
o médulo ou a dire¢io de uma das forgas aplicadas. A for¢a de atrito deve ser repre-
sentada no diagrama de corpo livre com sentido oposto ao do movimento iminente e com
médulo F, = pN (Fig. 8.5c). As equagdes de equilibrio podem, entdo, ser escritas e
determinada a forga procurada.

Como foi observado acima, quando somente trés forgas estio envolvidas, pode
ser mais conveniente representar a reagao da superficie por uma dnicaforca R e resolver
o problema desenhando um triangulo de forgas. Tal solugdo é utilizada no Problema
Resolvido 8.2.

I
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Quando dois corpos A e B estdo em contato (Fig. 8.6a), as forgas de atrito
exercidas por A sobre B e por B sobre A sao iguais e opostas (terceira lei de Newton). E
jmportante, ao desenhar o diagrama de corpo livre de qualquer dos corpos, incluir a forga
de atrito apropriada com sentido correto. Deve-se entdo observar a seguinte regra: 0
sentido da forca de atrito que atua em A é oposto ao sentido do movimento (ou movimento
iminente) de A quando observado de B (Fig. 8.6).* O sentido da for¢a de atrito que atua
em B ¢ determinado de modo semelhante (Fig. 8.6¢). Note-se que o movimento de A,
observado de B, é um movimento relativo. O corpo A pode estar fixo; ainda assim teré
um movimento em relagdo a B se B estiver se movendo. Além disso, A pode, na realidade,
se mover para baixo, mas, visto de B, parecer que se move para cima, caso B se mova
para baixo mais rapidamente que A.

I
o -l
1, g
FI 1
|E el
1¢ ;1
| & 2l
lg gl
i
5 E
|= 2
(a) (b) (€)

Figura 8.6

Problema Resolvido 8.1

Uma for¢a de 500 N age, conforme a ilustra¢do, em um bloco de 1 500 N
colocado sobre um plano inclinado. Os coeficientes de atrito entre o bloco e o plano sdo
B, =025 e p =020 Verificar se o bloco estd em equilibrio e determinar 0 valor da
forca de atrito.

‘E, portanto, o mesmo que o movimento de B quando observado de A
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Forga Necessdria ao Equilibrio. Em primeiro lugar determinamos o valor
da forga de atrito necessdria para manter o equilfbrio. Supondo que F esteja dirigida
para baixo e para a esquerda, desenhamos o diagrama de corpo livre do bloco e
escrevemos

+ 7 IF =0 500N—%(1500N)—F=0
F=—-400N F=400N -~
4
+ "™~ EFJ.=0 N——5~(1500NJ=0
N=+1200N N=1200N ~

500N

A for¢a F necessdria para manter o equiltbrio é uma forga de 400 N dirigida para cima
e para a direita; a tendéncia do bloco é, assim, mover-se para baixo no plano,

Forga de Atrito Mdxima. O médulo da forga de atrito mdxima que pode ser
desenvolvida é

Fl 4= 1N Fos= 0,25(1200N)=300N

4 .
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Como o valor da for¢a necessdria para manter o equiltbrio (400 N) é maior que o valor
mdximo que se pode obter (300 N), o equiltbrio nao se manterd e 0 bloco deslizard plano
abaixo.

Valor Real da Forga de Atrito. O médulo da forga real de atrito é obtido
como se segue;
Fwal = Fc = l‘lr:IV
0,20 (1 200N) =240 N

0O sentido dessa forga é oposto ao do movimento; a forga estd, portanto, dirigida
para cima e para a direita:

F_,=240N / &

re

1500 N

500N
F=240N Ny = 1200N

Deve-se notar que as forgas que atuam no bloco nao estdo equilibradas; a
resultante é

%(l 500 N) — 500N — 240 = 160N .~

Problema Resolvido 8.2

Duas forcas atuam em um bloco de apoto, como tlustrado. Sabendo que os
coeficientes de atrito entre o bloco e o plano inclinado sdo |, = 0,35 e He = 0,25,
determinarafor¢a @ necessdria para:(a) iniciar o movimento, submdo oplanoinclinado,
(b) manter esse movimento e (c) evitar que ele escorregue para baixo.
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25°

800N

Solugéo. Para cada parte do problema desenhamos um diagrama de corpo
livre do bloco e um tridngulo de forgas, formado pela for¢ca vertical de 800 N, pela forca
horizontal Q e pela for¢a R exercida pelo plano inclinado no bloco. A diregio de R deve
ser determinada em cada caso. Observamos que, sendo Q perpendicular & forca
de 800 N, o triagngulo de forcas é retangulo e pode-se, pois, calcular Q facilmente. Na
matioria dos problemas, entretanto, o tridngulo de forcas ¢ escaleno e deve ser resolvido
aplicando-se a lei dos senos.

a) Forca Q para iniciar o movimento de subida:

Q = (800 N) tg 44,3° Q=780N « &

800 N
126, =4, Q
=035  POON
i 0,=193 .
){A 254193 = 44.3"

R 25°

b) Forca Q para manter o bloco subindo:

® = (800 N) tg 39,0° Q=649 N =

800 N
| Q
/ Q Bdc=pe
/ - =025 gooN
e \F““ / Op= 140 R
A 25"+ 1207 = 390
\:\"‘:-—\_J
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c) Forca Q para evitar o escorregamento para baixo:

Q =(800N)tg 5,7 Q=80,0N« &

be

25" R

Problema Resolvido 8.3

O suporte movel ilustrado pode ser colocado em qualquer altura sobre o tubo
de 75 mm de didmetro. Se o coeficiente de atrito estdtico entre o tubo e o suporte é 0,25,
determinar a minima distincia x para a qual a carga P pode ser suportada. Despreze o
peso do suporte.

Solugao. Tracamos o diagrama de corpo livre para o suporte. Quando P é
colocado & minima distancia x do eivo o icbo. o cuporte estd na tminencia de deshzar,

e as forcas de atrito em A e B alcancar: vis val
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FA=“NA= 0’25NA
Fp= |.1N8 = O.25NB

,—-—-r——-.

~—21-37,5 mm~-

Equagdes de Equiltbrio
f_,EFx=O: NB_NA'_"O
Np=N,
+T ZFy:O: FA+FB_P=0

0,25N, +0,25N, = P

E, como Nyéiguala N,
O.SONA =P

NA=2P

+) IMp=0: N, (150 mm) - F, (75 mm) - P (x — 37,5 mm) = 0

150 N, - 75(0,25N,) — Px + 37,5 P= 0
150 (2P) - 18,75 (P)— Px + 37,5 P = 0

Dividindo por P e resolvendo para x,

x=319mm «=
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Problemas

8.1 ~Os coeficientas de atrito entre o bloco e o plano inclinado sdop, =030 e p,=0,25.
Verilique se o bloco esta em equilbrio e calcule o modulo e a diregdo da forga de atrito
com Q=150 N.

T |
Figura P8.1

8.2 Resolvao Prob. 8.1 com Q=400 N.

8.3 Os coelicientes de atrito entre o bloco de 225 N e o plano inclinado sao n,=040e
p,=0.30. Verifique se o bloco esta em equilibrio e calcule o modulo e a diregao da forga de atrito com
Q=500N.

Figura P8.3
8.4 Resolvao Prob. 83 com Q=300N
85 Para o bloco do Prob. 8.3, determine o menor valor de Q necessario: (a) para

comegar a mover o bloco para cima, (b) para manter o movimento ascendente e (c) para evitar que
o bloco escorregue para baixo.
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5 1'3.6 Os .coeflclentes de atrito entre o bloco e o trilho s3o n,=025ep o= 0,20. Sabendo
que 8 = 60", determine o menor valor de Q necessério para: (a) comegar 0 movimento ascendente
do bloco, (b) manter o movimento ascendente e (c) evitar que o bloco escorregue para baixo.

8.7 Os coeficientes de atrito entre o bloco e o trilho sao Hp=0.25ep_=0,20. Determine
. 5 ; )
0 médulo e a diregao da menor forga Q necessaria para: (a) iniciar o movimento ascendente do bloco
e (b) evitar que o bloco escorregue para baixo.

Figuras P8.6 e P8.7

8.8 Um_bloco de peso P =300 N repousa sobre uma éuperficie aspera, como ilustrado.
Satlae‘nc'io que a.=20"e p = 0,30, determine 0 modulo e a diregdo da menor forga Q necessaria para-
(a) iniciar o movimento ascendente do bloco e (b) evitar que o bloco escorregue para baixo

8.9 A figura mostra dois blocos ligados por um cabo. Sabendo que o coeficiente de

:1ritc entre o bloco A e a superficie horizontal é 0,50, determine o valor de 8 para o qual o movimento
iminente,

Figuras P8.8 ¢ P8.9
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8.10 O bloco A com 40 kg, esta suspenso por um cabo, como mostra a figura. A
roldana C esta vinculada por uma articulagao ao bloco E, que esta apoiado em um trilho horizontal.
gabendo que o coeficiente de atrito estatico entre o bloco E e o trilho é 0,30 e desprezando o peso
do bloco E e o atrito nas roldanas, determine o maior valor possivel de 8 compativel com o equilibric.

Figura P8.10

811 Os coelicientes de alrito entre todas as superficies em contalo sdopu, = 0,25
ep, =020 Determine a menor forga F necesséria para pdr o bloco D em movimento se: (a) o bloco
C esta vinculado pelo cabo AB, como mastra a figura, e (b) o cabo AB é removido.

812 Os coeficientes de atrilo entre todas as superficies em contato sdou, =025
e p,=020 Sabendo que F =800 N, determine: (a) a resultante das forgas de atrito exercidas no
bloco D se o bloco C é vinculado como mostra a figura e (b) a forga de atrito exercida pelo solo no
bloco D se o cabo AB é removido

Figuras P8.11 e P8.12

B8.13 Trés pacotes A, Be C, de 4 kg, sao colocados emuma ecteira transponiadora que
esta em repouso. Os coeficientes de atrito entre a esteira e os pacotes Ae Csao p = 030
e |, =020 entrea esteiraeopacote B s@o p =0,10ep = 0,08. Os pacotes sao colocados sobre
a esteira de modo a estarem em contato um com o outro e todos em repouso Determine se algum
pacote se movimeniara e a forga de atrito em cada pacote.
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Figura P8.13

8.14 Resolvao Prob. 8 13 supondo que o pacote Bestd adireitade Ae C

8.15 O bloco A pesa 250 N; o bloco B, 125 N. Sabendo que o coeliciente de atrito
estalico entre todas as superficies em contato é 0,15, determine o valor de 8 para o qual © movimento
& iminente

Figura P8.15

8.16 Resclva o Prob. 8.15 supondo que o coeficiente de atrito estatico entre cs dois
bBlocos € 0,15 e que e nulo entre o bloco B e o plano inclinado.

8.17 Para o sistema de Prob. 8.15, suponha que os coeficientes de atrito entre os dois
blacos sejam 1, = 0,15 e p_= 0,12 e nulos entre o bloco B e o plano inclinado. Determine o modulo
daforga de atrito entre os dois blocos quando: (a) 8 = 25" e (b} 6 = 35"

8.18 Um armario de 60 kg estd montado sobre rodizios que podem ser travados. O
coeficiente de atrito € 0,30. Se h = 800 mm, determine o modulo da forga F necessaria para mover o
armario para a direita. (a) se todos os rodizios estio travados, (b) se os rodizios em B estdo travados
ao passo que os em A estao livres para girar e (c) se os rodizios em A estdo travados e os em Blivres
para girrar
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8.19  Um armario de 60 kg estd montado sobre rodizios que podem ser travados. O
coeficiente de atrito entre o chao e cada rodizio é 0,30. Supondo que todos os rodizios estejam
travados, determine: (a) a forga F necessaria para movimentar o armério para a dirsita e (b) o maior
valor possivel para h, sem que o armario tombe.

-

H00 m

Figuras P8.18 e P8.19

8.20 Um pedago de tubo pesando 1 000 N deve ser deslocado para a direita sem
tombar. Sabendo que o coeficiente de atrito entre o tubo e o chao é 0,40, determine: (a) o maior valor
possivel para « e (b) a correspondente tragao T.

8.21  Nas condigbes do Prob. 8.20, com a = 30", determine. (a) a tragao T necessaria
para mover o tubo e (b) se o lubo deslizara ou tombara.

Figuras P8.20 e P8.21

8.22 Um binario de momento igual a 90 N - m é aplicado ac tambor. Determine a forga
a ser aplicada pelo cilindro hidraulico para que o tambor nao gire, quando o binario tem orientagao:
(a) horaria e (b) anti-horaria.

i .
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8.23 O cilindro hidraulico aplica no ponto B uma forga de 2 500 N que aponta parf’i a
direita. Determine o momento da forga de atrito em relagao ao eixo do tambor quando o tambor gira.
(a) no sentido horério e (b) no sentido anti-horario.

Figuras P8.22 e P8.23

8.24 Determine o modulo do maior momento M que pode ser aplicado ao cilindro sem
que ele gire. O cilindro tem peso Pe raio I. O coeficiente de atrito estatico é u, tanto em A como

em B.

8.25 O cilindro tem peso P e raio r. Calcule em termos de P e r o médulo do maior
momento que pode ser aplicado ao cilindro sem que ele gire, supondo que o coeficiente de atrito
estatico seja (a) zero em Ae 0,40 em Be (b) 0,30em Ae040em B

B

Figuras P8.24 ¢ P8.25

- 8.26 Um corddo esta presc e parcialmente enrolado em um cilindro de peso Peraic r
‘ iente de alrto

(194

cue esia apoiado em um plano inciinade, como mastra a higura. Sabendo que o Cu-=-l
cilnarp 2 0.30 determine. (a) ¢ mener va i s Y para goe o

5tatieo enire o planc inclinado e ©

erlindrg finue parade @ (510 co regonngenta valor ¢a racas no cordac
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*8.27 Um cordao est4 preso e parcialmente enrolade em um cilindro de peso Peraio r
que esta apoiado em um plano inclinado, como mostra a figura. Como 6 = 40°, datermine: (a) a
tragéo no cordao e (b) o menor valor do coeficiente de atrito estético entre o cilindro e o plano
inclinado para que o equillbric se mantenha.

Figuras P8.26 ¢ P8.27

8.28  Um carro esté estacionado com as rodas dianteiras encostadas na guia quando o
motorista liga o motor e tenta subir na calgada. Sabendo que as rodas tém raios de 280 mm, que ©
coeficiente de atrito estatico entre os pneus e a guia é 0,90 e que 60% do peso do carro esta
distribufdo nas rodas dianteiras e 40% nas traseiras, determine a maior altura h de guia que o carro
pode galgar supondo: (a) tragao nas rodas dianteiras e (b) tragao nas rodas traseiras.

Figura P8.28

B.29  Resolvao Prob. 8.28 supondo que o peso do carro esteja unformemente distribui-
do nas quatre rodas.

8.30 A extremidade A de uma barra delgada e uniforme de comprimento L e peso P
apdia-se sobre uma supericie horizontal, enquanto a ponta B esta apoiada em um corddo BC . Os
coeficientes de atrito sdo He= 035e u.=0.25 Determine (a) o maior valor de 8 compativel com o
equilibrio e (b) o correspondente valor da tracas no cordae
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Figura P8.30

8.31 Determine se a barra do Prob. 8.30 estd em equilibria quando @ = 30" e calcule o
médulo e a direcao da forga de atrito na barra.

8.32 Uma barra delgada de comprimento L esta apoiada em um pino em Ceemuma
parede vertical e sujeita a uma carga F em sua ponta A Sendo 6 = 30 e o coeficiente de atrilo
estaticou, = 0.20 em Be C, calcule o intervalo de valores da razao L/a para 0s quais a barra fica em

equilibrio.
8.33 Resolva o Prob. 8.32 supondo que o coeficiente de atrito seja 0,20 em Be zero
em C.

8.34 RBesolva o Prob. 8.32 supondo que o coeficiente de alrito seja 0,20 em Ce zero
em 8.

/A
\\ F
A

a=-

Figuras P8.32 e P8.35
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8..35 Unra.barra delgada de comprimento L esta apoiada em um pino em C e em uma
parede vertical e sujeita a uma carga F na ponta A. Sabendo que L = 10a, 8 = 30" @ que OS

coelicientes de atrito sdop = 0,20 e u_=0,15em C ;
<o et i e nulos em B, det
equilibrio, ermine se a barra esta em

. 8.36 -+Resolva o Prob. 8.35 supondo que L = 53,08=30"e que os coeficientes de atrito
sejamp,=020ep_=0,15em Be nulos em C.

. 8.37 Uma barra ABde 10 kg, 2 m de comprimento, uniforme, é mantida em equilibrio
como ilustrado, com uma ponta apoiada em uma parede vertical e a outra presa a um corddao 092
coeficientes de atrito entre a barra e a parede sdo p e=035eu.=0,25 Determine o intervaltl‘.' de
valores do comprimento L do cord3o para os quais a barra fica sn: equilibrio.

Figura P8.37

. 8.38 Supondo que o comprnmento do corddo AC do Prob. 837 seja L = 2,50 m,
determine se a barra esta em equilibrio e calcule o médulo e a diregao da forga de atrito que age na
barra.

8.39 Resclva o Prob. 8.37 supondo que os coeficientes de atrito entre a barra e a
parede sejam He=060epn =045

. B.40 A tesoura da figura é utilizada para cortar e aparar laminados para circuitos
Impressos. Sabendo que o coeficiente de atrito cinético entre a lamina e a guia vertical é 0,25
determine a forga exercida pela aresta E da faca no laminado.

8.41 Atenaz de atrito da figura é utilizada para levantar uma pega fundida de 3,75 kN,
sabendo que h =750 mm, determine o menor valor possivel do coeliciente de atrito estatico entre o
lingote e os blocos De D",

A B
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169 mm

300 mm

18mm 22 mm

Figuras PB.40 e P8.41

8.42 Com referéncia ao Prob. 8.41, determine o menor valor possivel de hsabendo que
o coeficiente de atrito estatico entre a pega fundida e os blocos De D'é 0,30,

8.43 Dois cilindros grandes, iguais, de raio r = 600 mm giram em sentidos opostos e
constituem a parte principal de um triturador de pedras. A distancia d é ajustada para o tamanho
maximo desejado para as pedras. Se d = 25 mm e i, = 0,30, determine o tamanho s das maiores
pedras que passam no triturador empurradas apenas pelas forgas de atrito

Figura P8.43

8.44 Um dispositivo de sequranga, utiizado por frabalhadores que sobem escadas
axternas em estruturas de grande alturz consiste em um trilho preso a escada e em uma manga gue
pode deslizar na flange do trilho. Uma corrente prende o cinturae do trabalhador a extremidade de
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um came excéntrico que pode girar em torno de um eixo preso ao ponto C da manga. Determine o
menor valor possivel para o coeficiente de atrito estatico entre a flange @ os pinos Ae B e o came
excéntrico, supondo que a manga nao deslize quando a corrente é puxada verticalmente para baixo.
Ha um dnico coeficiente de atrito estatico entre todas as superficies em contato.

8.45 . Para ser util, a manga do dispositivo de seguranca descrito no Prob. 8.44 deve
deslizar livremente quando puxada para cima. Determine o maior valor possivel para o coeficiente de
atrito estatico comum entre a flange do trilho e os pinos A e B para que a manga fique livre para
deslizar quando puxada como se vé na figura, sendo (a) 6 = 70", (b) 6 = 60" & (c) & =50".

40 mm

Hhmn

60
3|}r|m! o L

Figuras P8.44 e P8.45

B.46 A haste uniforme AB, contida em um plano vertical, tem suas extremidades
apoiadas nos planos AC e BC Sabendo que o coeficiente de atrito estatico é 0,30 entre a haste e
cada plano, determine o intervalo de valores de 8 correspondentes ao equilibrio, com: (a)o=45"e
(b) = 30",

8.47 A haste unilorme AB, contida em um plano vertical, tem suas extremida;des
apoiadas em planos AC e BC. Determine o intervalo de valores de 8 correspondentes ao equilibria
em termos de o e do angulo de atrito estatico 8, entre a barra e os dois planos. Estude o caso em
que (a)o.>28, e (b)us El:le.
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Figuras PB.46 e P8.47

8.48 A haste delgada AB de comprimenlo /= 300 mm esla presa a um colar em A e
apoiada em uma roda que esta a uma distancia a = 50 mm acima da barra horizontal sobre a qual
desliza o colar. Desprezando o atrito em C e sabendo que o coeficiente de atrito estatico entre o colar
e o eixo horizontal é 0,25, determine o intervalo de valores de Q para os quais 0 sistema esta em
equilibrio,com P=60Ne 6 =20"

Figura P8.48

8.49 Resolvao Prob. 8.48 supondo que a roda em C esteja travada e gue o coeficiente
de atrito estatico entre a roda e a haste A8 seja também 0,25.

8.50 Umaforga Fde modulo F=100 N esta aplicada ao mecanismo da figura. Sabendo
que B = 25" e que o coeficiente de atrito estatico entre o colar C e a barra horizontal é 0,30, determine
o intervalo de valores de Q para os quais se mantém o equilibrio,

Figura P8.50
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8.51 Sendo p, o coeficiente de atrito estatico entre o colar G e a barra horizontal,
determine o maior valor possivel para 0 modulo do vetor binario M que ainda mantém o sistema em
equilibrio. Explique o que acontece se y,< ig 6.

21

Figura P8.51

“8.52 Duas vigas de 2,50 m estao articuladas por um pino em D e suportam duas cargas
Pe Q, como ilustrado. Sabendo que o coeficiente de atrito estatico é nulo em Ae 0,25 em Be C
determine o menor valor de P para o qual subsiste o equilibrio com Q = 550 N. (Sugestdo: Note que
Cdesloca-se para cima quando B se move para a direita.) .

" 250m

1,25 m—

075m 0.75m

Figura P8.52

* 8.53 Resolva o Prob. 8.52 supondo que o coeficiente de atrito é 0,25 entre todas as
superficies em contato.

* 8.54 Duas hastes delgadas de peso desprezivel estao articuladas por um pino em A e
aos blocos B, de 100 N, e C, de 300 N, como mostra a figura. O coeficiente de atrito estatico entre
lodas as superficies em contato & 0,60. Determine o intervalo de valores de P para os quais subsiste
0 equilibrio.
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*8.55 Para um sistema analogo ao do Prob. 8.54, com P = 1 500 N, determine: (a) o
menor valor do coeficiente de atrito estatico (em B e em C) para o qual se mantém o equilibrio e (b}
se o deslizamento é iminente.

i - 300N
Figuras P8.54 e P8.55

*8.56 Resolva o Prob. 8.55 com P =1 000 N.

* 8.57 Uma tabua de 3,00 m estd apoiada nos roletes A e B afastados de 1,50 m sobre
um plano inclinado de 10°. O rolete A gira lentamente no sentido horario, com velocidade constante;
o rolete Bé livre. Inicialmente a tabua tem seu baricentro em A4 (x = 0) e sua borda C em B. Sabendo
que os coeficientes de atrito entre a tabua e o rolete A séo p, =040 e .= 0,30, (a) determine o
valor de x quando a tabua comega a derrapar no rolete A e (b) descreva o que acontece depois.

Figura P8.57

*8.58 Resolva o Prob. 8.57 supondo que o rolete B esteja travado e gue os coeficientes
de atrito em A e B sejam iguais.

*8.59 Para analisar uma cera estrutura desenvolveu-se um modelo matematico forma-
do por blocos ligados por molas. Cada bloco pesa P =5 N, cada mola tem constante k= 20 Nim, e 0
coeficiente de atrito entre a base e cada bloco é 0,40 Sabendo que a tragao inicial em cada mola e
nula trace um grafico do maédulo da forga F em fungéo da posigéo do bloco A quando P cresce de
zero a 5 N e depois decresce até o valor zero.
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Figura P8.59

8.5. Cunhas. As cunhas sdo médquinas simples, usadas para erguer grandes
blocos de pedra e outras cargas pesadas. Essas cargas podem ser levantadas aplicando-
se & cunha uma forgca em geral consideravelmente menor que o peso da carga. Além
disso, em virtude do atrito existente entre as superficies em contato, uma cunha, se tiver
forma apropriada, permanecerd em seu lugar apés ter sido forcada por baixo da carga.
Desse modo, as cunhas podem ser vantajosamente utilizadas para fazer pequenos
ajustes na posicao de pecas pesadas de maquinaria

Considere-se o bloco A ilustrado na Fig. 8.7a. Esse bloco repousa contra uma
parede vertical B e deve ser erguido um pouquinho, for¢ando-se uma cunha C entre o
bloco A e uma segunda cunha D. Desejamos encontrar o valor minimo da forga Q que
deve ser aplicada & cunha C para mover o bloco. Suporemos que o peso P do bloco é
conhecido. Ele pode ser determinado em newtons a partir da massa expressa em
quilogramas.

Os diagramas de corpo livre do bloco A e da cunha C foram desenhados nas
Figs.8.7b e c. Asforgas atuantes no bloco incluem seu peso, as forgas normais e as forgas
de atrito nas superficies de contato com a parede B e a cunha C. Os mddulos das forgas
de atrito F, e F, sdo iguais, respectivamente, a p NV, e K Vo, uma vez que o bloco estd
parado. E importante representar as forgas de atrito com seu sentido correto. Como o
bloco se moverd para cima, a forga F, exercida pela parede sobre o bloco deverd ser
dirigida para baixo. Por outro lade, uma vez que a cunha C se move para a direita, o
movimento de A em relagdo a C é para a esquerda; portanto a forga F, exercida por C
em A deve ser dirigida para a direita.

Considerando agora o corpo livre C na Fig. 8.7c observamos que as forgas que
atuam em C sdo a for¢a aplicada @, as forgas normais e as forgas de atrito nas superficies
de contato com A e D. O peso da cunha é pequeno comparado com as outras partes
envolvidas, e pode ser desprezado. As forgas que atuam em C sdo iguais e opostas as
forgas N, e F, que atuam em A e sio designadas, respectivamente, -N, e -F,; a for¢a
de atrito —F, deve, portanto, ser dirigida para a esquerda. Verificamos que a forca F, ¢
também dirigida para a esquerda.

O numero total de incognitas envolvidas nos dois diagramas de corpo livre pode
ser reduzido a quatro, se as forgas de atrito forem expressas em func¢do das forgas
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normais. Considerando que o bloco A e a cunha C estdo em equilibrio, iremos obter
quatro equagdes que poderdo ser resolvidas para calcular o médulo de Q. Deve-se notar
que, no exemplo aqui considerado, serd mais conveniente substituir cada par de forgas
normal e de atrito por sua resultante. Cada corpo livre é, entdo, submetido a apenas trés
forgas, e 0 problema pode ser resolvido desenhando-se os correspondentes triangulos de
forgas (ver Problema Resolvido 8.4).

Figura 8.7

8.6. Parafusos de Rosca Quadrada. Parafusos de rosca quadrada sido
freqiientemente utilizados em macacos, prensas e outros mecanismos. Sua andlise é
semelhante 4 do bloco que desliza ao longo de um plano inclinado.

Consideremos o macaco mostrado na Fig. 8.8. O parafuso suporta uma carga
P e é apoiado pela base do macaco. O contato entre o parafuso e a base ¢ feito ao longo
de uma parte de seus fios de rosca. Aplicando-se uma forga @ no cabo, o parafuso poderd
girar e elevar a carga P.

A rosca da base foi desenvolvida e mostrada como uma linha reta na Fig. 8.9a.
A inclinagdo correta foi obtida representando-se horizontalmente o produto 2rr, onde r
é o raio médio da rosca, e verticalmente o avango L do parafuso, isto ¢, a distancia que
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o parafuso avanga em uma volta. O dngulo 8 que essa linha forma com 2 horizontal é o
dngulo de avango. Como a forga de atrito entre duas superficies ndo depende da drea
em contato, as duas roscas podem ser consideradas em contato sobre uma drea muito
menor que a real, e o parafuso pode ser representado pelo bloco mostrado na Fig. 8.9a.
Deve-se observar, no entanto, que, nessa andlise do macaco, o atrito entre o cabegote e
o parafuso é desprezado.

Figura 8.8

O diagrama de corpo livre do bloco deve incluir a carga P, a reagéo R da rosca
da base e uma forga horizontal H, que tem o mesmo efeito da forca Q@ exercida no cabo.
A forga H deve ter o mesmo momento que Q em relagdo ao eixo do parafuso e seu valor
deve, portanto, ser H = Qa/r. A forga H, e, portanto, a forga Q necessaria para erguer
a carga P, pode ser obtida do diagrama de corpo livre ilustrado na Fig. 8.9a. O angulo
de atrito é tomado igual a ¢, uma vez que a carga serd provavelmente, erguida por meio
de uma série de golpes sibitos. Em mecanismos providos de rotagdo continua do
parafuso, é interessante fazer distingao entre a forga necessdria para iniciar o movi-
mento (usando ¢,) e aquela necessdria para manter o movimento (usando ¢,).

Se o angulo de atrito ¢, é maior que o angulo de avanco 6, diz-se que o parafuso
é autobloqueante; ele permanecerd em seu lugar sob aagdo da carga. Parabaixar a carga,
devemos entdo aplicar a for¢a indicada na Fig. 8.9b. Se ¢, for menor que 8, o parafuso
girard, descendo sob a agéo da carga; sera entdo necessdrio aplicar a forga indicada na
Fig. 8.9c para manter o equilibrio.
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P
H .
Ak i
o fl‘\ '
2w
(a) Movimento ascendente iminente (&) Movi d d imi com ¢ > 6

(c) i descend imi com ¢, <8

Figura 8.9 Anilise de um parafuso pela analogia com bloco e plano inclinado.

O avango de um parafuso néo deve ser confundido com seu passo. O avango foi
definido como a distAncia que o parafuso se desloca em uma volta; o passo é a distancia
medida entre duas roscas consecutivas. Embora avango e passo sejam iguais no caso de
parafusos com rosca simples, sdo diferentes no caso de pardfusos de rosea miiltipla, isto
é, parafusps com varias roscas independentes. Verifica-se facilmente que, para para-
fusos com rosca dupla, o avango ¢ o dobro do passo; para parafusos com rosca tripla, é o
triplo do passo etc.

Problema Resolvido 8.4

A posigdo do bloco B de uma mdquina é ajustada movendo-se a cunha A, O
coeficiente de atrito estdtico entre todas as superficies € 0,35. Determinar o valor da forca
F necessdria para: (a) levantar o bloco B e (b) abaixar o bloco B.
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Solugéo. Os diagramas de corpo livre para o bloco B e para a cunha A séo
tragados, assim como os triangulos de forca correspondentes. Utiliza-se a lei dos senos
para calcular as for¢as desejadas. Observa-se que, sendo K, = 0,35, 0 dngulo de atrito ¢

0, = arctg™ 0,35 = 19,3"

a) Forga F para levantar o bloco
Corpo livre: Bloco B

R, 200N

sen 109,3° ~ sen 43,4

R, =21745N

2000 N

213"

R
2000 N[\
180" - 27,3 - 109,3°

Q' = I19.3' ¥
=193 o =04
m 50 + 193"
T = 109.3°
8+ 193" =213
Corpo livre: Cunha A
F__ 2T745N
sen 466" sen 70,7

F=2115N F=2115N« ¢

T e — T

———r
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21y

R = 2745 N

2745 N

b) Forga F para abaixar o bloco

Corpo livre: Bloco B

90" - 19.3 =707

193
RJ
273 4193 =466

]

R, 200N
sen 70,7 ~ sen 98,0
Rl =1905N

2000 N

90" -193" =707

1807 =707 - 113"

000N | fg =90
Il B
19,3 -8
=113"
6,=19.3
Corpo livre: Cunha A
F 1905 N
sen 30,6°  sen 70,7°
F=1030N
R, =
3 . Ri 1905 N
90" - 193" =70,7°
g
19,3 11,3
1905 N
Ry 19,3 + 113"
=306

F=1030N — <

Atrito 563

Problema Resolvido 8.5

Um grampo é usado para manter juntas duas pe¢as de madeira como indicado.
O grampo tem uma rosca quadrada dupla, de diametro médio igual a 10 mm e passo de
2mm. O coeficiente de atrito entre as roscas ¢ p,=0,30. Se um momento mdximo
de 40 N - m é aplicado no aperto do grampo, determinar: (a) a forca exercida sobre as
pecas de madeira e (b) 0 momento necessdrio para afouxar o grampo.

.

I

a) Forga Exercida pelo grampo. O raio médio do parafuso ér =5 mm. Como
o parafuso ¢ de rosca dupla, o avango L é igual a duas vezes o passo: L =2(2 mm) =4 mm.
O angulo de avango 9 e 0 angulo de atrito ¢, sdo obtidos escrevendo-se

L 4mm__ 0=73
tgd = 2 10mmm 0,13
tgd, = p,= 0,30 9, = 16,7°
_1!.- 1
- e g% O ———ed b, =167

A forca H que deve ser aplicada ao bloco que representa o parefuso é obtida consi-
derando-se que seu momento Hr em relagdo ao eixo do parafuso é igual ao momento
aplicado:

H(B5mm)=40N-m
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_40N-m _ 40N-m

H =
5 mm 5% 10°m

= 8 kN

O diagrama de corpo livre e o correspondente triangulo de for¢as podem agora ser
tragados para o bloco; o valor da for¢a P exercida sobre as pecas de madeira ¢ obtido
resolvendo-se o trigngulo:

Pl w B

tg(8+9,) tg24,0°
P=18kN <

0+0,=240"

1

—
H=8kN

b) Momento Necessdrio para Afrouxar o Grampo. A forca H necessdria
para afrouxar o grampo e o momento necessdrio para afrouxar o grampo correspondente
sdo obtidos do diagrama de corpo livre e do triéngulo de forcas ilustrado;

H

Ptg (¢, - 68) = (18 kN) tg 9,4°
= 3,0kN

Jr

n

Momento = Hr=i3.0%¥NY5 mm)

= (30x10° N5 10%mi= 15N ' m

Momentn = 15N
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¢e -8= 9'4. 7
\\-‘._' -—

RIIP=18kN
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Problemas

8.60 A peca ABC é suportada por uma articulagao sem atrito em B e por uma cunha de
10" em C. Sabendo que o coeficiente de atrito estatico é 0,20 em ambas as faces da cunha,
determine. (a) a forga F necesséria para mover a cunha para a esquerda e (b) as componentes da
reagao correspondente em B.

G0N A

200 mm

B c
o rll‘{{l.—]:‘
107

250 mm ———

Figura P8.60

8.61 Resolva o Prob. 8 60 supondo que a cunha deve mover-se para a direita.

8.62 Um bloco de 1 000 N esta apoiado em uma cunha de peso desprezivel, como
mostra a figura O coeficiente de atrito & 0,30 entre todas as superficies em contato. Determine o
angulo @ para o qual o deslizamento & iminerte e calcule o correspondente valor da forga normal
exercida pela parede vertical sobre o bloco

R

i



566 Mecanica Vetorial para Engenhetros — Estdtica

Figura P8.62

8.63 Resolva o Prob. 8.62 supondo que: (a) o coeficiente de atrito estatico seja nulo
entre o bloco e a parede vertical e 0,30 entre as oulras superficies em contato e (b) o coeficiente de
atrito estalico seja nulo entre o bloco e a cunha e 0,30 entre as outras superficies em contato.

8.64e8.65 Duascunhasde & e peso desprezivel sio utilizadas para mover e pasicionar
o bloco de 800 kg. O coeficiente de atrito estatico é 0,25 enire lodas as superficies em contato.
Determine a menor forga P que deve ser aplicada a uma das cunhas, de acordo com a figura.

Figuras P8.64 & P8.65

8.66 Ajusta-se a altura da extremidade de uma viga de ago com as cunhas de ago E e
F. A placa de ago CD foi soldada a flange inferior da viga. Sabe-se que a reagdo na ponta da viga é
de 75 kN. O coeliciente de atrito estatico entre duas superficies de ago é 0,30 e entre ago e concrelo
¢é 0,60. Se o movimento horizontal da placa CD & evitado pela forga Q, determine: (a) a forga F
necessaria para erguer a viga e (b) a correspondente forga Q.

8.67 Resclvao Prob. 8.66 supando que a extremidade da viga deva ser abaixada.

8.68 Uma cunha A, de peso desprezivel, deve ser cravada entre as placas Be C. O
coeficienta de atrito estatico entre todas as superficies em contato é 0,35. Determine o médulo da

forga P necessaria para iniciar 0 mavimento da cunha se: (a) as placas estao ambas soltas e (b) se
a placa Cestatirmemente parafusada.
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Figura P8.66

8.69 Uma cunha de 15" é forgada no corte feilo por uma serra circular para evitar de
travar a serra. O coeficiente de atrito estatico entre a cunha e a madeira é 0,25. Sabendo que uma
forga horizontal F de 140 N foi utilizada para inserir a cunha, determine os moédulos das forgas
exercidas pela cunha na tabua apds sua insergao.

B 40ke A § 40kg €
L ]

Figuras P8.68 e P8.69

8.70 A constante de mola de uma fechadura & 300 N/m e, na posigao ilustrada, a mola
exerce uma forga de 2,4 N na lingUeta. O coeficiente de atrito estatico entre a linglieta e a placa de
guia & 0.40. Todas as outras superficies estao bem lubrificadas e sem atrio. Determine o modulo da
forca F necessaria para comegar a fechar a porta.

8.71 No Prob. 8.70, determine o éngulo que a face da linguela deveria formar com o
segmento BC para que a forga F necessaria para fechar a porta seja a mesma tanio na posigao
lustrada quanto na posigao em que B esta encostado na placa de guia.

872 Uma cunha de 5" deve ser forgada sob a base de uma maquina de 7 000 N, no
ponto A O coeficiente de atrito estatico é 0,20 entre todas as superficies. (a) Determine a forga F
necessaria para mover a cunha. (b) Indique se a maquina ira se mover,
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Figura P8.70

B.73 Resolva 6 Prob. 8.72 supondo que a cunha deva ser forgada sob a base da
maquina em B em vez de em A.

8.74 O parafuso sem fim de rosca quadrada tem raio médio de 50 mm e passo de
12,5 mm. A engrenagem grande esta sujeita a um momento horario constante de 1 200 N - m,
Sabendo que o coeficiente de atrito entre os dentes da engrenagem e o parafuso é 0,10, determine
o momento que deve ser aplicado ao eixo AB para girar a engrenagem grande no sentido anti-
horério. Despreze o atrito nos mancais A, Be C.

Figura P8.74

8.75 NoProb. B.74, determine 0 momento que deve ser aplicado ao eixo AB para girar
a engrenagem grande no sentido horaric.

8.76  As principais caracteristicas de um guindaste especial estao ilustradas. As distan
cas AD e CD séo de 9 m. A posigao da langa CDE de 6 Mg é controlada pelo parafuso ABC de
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rosca dupla em cada extremidade (rosca esquerda em A e rosca direita em C). Cada rosca tem um
passo de 16 mm e um didmetro médio de 200 mm. Se o coeliciente de atrito estatico & 0,08,
determine o modulo do momento que deve ser aplicado ao parafuso para: (a) levantar a langa e (b)
abaixar a langa

Figura P8.76

8.77 Deduza as tormulas que relacionam a carga P e a for¢a Q aplicada ao cubo do
macaco discutido na Segéo 8.6

(8) Q=(Pria)tg (8 + ¢ ), para levantar a carga, (b) Q= (Pr/a) tg (¢, — 8), para
abaixar a carga se o parafuso e autoblogueante e (c) Q = (Pr/a) tg (6 — ¢.) para segurar a carga se
o parafuso nao é autobloqueante

B.78 Na morsa da figura, o parafuso é de rosca simples no membro superior, passa
através do membro inferior e & preso por uma arruela sem atrito. O passo do parafuso € 3 mm, seu
raio medio € 12 mm, e o coeficiente de atrito estatico é 0,15 Determine o médulo P das forgas
exercidas pelas garras quando um momento de 60 N . m é aplicado ao parafuso.

879 Resolvac Prob. 878 supondo que o paratuso seja de rosca simples tanto em A
como em B (rosca direita em A e esquerda em B).

B.80 A morsa ilustrada consiste em dois elementos unidos por dois parafusos de dupla
rosca, de raio médio 5 mm e passo 1,5 mm. O elemento inferior é rosqueadoem Ae B (ue = 0,35},
enguanto o superior ndo é rosqueado. Deseja-se aplicar duas forgas iguais e opostas de 500 N aos
blocos mantidos entre as mandibulas, (a) Qual o parafuso que deve ser ajustado em primeiro lugar?
(b) Qual o maximo momento aplicado no aperto do segundo parafuso?

i .
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C._l_:" 60N m
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A
Cle, B

b, <7
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N
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el
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Figura P8.78

8.81 ‘lesolvaa parte (b)do Prob. 8.80 supondo que o parafuso errado seja ajustado em
primeiro lugar.

8.82 Na morsa de bancada ilustrada, o mordente moével D est4 rigidamente ligado a
haste AB, que se ajusta frouxamente no corpo fixo da morsa. O parafuso de rosca simples @
rosqueado na base lixa e tem um didmetro medio de 15 mm e um passo de 6 mm. O coeliciente de
atrito & 0,25 entre as roscas e também entre a haste e o corpo. Desprezando o atrito de mancal entre
o parafuso e a cabega movel, determine o momento que deve ser aplicado a alavanca para produzir
uma forga de aperoe de 4 kN.

_/ J 'L/'I.‘.mm
" ..._—__ — 5 mm
;%? : = B——-f‘ 30 mm
| sl
-0,10 m—T 0,10 m T2mm
Figura P8.80 Figura P8.82

8.83 No Prob. 8.82, uma forga de aperto de 4 kN foi obtida apertando-se a morsa.
Determine o momento que deve ser aplicado ao parafuso para afrouxar a morsa.
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+ 87, Mancais de Deslizamento. Atrito em Eixos. Mancais de desliza-
mento sdo usados para fornecer apoio lateral a drvores e eixos em rotagio. Mancais de
escora, que serdo estudados na préxima se¢do, sdo usados para dar apoio axial a drvores
¢ eixos. Se o mancal de deslizamento estda completamente lubrificado, a resisténcia
devida ao atrito depende da velocidade de rotagdo, da folga entre eixo e mancal ¢ da
viscosidade do-lubrificante. Conforme indicado na Se¢do 8.1, tais problemas sdo estu-
dados em mecanica dos fluidos. Os métodos deste capitulo, no entanto, podem ser
aplicados ao estudo do atrito axial quando o mancal ndo estd lubrificado ou o estd apenas
parcialmente. Podemos, entio, considerar que o eixo e 0o mancal estdo em contato direto
ao longo de uma unica linha reta paralela a seu eixo geometrico,

Consideremos duas rodas, cada uma de peso P, rigidamente montadas em um
eixo0, apoiado simetricamente por dois mancais de deslizamento (Fig. 8.10a). Se as rodas
giram, verificamos que, para manté-las girando comn velocidade constante, é necessario
aplicar a cada uma delas um momento M. Um diagrama de corpo livre foi desenhado
na Fig. 8.10¢, que representa uma das rodas e a metade do eixo correspondente, em
proje¢do sobre um plano perpendicular ao eixo. As forgas que atuam no corpo livre
incluem o peso P da roda, o bindrio de momento M, necessario para manter seu
movimento, e uma forga R representando areagio do mancal. Essa forga é vertical, igual
e oposta a P, porém nao passa pelo centro O do eixo; R estd localizada a direitade O, a
uma distancia tal que seu momento em relagdo a O equilibria o momento M do bindrio.
0 contato entre o eixo e o mancal, portanto, nao se realiza no ponto inferior A quando o
eixo gira. Realizar-se-d em um ponto B (Fig. 8.10b), ou melhor, ao longo de uma linha
reta que intercepta o plano da figura em B. Fisicamente, isto é explicado pelo fato de
que, quando as rodas sdo postas em movimento, 0 eixo “sobe” nos mancais, até que ocorra
deslizamento. Apés escorregar ligeiramente para baixo, o eixo assenta mais ou menos
na posigdo indicada. Essa posigdo € tal que o angulo entre a reagdo R e a normal &
superficie do mancal é igual ao angulo de atrito cinético ¢,. A distancia de 0 até a linha
de agdo de R &, assim, r sen ¢, onde r €0 raio do eixo. Escrevendo que IM, = 0 para as
forgas que atuam no corpo livre considerado, obtemos o valor do momento M necessério
para vencer a resisténcia devida ao atrito de um dos mancais:

M =Rrsen ¢, (8.5)

Observando que, para pequenos valores do angulo de atrito, sen ¢, pode ser
substituido por tg ¢, isto €, por i, escrevemos a férmula aproximada.

M=~ Rry (8.6)

Na solugdo de certos problemas, pode ser mais conveniente conservar a linha
de agdo de R passando por O, como acontece quando o eixo ndo gira. Um bindrio de
momento-M de mesmo médulo M, porém de sentido oposto, deve ser adicionado areagio
R (Fig. 8.10d). Esse bindrio representa a resisténcia devida ao atrito do mancal.
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No caso de se preferir uma soluca i
. gdo grfica, a linha de agdo de R pode s
facilmente tragada (fig. 8.10e) se observamos que ela deve ser tangente a un:) cfrcu?;

centrado em O e de raio.

Ta=TSenod = ry (8.7)

Esse circulo, denominado efreulo de atrito do eixo e mancal, é independente

das condigdes de carregamento do eixo.

(a)

(d)

15

terminais ; : s
e r'ﬂ: _r‘ I‘-d odat:;to’se realiza em toda a superficie circular, ou superficies anulares quando
@ exiremidade da arvore € oca. Atrito entre superficies circulares, denominado atrito de giro

também ocorre em outros mecanismos, tais

como embreagens a disco

Atnito 573
i,
Q i
M =
{a) Mancal terminal (k) Mancal com anel de escora
Figura 8.11

Para obter uma férmula que seja vélida no caso mais geral de atrito de giro,
consideremos uma arvore oca em rotagdo. Um bindrio M mantém a arvore girando em
velocidade constante, enquanto uma for¢a Q a conserva em contato com um mancal fixo
(Fig. 8.12). O contato entre a drvore e 0 mancal ocorre em uma superficie anular de raio
interno R, e raio externo R,.Supondo que a pressao entre as duas superficies em contato
seja uniforme, encontramos que o médulo da forca normal AN exercida sobre um
elementode drea AA é AN=Q AA/A, onde A =1 (Rg s R%), e que o médulo da forga de

atrito AF agindo sobre AA é AF = . AN. Designando r a disténcia do eixo da drvore ao
elemento de area AA, 0 momento AM de AF em relagio ao eixo da drvore é dado por:

rchM
AM:rAFz_“ﬁ
n(szRl)

O equilibrio da drvore requer que 0 momento M do bindrio aplicado seja igual
em médulo & soma dos momentos das forgas de atrito AF.

Figura 8.12

__ i e SEEV NIRRT TSR PWEWR s e el - e - Al
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Substituindo AA pelo elemento infinitesimal dA = r dbdr, expresso em coorde-
nadas polares, e integrando sobre a area de contato, obtemos a seguinte expressao para
o mddulo do momento M necessdrio para vencer aresisténcia devida ao atrito do mancal:

1 Q o,
M = T —— r° drd®
n (R — Ry %

2n
_ L J L ®3 _ RYde
n(R2 - R3) 32 1

3_pd (8.8)
9 R; - R,
M=k g

Quando o contato se realiza sobre um circulo de raio R, a féormula (8.8)
se reduz a

M=2y QR 3

O valor de M é, entdo, 0 mesmo que seria obtido se o contato entre a drvore e
omancal se realizasse em um ponto inico situado a uma distancia 2R/3 do eixo da arvore.

O malor momento que pode ser fransmitido por um disco de embreagem, sem
deslizamento, é dado por uma férmula semelhante a Eq. (8.9), onde p é substituido pelo
coeficiente de atrito estatico |t

* 8.9. Atrito em Rodas. Resisténcia ao Rolamento. A roda é uma das
invengdes mais importantes de nossa civilizagao. Seu uso torna possivel mover cargas
pesadas com esforgo relativamente pequeno. Em virtude do fato de o ponte da roda em
contato com o solo, em qualgquer instante, ndo se movimentar em relagao ao apoio, a roda
elimina as grandes forgas de atrito que apareceriam se a carga estivesse em contato
direto com o solo. Na prética, entretanto, a roda ndo é perfeita, existindo alguma
resisténcia a seu movimento. Essa resisténcia tem duas causas diferentes. E devida (1)
a um efeito combinado de atrito no eixo e atrito na borda e (2) ao fato de que arodaeo
solo se deformam, dai resultando que o contato entre a roda e o solo se realiza, ndo em
um ponto unico, porém sobre uma certa drea.

Para entender melhor a primeira causa da resisténcia ao movimento da roda,
consideraremos um vagao de trem apoiado por oito rodas montadas em eixos e mancais.
Supde-se que o vagao se move para a direita, com velocidade constante, sobre um trilho
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reto e horizontal. O diagrama de corpo livre de uma das rodas ¢ ilustrado na Fig. 8.13a.
As forgas que agem no corpo livre incluem a carga P suportada pela roda e a reagéo
normal N do trilho. Como P passa pelo centro O do eixo, a resisténcia ao atrito do mancal
deve ser representada por um bindrio de momento M, de ser!tido anti-hordrio (ver Segdo
8.7). Para manter o corpo livre em equilibrio, devemos admwnall* duas for.;as iguais e
opostas, Q e F, "que formam um bindrio de momento =M, de sentido hordrio. Aforpa.F
¢ a forga de atrito exercida pelo trilho sobre a roda, e Q representa a forga que deveria
ser aplicada a roda para manté-la girando com velocidade constante. Qbserve-se que as
forcas Q e F nio existiriam se nao houvesse atrito entre a roda e o trilho. O momento
M que resulta do atrito no eixo seria entio nulo; a roda deslizaria sobre o trilho sem
girar em seu mancal.

O momento M e as for¢as Q e F também se reduzem a zero quando n‘ﬁo existe
atrito no eixo. Por exemplo, uma roda que ndo estd sustentada por mancais e r?la
livremente com velocidade constante sobre solo horizontal (Fig. 8.13b) estard submetida
a apenas duas forgas: seu peso préprio P e a reagdo norm al N do s.oio. Nenhm:na forga
de atrito agira sobre a roda, independentemente do valor do coeficiente Ele atrito entre
a roda e o solo. Uma roda rolando livremente sobre solo horizontal deveria permanecer
assim indefinidamente.

P
0
L_“ =l
N N
(a) Efeiio do atrito no cixo (b) Roda livre {c) ResisiZncia ao rolamento
Figura 8.13

Entretanto, a experiéncia mostra que a roda terd uma vel.oci‘dat#e decre'scent,e
¢ finalmente chegar4 ao repouso. Isto é devido ao segundo tipode resisténcia mencionado
no inicio desta secdo, conhecida como resisténcia ao rolamento. Sob a agdo do peso P,
tanto a roda quanto o solo se deformam ligeiramente, fazendo com que o contato entre
aroda se realize sobre uma certa superficie. A experiéncia mostra que a resu.ltante das forcas
exercidas pelo solo sobre a roda nessa superficie & uma forca R aplicada emfum p(:jntl.o
B, que nao esta localizado diretamente sob o centro O da roda, porém um pouco & reilbede e
(Fig. 8.13¢). Para equilibrar 0 momento de P em relagdo a B e manter & roda rolando a
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velocidade constante, é necessario aplicar uma forga horizontal @ no centro da roda,
Escrevendo-se £M g =0, obtemos

Qr=Pb (8.10)

onde r =raio daroda

b = projegdo horizontal da distdncia O a B

A disténcia b é comumente denominada coeficiente de resisténcia ao rola-
mento. Deve-se notar que b nao é um coeficiente adimensiénal, visto que representa um
comprimento; b é usualmente expresso em milimetros, O valor de b depende de varios
pardmetros, de uma maneira que ainda nao foi claramente estabelecida. Valores do
coeficiente de resisténcia ao rolamento variam desde aproximadamente 0,25 mm, para
uma roda de ago sobre um trilho também de ago, até 125 mm, para a mesma roda sobre
chio macio.

o e R e e e e e i e e R e o e
Problema Resolvido 8.6

Uma polia de 100 mm de diametro pode girar em torno de um eixo fixo
de 50 mm de didmetro. Os coeficientes de atrito estdtico e cinético entre a polia e o eixo
sdo ambos supostos iguais a 0,20. Determinar: (a) a menor forca vertical @ necessdria
para erguer uma carga de 2,5 kN, (b) a menor for¢a vertical Q necessdria para sustentar
a carga e (c) a menor forca horizontal Q necessdria para erguer a mesma carga.

a) Forga Vertical Q Necessdria para Erguer a Carga. Quando as forcas
em ambas as partes da corda sdo iguais, o contato entre o eixo e a polia ocorre em A
Qucndo @ aumenta, a polia gira ligeiramente em torno do eixo, e o contato ocorre em B.
Desenhamos o diagrama de corpo livre da polia quando o movimento é iminente. A
distdncia do centro O da polia até a linha de agdo de R ¢

To=rsen¢ =ru

r, = (256 mm) 0,20 = 5,0 mm

P=25kN 1r
b— 55 mm —l—45 mm -
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Somando os momentos em relagio a B, escrevemos

+) IMg =0 (55 mm)(2,5 kN) - (45 mm)Q = 0

@ =3,1kN Q=3,1kN! =

b) For¢a Vertical Q para Sustentar a Carga. Quando a for¢a @ decresce, a
polia gira em torno do eixo e o contato ocorre em C. Considerando a polia como um corpo
livre ¢ somando os momentas em relagdo a C, escrevemos

+) IM=0: (45 mm)(2,5 kN) — (55 mm)@ = 0

Q=20kN Q=20kN! =

P=25kN R
b~ 45 mm ~}— 55 mm —]

¢) For¢a Horizontal Q para Erguer a Carga. Como as trés forcas P, Qe R
ndo sdo paralelas, devem ser concorrentes. A direcio de R é, entdo, determinada, jd que
sua linha de agdo deve passar através do ponto de intersegao D de P e Qe deve ser
tangente ao circulo de atrito. Recordando que o raio do circulo de atrito é r, = 5,0 mm,
escrevemos

OFE 5,0 mm ‘
0= =7 = 0,0707 B=4,1
S OD ~ (50 mm) V2
Do triangulo de forcas, obtemos

Q = P cotg(45 - 0) =(2,5 kN) cotg 40,9° =
= 29kN Q=29kN > <
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B P=25kN

Problemas

8.84 Um cadinho para metal fundido e seu conteudo tém 60 Mg de massa. Sabendo
que o coeficiente de atrito estatico entre os ganchos e o eixo de suporte é 0,30, determine a tragdo
no cabo AB necessaria para iniciar o tombamento do cadinha.

40K} mm

Figura P8.84
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8.85 Uma alavanca de paso desprezivel esta encaixada frouxamenie em um eixo fixo
de 75 mm de diametro. Observa-se que a alavanca apenas inicia um movimento de rotagao se uma
massa de 2 kg é colocadaem C. Determine o coeficiente de atrito estatico entre o eixo & a alavanca,

75 nun

c D
0 W0kg

L—}.’;{! mim }ll]mm‘]

Figura P8.85

8.86 Um sarilho de 150 mm de diametro & utilizado para levantar ou abaixar uma carga
de 500 N. Ele esta apoiado em dois mancais pouco lubrificados ( pg = 0,40) que t&ém 50 mm de
diametro. Determine o médulo da forga F necesséria para iniciar o levantamento da carga, para cada
uma das duas posigdes ilustradas.

e} i

Figura P8.86

8.87 Para o sarilho do Prob. 8.86, em cada uma das duas posigoes ilustradas, determi-
ne o médulo da menor forga F que mantém a carga no lugar

it
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8.88  Uma barra uniforme de 600 mm de comprimento é suportada por um eixo hori-
zontal de 50 mm de diametro. O eixo esta encaixado frouxamente em um fure circular feito na barra,
sendo o coeficiente de atrito estatico 0,40. Se x = 150 mm e o eixo & girado lentamente, determine o
angulo em que a barra comega a escorregar.

Figura P8.8R8

8.89  Paraabarra do Prob. 8.88, determine o valor maximo de x para o qual a barra nao
escorregara quando o eixo for girado, lentamente, uma volta completa,

8.90 Uma bucha de 75 mm de diametro exlerno esta encaixada frouxamente sobre um
eixo de 50 mm de diametro. Se uma forga F formando um angulo de 30° com a horizontal e com 750 N
de médulo é necesséria para comegar a erguer a carga de 500 N, determine o coeficiente de atrito
eslatico entre o eixo e a bucha. Suponha que a corda nao escorrega sobre a bucha.

Figura PR.90
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8.91  Sabendo que o coeficiente de atrito estatico entre o eixo e a bucha do Prob. 8.90
é 0.30, determine o médulo da menor forga F necessaria para: (a) iniciar o levantamento da carga de
500 N e (b)manter a carga de 500 N no lugar.

8.92 Um vagao de frem carregada tem 30 Mg de massa e & suportado por oito rodas de
800 mm de diametro com eixos de 125 mm de diametro. Sabendo que os coeficientes de atrito sao
Ho = 0,020 e He = 0,015, calcule a forga necessaria para: (a) pdr o vagao em movimento e (b)
manté-lo em movimento com velocidade constante Despreze a resisténcia ao rolamento entre as
rodas e os trilhos.

8.93 Um vagonete deve ser projetado para que possa descer uma rampa inclinada de
2% com velocidade constante. Supondo que o coeliciente de atrite cinético entre os eixos de 25 mm
de diamelro e os mancais ¢ 0,10, determine o diametro necessério das rodas. Despreze a resis-
téncia ao rolamento entre as rodas e o solo.

8.94 Um momento de 100 N - m é necessario para iniciar a rotagao do eixo vertical.
Determine o coeliciente de atrito estalico

m

ks

Figura P8.94

8.95 Uma forga vertical de 200 N é aplicada a uma politriz de 6 kg que opera sobre uma
superficie horizontal. Sabendo que o coeficiente de atrito cinético & 0,25, determine o médulo Q das
forgas necessarias para evitar a rotagao dos cabos. Suponha que a forga entre o disco e a superficie
esteja uniformemente distribuida

8.96 Quatro molas, cada uma com constante igual a 58 kNim, =30 utilizadas para
empurrar a placa AB contra o cabegote da barra vertical. Na posigao ilustrada, cada mola foi comprimida
de 50 mm. A placa AB pode mover-se na dire¢ao vertical, mas ndo pode girar por causa de parafusos
que passam por furos feitos nela. Sabendo .= P - 0 e que o coeficiente de atriio e 0,30, determine
0 modulo do vetor-binario M necessario para giar a parra.
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Figuras P8.95 e P8.96

8.97 No Prob. 8.96, determine o modulo da forga P necessaria para que a barra gire
quando o modulo do vetor-binario M for 22,5 N - m. Qual o valor do moédulo da forga P para que a
barra gire mais facimente?

* 8.98 Quando as superficies de um mancal de escora e eixo se desgastam, a resisténcia
ao atrito no mancal decresce. Em geral, supde-se que o desgaste e diretamente proporcional &
distancia percorrida por um ponto qualquer da arvore e, portanto, a distancia rdo ponto ao eixo da
arvore. Supondo, entdo, que a forga normal por unidade de area é inversamente proporcional a r
demonstre que o valor M do médulo do momento necessario para vencer a resisténcia ao atrito de
um mancal terminal desgastado (em contato em toda a drea circular) e igual a 75% do valor dado
pela férmula (8.9) para um mancal novo. *

* .99 Supondo que mancais com anel de escora se desgastem conforme indicado no
Prob. 898, demonstre que o modulo M do momento necessanc para vencer a resisténcia ao atrito
de um mancal desgasiado desse tipo €

;
M= ZH PR + Ry

* Para resclver esse problema, o estudante podera calcular diretamente o momento de atrito de giro sobre a
extremidade do eixo. Sobre o disco terminal de escora, a uma distancia r do centro do eixo, a pressao & p = kir
onde k & uma certa constante de proporcionalidade. A forga normal em um elemento de area mfinitésimo dA = mé dr
&, pois, dN = p 0A = k di dr. A integral dessa forga normal sobre toda a drea deve ser igual & carga total Q axial
aplcada ao eno, 1sto e

2r R
Q= j J kdd dr = 2nhkR
0 [i]
Loge, a constante & & dada por
Q
k= 5w A (continua)

I S
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onde

P = intensidade da forga axial total
Ry, B, = raios interno e externo do colar.

* 8.100 Supondo que a pressao entre as superficies em contato & uniforme, demonstre
que o valor M do momento necessario para vencer a resisténcia ao atrito do pivd cdnico ilustrado é

_2MPR-A
"3senegg_n12

Figura P8.100

(continuagaa)

* A uma dislancia r, a forca de alrito em uma area dA, gue se opde arolagdo, & dF = i dN = u pdA =, kdd dre
seu momento, em relagio ac centro, & dM = rdF =y koB r dr. O momenta resistente total &, pois,

M= r r u kdérdr = u kR’
0 0

Usando o valor ja obtido para k obtemos

ousga, M' & 75%de M (Nota doR.T)
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8.101 Resolva o Prob. 8.95 supondo que entre o disco e a superficie a forga normal por
unidade de drea varia linearmente desde um maximo no centro até zero na borda do disco.

8.102 Um disco circular de 150 mm de diametro rola com velocidade constante sobre
um plano inclinado com 2% de declividade. Determine o coeficiente de resisténcia ao rolamento.

8.103 Determine a forga horizontal necessaria para mover um automaével de 1 200 kg
a0 longo de uma estrada horizontal e a velocidade constante. Despreze todas as formas de atrito,
excelo a resisténcia ao rolamento, supondo um coeficiente de 1,5 mm. O didmetro de cada pneu é
de 600 mm.

8.104 Resolva o Prob. 8.92, incluindo o efeito de um coeficiente de resisténcia ao
rolamento de 0,50 mm.

8.105 Resolva o Prob. 8.93, incluindo o efeito de um coeficiente de resisténcia ao
rolamento de 1,75 mm.

m

8.10. Atrito em Correias. Consideremos uma correia plana que passa sobre
um tambor cilindrico fixo (Fig. 8.14a). Propomo-nos a determinar a relagéo existente
entre os valores T, e T, da tracdo nas duas partes da correia, quando esta estiver a
ponto de deslizar para a direita.

Isolemos da correia um pequeno elemento PP, subtendendo um adngulo A8
Designando T a tragéio em P e T'+ AT a tragdo em P, tracamos o diagrama de corpo livre
do elemento da correia (Fig. 8.145). Além das duas forgas de tragdo, as forcas que atuam
no corpo livre sdo a componente normal AN da reagdo do tambor e a forga de atrito AF
Como o movimento é suposto iminente, temos AF = M, AN. Deve-se observar que se A8
tende a zero, os médulos AN, AF e a diferenca AT entre a tragdo em P e a tragdo em P
também tenderio a zero; o valor T da tragdo em P, no entanto, permanecerd inalterado.
Essa observagao auxilia o entendimento de nossa escolha de notagdes,

Escolhendo os eixos coordenados representados na Fig. 8.14b, escrevemos as
equagdes de equilibrio para o elemento PP,:

ZF, =0: (T + AT) cos%e- - Tcos%e - p, AN =0 (8.11)
SF, =0 AN = (T + AT) sen *32—“ -~ Tgen *32-""3 -0 (8.12)
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Figura 8.14

Resolvendo a Eq. (8.12) para AN e substituindoe em (8.11), obtemos, apés
algumas simplificacdes,

48 a0
ATcos? - pc(ZT + M"}sen-z— =0

Dividiremos agora ambos os termos por A6, no que diz respeito ao primeiro termo, isto
serd feito simplesmente dividindo-se AT por A8. A divisio do segundo termo é levada a
efeito dividindo-se a expressao entre parénteses por 2 e o seno por AB/2. Escrevemos:

= 1}
2/, AB/2

3\ 88 [, AT ]EE_@Q{Z!
9 % 2 “v{

Se, agora, fizermos A6 tender a zero, o co-seno tende a 1 e AT/2 tende a zero, como
observado acima. Por outro lado, o quociente de sen (A8/2) por A8/2 tende a 1, conforme
se demonstra em todos os livros de Caleulo. Como o limite de AT/AB, é por definigio,
igual a derivada dT/d6, escrevemos

dT ~ dT _
E_HGTHO T-—[.ledﬁ
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Integramos, agora, ambos os membros da iltima equagao, desde P até P,
(Fig. 8.14a). Em P, temos8=0e T=T,;emP,, temos 6 = peT =T, Integrando entre
esses limites, escrevemos

T P
aﬂwj‘
J T_Op'ﬂde

T]

lnTz—-lnT1= ueﬂ

(8.13)

(8.14)

As férmulas que deduzimos aplicam-se tanto a problemas que envolvem
correias planas passando sobre tambores cilindricos fixos quanto a problemas que
envolvem cordas enroladas em postes ou cabrestantes. Podem, também, ser utilizadas
para resolver problemas que envolvem freios de cinta. Em tais problemas, é o tambor
que esté a ponto de girar, enquanto a cinta permanece fixa. As formulas podem também
ser aplicadas a problemas que envolvem correias de transmissdo. Nesses problemas,
tanto a polia quanto a correia giram; nosso objetivo é, entdo, decidir se a correia
deslizara, isto €, se ela ird mover-se em relagio a polia.

As formulas (8.13) e (8.14) devem ser usadas somente se a correia, corda ou
freio estiverem a ponto de deslizar. A formula (8.14) serd usada se T, ou T, for
procurada; a férmula (8.13) serd preferida quando se quiser calcular 1, ou o angulo de
contato a. Devemos observar que T, é sempre maior que T; T, representa, portanto, a
tracdo na parte que resiste. Devemos, também, observar que o angulo de contato B deve
ser expresso em radianos. O angulo B pode ser maior que 2m; por exemplo, se uma corda
é enrolada n vezes em torno de um poste, B é igual a 2mn.

Ko
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Se a correia, corda ou freio estdo realmente deslizando, férmulas semelhantes
a(8.13) e (8.14), porém envolvendo o coeficiente de atrito cinético L, devem ser usadas.
Se a correia, corda ou freio ndo deslizam e ndo estdo na iminéncia de deslizamento,
nenhuma dessas formulas podera ser usada.

As corteias usadas em transmissao tém geralmente a forma em V. Uma tal
correia, denominada correia em V, est4 ilustrada na Fig. 8.15a. Observa-se que o contato
entre a correia e a polia se realiza ao longo dos lados do sulco. A relagdo existente entre
os valores T, e T, da tragdo nas duas partes da correia, quando ela estd a ponto de
deslizar, pode, novamente, ser obtida desenhando-se o diagrama de corpo livre de um
elemento da correia (Fig. 8156 ec). Equagdes semelhantes a (8.11) e (8.12) sdo deduzidas.
Entretanto, o médulo da forga total de atrito no elemento é agora 2AF, e a soma das
componentes y das forgas normais é 2AN sen (o/2).

Procedendo como acima, obtemos

(8.15)

T2 _ K Prsen (w/2)
_ =8 e
Tl

{a)

Figura B.15

Problema Resolvido 8.7

Uma amarra, lancada de um navio para o cals, é enrolada duas voltas
completas em torno de um cabrestante. A tragdo na amarra é 7 500 N; exercendo uma
forca de 150 N em sua extremidade livre, um estivador pode manter a amarra na

-
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iminéncia do deslizamento. (a) Determinar o coeficiente de atrito entre a amarra e o
cabrestante. (b) Determinar a tragdo na amarra que poderia ser suportada por uma forca
de 150 N, quando a amarra estivesse enrolada trés voltas completas em torno do
cabrestante.

a) Coeficiente de Atrito. Como o deslizamento da amarra é iminente, usamos
a Eg. (8.13):

In==p B

“‘3|N’*E

1

Como a amarra estd enrolada duas voltas completas em torno do cabrestante, temos

B=2(2rrad) = 12,6 rad

T]=150N T,=7500N
FPortanto
T

2
HP=In—
3 T]

7500 N
{ = iy = . =39 =0, =
b, (12,6 rad) = In 150 N In50 = 391 % 0,31

b) Amarra Enrolada Trés Voltas em Torno do Cabrestanté. Usando o
valor de u_ obtido no item (a), temos

f=3(2nrad) = 18,9 rad

7. =150N
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Substituindo esses valores na Eq. (8.14), obtemaos

T,
2 B
Tl

T
2
_ (03189 _ 586

150 N

= 350

T,=52,5x 10° N T,= 52.5kN «

Problema Resolvido 8.8

Uma correia plana liga a polia A, que aciona uma mdquina-ferramenta i polia
B, que é acionada por um motor elétrico. Os coeficientes de atrito entre ambas as polias
e a correla sao W, = 0,25 e = 0,20. Sabendo que a maior tracdo permitida na correia
€ 3 000 N, determinar o maior torque que pode ser exercido pela correia na polia A.

el
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Solugio. Como a resisténcia ao escorregamento depende do angulo f de contato
entre a polia e a correia e do coeficiente de atrito estdtico |1, e sendo |1, 0 mesmo para as
duas polias, o escorregamento ocorrerd antes na polia p, para a qual j ¢ menor.

Polia B. Utilizando a Eq. (8.14) com T} =3000N, p =025e B=120"=
2 n/3 rad, escrevemos:

T
“2_ ,uB 3000N _  025@w/3) _ g9
& %y
p. o S00ON 3
T, = 160 - 1,78 x 10° N
2= 3000N
og]
Ty i/g:rzo'

Polia A Tracamos o diagrama de corpo livre da polia A. O vetor-bindrio M,
é aplicado & polia pela maquina-ferramenta a qual ela esta presa. M, é igual, mas com
sentido contrdrio, ao momento aplicado pela correia. Escrevemos:

+ JIM, =0 M, — (3000 N) (0,200 m) + (1,78 x 10? N) (0,200 m) = 0

M,=244N m) =
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Nota. Podemos verificar que a correia ndo escorr¢ga na polia A calculando o
valor de |, necessdrio para evitar 0 escorregamento em A e verificando se ele é menor
que o valor real de y,. Da Eq. (8.13) temos:

T 4
- 2 3 000N
=ln—=—=In ——5— = 0,522
kP T, 1,78 x 10*°N
e, sendo P=240" =4n/3 rad,
4n B
—S—pe = 0,522 M, = 0,125 < 0,25

Problemas

8106 Uma amarra esta enrolada duas vollas complelas em lorno de um cabrestante.
Aplicando uma forga de 800 N na ponta livre da amarra, um marinheiro pode resistir a uma forga de
60 kN aplicada na outra ponta da amarra. Determine: (a) o coeficiente de atrito estatico e (b) o
nomero de voltas da amarra no cabrestante para que a mesma forga de 800 N resista a uma forga
de 200 kN.

8.107 Uma corda com densidade linear de 0,8 kg/m esta enrolada 2 1/2 voltas em torno
de uma barra horizontal. Que comprimento minimo x da corda deve ser deixado pendente para que

uma carga de 50 kg seja suportada?

Figura P8.107
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8.108  Suponha que a bucha do Prob. 8.90 esteja colada ao eixo e nao possa girar sobre
ele. Determine o coeficiente de atrito estatico entre a bucha e a corda se uma forca F de 750 N &
necessaria para comegar a erguer uma carga de 500 N.

8.109 Suponha que a bucha do Prob. 8.90 esteja colada ao eixo e nao possa girar
sobre ele. Se o coeficiente de atrilo estatico entre a bucha e a corda é 0,30, determine o médulo da
menor forga F necesséria para. (a) iniciar o levantamento da carga de 500 N e {b) manter a carga de
500 N no lugar.

B.110 Uma corda ABCD esl4 apoiada em dois canos, como mostra a figura. Sabendo
que o coeficiente de alrito estatico é 0,25, determine: (a) o menor valor da massa m para o qual o
equilibrio & possivel e (b) a correspondente tragio na parte BC da corda,

8.111  Uma corda ABCD esta apoiada em dois canos, como mostra a figura, Sabendo
que o coeficiente de atrito estético é 0,25, determine: (@) o maior valor da massa m para o qual o
equilibrio é possivel e (b} a correspondente tragao na parte BC da corda.

Figuras P8.110 e P8.111

8.112  Uma correia plana é utilizada para transmitir um momento de 37,5 N m produ-
zido por um motor elétrico. O tambor em contato com a correia lem 150 mm de didmetro, sendo 0,30
o coeficiente de atrito estdtico entre a correia e o tambor, Sabendo que a correia nao deve
escorregar, determine o menor valor possivel para a fragao em cada parte da correia.

8.113 Uma correia plana é utilizada para transmitir momento da polia A para a polia 8
O raio de cada polia & 50 mm, e o coeficiente de atrito estitico é 0,30. Determine o maior momento
que pode ser transmitido se a tragao maxima é 3 kN,

8.114 Resclvao Prob. 8.113 supondo que a correia esteja colocada nas polias na forma
de um 8.
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.

Figuras P8.112 e P8.113

8.115 Uma correia plana passa sobre duas polias intermediarias e sob um tambor
rotativo de 200 mm de diametro. O eixo do tambor tem liberdade para mover-se verticalmente em
uma fenda, e uma mola mantém o tambor em contato com a correia. Qual a minima torga que deve
ser exercida pela mola para que nao ocorra deslizamento quando um momento de 45 N - m for
aplicado ao tambor? O coeficiente de atrito estatico entre a correia e o tambor é 0,25,

B.116 Um freio de cinta é utilizado para controlar a velocidade de um volante, conforme
mostra a ligura. Os coeficientes de atrito sdo p,=030e p =025 Que momento deve ser aplicado
ao volante para manté-le girande, no sentido horario, com velocidade angular constante quando
P=50N?

Figuras P8.115 e P8.116

8.117 Resolvao Prob 8116 supondo que o volante gira no sentido anti-horario.

F
!
p
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8.118 A monlagem iluslrada é utilizada para medir a poténcia util de uma pequena
turbina. O coeficiente de atrito cinético é 0,15. Quando o volante esta em repouso, cada balanga de
mola indica 75 N. Qual a indicagao de cada balanga quando o volante gira no sentido horario?
Suponha que o comprimento da correia seja constante.

Figura P8.118

8119 Um tambor de freio de raio r = 125 mm esta girando no sentido anti-horarnio
quando uma forga P de 50 N é aplicada em A. Sabendo que o coeficiente de atrito cinético @ 0,40,
determine o momento em relagao a O das forgas de alrilo aplicadas ao tambor quando a = 200 mm
e b=250 mm

8.120 Sabendo gue r= 125 mm e a = 200 mm, defermine o valor maximo do coeficiente

de atrito cinético para o qual o frelo nac ¢ autoblogueante guando o tambor gira no sentide
anti-horario.

8.121 Sabendo que o coeficiente de atrito cingtico & 0,40, determine o valor minimo da
razio a /r para o qual o freio ndo & autobloqueante. Suponha que a > re que o tambor gire no
sentido anti-horano

Figuras P8.119, P8.120 e P8.121
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8.122 Um cabo esta colocado em torno de wrés tubes, cada um com 100 mm de

diametro externo, localizados no mesmo plano horizontal. Dois dos lubos estao fixos e, portanto, n&o

giram; o terceiro twbo é girado lentamente. Sabendo que os coeficientes de atrito sdo p, =030e
a

i, = 0,25 para cada tubo, determine o maior peso P que pode ser erguido se apenas pode ser girado
otubo: (a) A (b)Be (¢) C

Figura P8.122

8.123 Um cordel é colocado sobre dois cilindros, com 75 mm de didmetro cada. Os
coeficientes de atrito sdo p, = 0,25e p = 0,20. Determine o maior peso P que pode ser erguido
quando o cilindre B é girado lentamente enquanto o cilindro A permanece fixo.

Figura P8.123

8.124 A chave de cinta ilustrada é utilizada para abragar firmemente um tubo sem
danificar sua superficie externa. Sabendo que a = 250 mm e r = 50 mm, determine o menor
coeficiente de atrito para o qual a chave sera autotravante.

B.125 Sendo K, 0 coeficiente de atrito estatico entre a cinta e o tubo, determine o valor
minimo da razao rfa para o qual a chave de cinta sera autotravante
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Figuras P8.124 e P8.125

8.126 Prove que as Eqs. (8.13) e (8.14) sdo validas qualquer que seja a forma da
superficie, desde que o coeficiente de atrito seja o mesmo em lodos os pontos de contato

Figura P8.126

8.127 Complete a dedugdo da Eq. (8.15) que relaciona a tragao nas duas partes de
uma correia em V.

8.128 Resolva o Prob. 8.112 substituindo a correia plana e a polia por uma correia em
V e uma polia em V com « = 28", (O angulo . é mostrado na Fig. 8.15a)

Problemas de Recapitulacao

8.129 O eixo de uma polia ficou grudado nela e ndo pode girar. O coeficiente de atrito
estatico entre o cabo ABCD e a polia é 0,30. Determine: (a) o maior valor de 6 compativel com ©
equilibrio e (b) as reacdes correspondentes em A e D. (Suponha gue os segmentes refilinecs do
cabo encontram-se no ponto E.)

8.130 Uma corda de 15 m passa sobre um pequeno eixo horizontal, uma extremidade
da corda esta amarrada a um balde de 2,4 kg, sendo que 0 excesso de corda esta enrolado dentro
do balde. O coeficiente de atrito estatico entre a corda e o eixo & 0,30, e a corda tem densidade inear
de massa 0,80 kg/m. Se o eixo é girado lentamente, determine até onde o balde pode: {a) ser igado
antes que a corda deslize sobre o eixo e (b) ser abaixado antes que ocorra deslizamento.

-
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Figuras P8.129 ¢ P8.130

8.131 A placa ABCD de 250 N esta presa a colares, em A e D, que podem deslizar
sobre uma barra vertical. Sabendo que o coeficiente de atrito estatico entre os colares e a barra é
0,40, determine se a placa estd em equilibrio na posicao ilustrada quando a forga vertical aplicada
em Etem médulo: (a) F=Oe(b) F= 100N,

Figura P8.131

8.132 No Prob. 8131, determine o intervalo de valores do médulo F. da forga vertical
aplicada em E, para os quais a placa movimenta-se para baixo.

8.133 Sabendo que o coeficiente de atrito entre os sarrafos e a tabua AB é 0,30,
determine a menor distancia a para a qual a tabua deslizara em C.

8.134 Uma tabua de 1,20 m e de 3 kg de massa estad apoiada em dois sarrafos.
Sabendo que o coeficiente de atrito estatico entre a 1abua e os sarrafos é 0,30, determine o modulo
daforga horizontal necessaria para mover a tabua quando: (a) a = 750 mm e (b) a = 900 mm,

AN RS TETT TIE MG TR
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Figuras P8.133 e P8.134

8135 Uma cunhade 12' é utilizada para rachar uma tora. O coeficiente de atnto entre
a cunha e a madeira é 0,35 Sabendo que uma forga F de 2,50 kN de mdédulo foi necessaria para
cravar a cunha. determine o médulo das forgas exercidas pela lora na cunha depois que ela foi
cravada.

8.136 A barra uniforme AB de raio ae peso P esta articulada a colares, em A e B, que
podem deslizar sobre as hastes ilustradas. O coeficiente de atnto estatico entre as hastes & o0s
colares é . Determine o menor valor de j para que a barra permanega am equilibrio na posigao
ilustrada.

Figuras P8.135 e P8.136

8.137 Alfigura mostra dois blocos, Ae B, igades por um cabo Desprezando o atrito nas
polias e sabendo que o coeficiente de atrito estatico em lodas as oulras superficies em contalo e
0,30, determine o madulo F da menor forga necessarna para movimentar os blocos

8.138 Resolva o Prob. 8137 supondo que a forga F é aplicada ao bloco B seja
horizontal e aponte para a direita
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Figura P8.137

-

8.139 Uma barra delgada de comprimento L, que esta apoiada no pino C e no teto
horizontal, suporta uma carga P em sua extremidade B. Sabendo que 8 = 30" e que o coeficiente de

atrito estatico é 0,30 para A e C, encontre a amplitude dos valores da razao L/a para o qual o
equilibrio é mantido.

8.140 Uma barra delgada de comprimento L, que esla apoiada no pino C e no teto
herizontal, suporta uma carga P em sua extremidade B. Sabendo que L = Ba, 6 = 15" e que os
coeficientes de atrito sdop, =060 e p = 0,50 em A e ambos nulos em C, verifique se a barra esta
em equilibrio e calcule o valor da forga de atrito em A.

Figuras P8.139 e P8.140

Recapitula¢do e Sumario

Este capitulo foi dedicado ao estudo do atrito seco, isto é, a problemas envol-
vendo corpos rigidos que estao em contato com superficies ndo lubrificadas.

Atrito estatico e atrito cinético

Considerando um bloco apoiado sobre uma superficie horizontal [Segdo 8.2 e
aplicando a ele uma forga horizontal Q, nota-se que inicialmente o bloco ndo se move.
Isto indica que deve haver uma for¢a de atrito F para equilibrar Q (Fig. 8.16). A medida
que aumenta o médulo de Q também aumenta o médulo de F até atingir um valor
maximo F_. Se o médulo de Q é aumentado, ainda, o bloco comega a deslizar e o maddulo




s
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de F diminui de F, para um valor menor F. A experiéncia mostra que F,eF, sio
proporcionais & componente normal N da reagao da superficie. Temos

F =pN F = uN (8.1, 8.2)

m [ c
onde u_ e y, sdo, respectivamente, os coeficientes de atrito estdtico e cinético. Estes

coeficientes dependem da natureza e da condi¢io das superficies em contato, Valores
aproximados dos coeficientes de atrito estatico constam da Tabela 8.1,

P
I | Equilibrio | Movimenio

r

Figura 8.16

Angulos de atrito

As vezes é conveniente substituir a forga normal N e a forga de atrito F pela
sua resultante R (Fig. 8.17), A medida que a forca de atrito estdtico aumenta e atinge
seu valor maximo F, = U N, o dngulo ¢ que R forma com a normal 4 superficie aumenta
e atinge um valor maximo 6., denominado @ngulo de atrito estdtico. Se ha movimento o
médulo de F diminui para o valor F ,de maneira analoga ¢ diminui para um valor menor
9, denominado éngulo de atrito cinético. Na Segio 8.3 viu-se que

tgo, = u, g, = n, 8.3,84:
ll’
LI
N
PR
!
Figura 8.17
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Problemas envolvendo atrito

Quando se resolvem problemas de equilibrio envolvendo atrito ¢ necessario ter
presente que o médulo F da forga de atrito é igual a F, =N somente se o corpo estd na
iminéncia de deslizar [Segdo 8.4]. Se 0 movimento nao ¢ tminente, F e N devem ser
consideradas sncdgnitas independentes a determinar pelas condigdes de equilibrio
(Fig. 8.18 a). Deve-se também verificar se o valor de F necessirio para o equilibrio nio
¢ maior do que F_; se for, 0 corpo se movimentar4 e a forga de atrito terd médulo igual
aF_=uN [Problema Resolvido 8.1] Se é sabido que 0 movimento é iminente, entio F
atingiu seu valor méximo F, =p N (Fig. 8.18 b) que deve substituir F nas equacoes de
equilibrio [Problema Resolvido 8.3). Quando ha apenas trés forgas no diagrama de corpo
livre, incluindo a rea¢do R da superficie em contato com o corpo, é, freqiientemente, mais
conveniente resolver o problema desenhando o triangulo de for¢as [Problema Resolvido 8.2]

(] (h)

Figura 8.18

Quando um problema envolve a anslise de forcas mutuas exercidas por dois
corposA e B éimportante indicar as forgas de atrito com seus sentidos corretos. O sentido
correto da forga de atrito exercida por B sobre A, por exemplo, é contrario as movimento
(ou movimento iminente) de A em relagdo a B [Fig. 8.6 da Segéo 8 4]

Cunhas e parafusos

Na segunda parte do capitulo consideramos algumas aplicagées especificas i
engenharia nas quais o atrito seco tem um papel importante. No caso de cunhas, que
830 maquinas simples usadas para levantar cargas pesadas [Se¢do 8.5], desenharam-se
dois ou mais diagramas de corpo livre e cada forca de atrito foi cuidadosamente indicada
com o seu sentido correto [Problema Resolvido 8,41 0= parafusos de rosca guadrada,
frequentemente utilizados em MACACOS, prensas e oulrus mecanismos, foram analisados
reduzindo-se o problema ao de um oo aue desliza sobre um plano inclinado. Isto for
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conseguido desenvolvendo-se a rosca do parafuso até obter uma linha reta [Segao 8.6/
Isto é novamente apresentade na Fig. 8.19, onde r é o raio médio da rosca; L o avango
do parafuso, isto €, a distancia que o parafuso avanga em uma volta; Pacargae @réo
momento aplicado ao parafuso. Foi observado que no caso de parafusos de roscas

muiltiplas; o avango L do parafuso nao é igual ao passo que ¢ a distancia medida entre
duas roscas consecutivas.

Figura 8.19

Qutras aplicacgdes

Outras aplicagdes & engenharia consideradas neste capitulo foram: mancais
de deslizamento e atrito em eixos [Segdo 8.7), mancais de escora e atrito de giro [Segdo

8.8], atrito em rodas e resisténcia ao rolamento [Se¢do 8.9] e atrito em correias [Segio
8.10].

Ao resolver um problema envolvendo uma correia plana que passa sobre um
cilindro, é importante determinar inicialmente para que lado a correia escorrega ou esta
prestes a escorregar. Se o cilindro estd girando, o movimento, ou movimento iminente,
da correia deve ser determinado em relagio ao cilindro girante. Por exemplo, se a correia
da Fig. 8.20 estd na iminéncia de escorregar para a direita em relagdo ao cilindro, as
forgas de atrito exercidas pelo cilindro sobre a correia apontam para a esquerda fazendo
com que a tragdo seja maior na parte direita da correia. Sendo T, a tragdo maior, T} a
menor, 1, o coeficiente de atrito estédtico e p o angulo (em radianos) subentendido pela
correia, na Segdo 8.10 foram deduzidas as expressdes

T, (8.13)
In T_L = peﬁ
?”2 _ b (8.14)
T -
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que foram utilizadas na resolugao dos Problemas Resolvidos 8.7 e 8.8. Se a correia
efetivamente deslizar sobre o cilindro, o coeficiente de atrito estatico p, deve ser
subtituido pelo coeficiente de atrito cinético p, nas duas expressdes anteriores.

Figura 8.20




Forcas Distribuidas:
Momentos de Inércia

=

9.1. Introdugéo. No Cap. 5 analisamos varios sistemas de forgas distribuidas
sobre superficies ou sélidos. Os trés principais tipos de forga que consideramos foram:
1) pesos de placas homogéneas de espessura uniforme (Secdes 5.3 a 5.6), 2) cargas
distribuidas em vigas e forgas hidrostdticas (Secdes 5.8 e 5.9) e 3) pesos de corpos
homogéneos tridimensionais (Segoes 5.10 e 5.11). No caso de placas homogéneas, o
médulo AP do peso de um elemento de placa era proporcional 4 drea AA do elemento. No
caso de cargas distribuidas em vigas, 0 médulo AP de cada peso elementar era repre-
sentado por um elemento de drea AA = AP sob a curva de carregamento; no caso de forcas
hidrostédticas que atuam sobre superficies retangulares submersas, foi seguido um
procedimento semelhante. No caso de corpos homogéneos tridimensionais, o médulo AP
do peso de um elemento do corpo era proporcional ao volume AV do elemento. Assim
em todos os casos considerados no Cap. 5, as for¢as distribuidas eram proporcionais as,
dreas ou volumes elementares a elas associados. A resultante dessas for¢as pode, pois,
ser obtida somando-se as correspondentes dreas e volumes, ¢ 0 momento da resuftanbé
em relacdo a qualquer eixo dado pode ser determinado caleulandn ns mamentos de
primeira ordem das superficies em relagio aquele eixo.

Na primeira parte deste capitulo consideraremos forgas distribuidas AF cujos
médulos dependem da drea AA do elemento de superficie em que atuam e da distancia
desse elemento a um dado eixo. Mais precisamente, o modulo da forga por unidade de
drea, AF/AA, variard linearmente com a distancia ao eixo. Como veremos na préxima
se¢lo, forgas desse tipo sdio encontradas no estudo da flexao de vigas e em problemas
que envolvem superficies submersas nao-retangulares. Supondo que as forgas elemen-
tares estejam distribuidas sobre uma superficie de 4rea A e que variem linearmente com
adistancia y ao eixo x, verificaremos que, embora o médulo da resultante B dependa do

momento de primeira ordem Q.= | ydA da superficie de drea A, a localizagio do ponto

. de aplicacio de R depende do momento de segunda ordem ou momento de inércia
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I = I ysz, da mesma superficie, com relagio ao eixo x. Aprenderemos a calcular os
momentos de inércia de vérias superficies com relagdo a eixos x e y dados. Definiremos
o momento de inércia polar, g = | r?dA, de uma superficie, sendo r a distancia do
elemento de drea dA ao ponto O. Para facilitar os cdlculos vamos estabelecer uma relagao
entre 0 momento inércia I, de uma superficie de drea A com relagio a um eixo x dado e
seu momento de inércia I, com relagdo a um eixo paralelo x’ que passa pelo centréide
(teorema dos eixos paralelos). Estudaremos ainda a transformacgao dos momentos de
inércia de uma dada superficie pela rotagio dos eixos coordenados (Se¢des 9.9 e 9.10).

Na segunda parte do capitulo calcularemos 0s momentos de nércia de varios
corpos com relagdo a um eixo dado. Veremos na Se¢iio 9.11 que 0o momento de inércia de
um dado corpo em relagdo a um eixo AA" é definido pela integral T' = I r?dm, onder é a
distancia do eixo AA’ ao elemento do corpo de massa dm. Momentos de inércia de corpos
sa0 encontrados em Dindmica em problemas que envolvem a rotagao de um corpo rigido.
Para facilitar o calculo de momentos de inércia de corpos, demonstraremos o teorema
dos eixos paralelos (Se¢ao 9.12) e analisaremos a transformagao dos momentos de inércia
pela rotagdo dos eixos coordenados (Se¢es 9.16 e 9.17).

Momentos de Inércia de Superficies®

9.2. Momentos de Segunda Ordem ou Momento de Inércia de uma
Superficie. Na primeira parte deste capitulo consideraremos for¢as distribuidas AF de
médulo AF proporcional ao elemento de drea AA na qual elas agem e que variam
linearmente com a distancia de A4 a um certo eixo polar,

Consideremos, por exemplo, uma viga de segao reta uniforme, submetida a dois
binérios iguais e opostos, aplicados a cada extremidade da viga. Diz-se que tal viga estd
em flexdo pura e demonstra-se em Resisténcia dos Materiais que as for¢as internas em
qualquer segdo da viga sido foras distribuidas, cujos médulos AF = kyAA variam
linearmente com a distancia y a partir de um eixo passando pelo centréide da segio.
Esse eixo, representado pelo eixo x na Fig. 9.1, é conhecido como eixo neutro da segéo.
As forcas de um lado do eixo neutro sao forgas de compressao e, do outro lado, forgas de
tracio; no eixo neutro, as forgas sio nulas.

O modulo da resultante R das for¢as elementares AF sobre a se¢do inteira é

R:JkydA:k JydA

* No presente capitulo, 0 nome superficie aphca-se a superficies planas, salvo indicagdo em contrario. (N.do R T,

i . : _
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Figura 9.1

A ultima integral obtida é conhecida como o momento de primeira ordem Q, da
segdo em relagdo ao eixo x; € igual a yA e é nula, visto que o centréide da segdo estd
localizado sobre o eixo x. Assim, o sistema de forgas AF reduz-se a um binario. O médulo
M desse binario (momento fletor) deve ser igual 4 soma dos momentos AM = yAF = ky2 AA
das forgas elementares. Integrando sobre a segéo inteira, obtemos;

M:J ky* dA = kjysz

A ultima integral e conhecida como momento de segunda ordem ou momento
de inércia* da segio da viga em relagdo ao eixo x e é representada por I, E obtida
multiplicando-se cada elemento de drea dA pelo quadrade de sua distancia ao eixo x e
integrando sobre a segao da viga. Como cada produto ysz é positivo, seja y positivo ou
negativo (ou zero, se y for zero), a integral I, serd sempre positiva.

Outro exemplo de momento de segunda ordem ou momento de inéreia de uma
superficie é dado pelo seguinte problema de hidrostitica: uma comporta circular
vertical, usada para fechar a saida de um grande reservatdrio, estd submersa na agua,
como ilustrado na Fig. 9.2. Qual a resultante das forgas exercidas pela dgua sobre a
comporta e qual 0 momento da resultante em relagdo a linha de intersegdo do plano da
comporta com a superficie da agua (eixo x)?

* A expressdo momento de segunda ordem ¢ mais apropriada que momento de Inércia, uma vez gue a ultima
deveria ser usada somente para designar integrais de massa (ver Se¢ao 9.11) No entanto, na pratica comum da
Engenharia, momento de inércia & usado tanto para dreas quanto para massas
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AF = Yyd

Figura 9.2

Se a comporta fosse retangular, a result.ant.e:l das forga‘s de pressdo poderia ser
determinada a partir da curva de pressdo, como foi feito na Seqao_5,9‘ Entretanlto, corgo
a comporta é circular, um método mais geral deve ser usado. _Se_]ay a profundidade de
um elemento da drea AA e y o peso especifico da dgua; a presso no elementoép =7y, e
o médulo da forga elementar exercida sobre o elemento de darea AA é AF = p AA =y AA.

0 médulo da resultante das forgas elementares €, entdo,
R:j yydA = yjydA

e pode ser obtido calculando-se o momento de primeira ordem da superficie da comporta

em relagdo ao eixo x. O momento M, da resultante deve ser igual 4 soma dos momentos

AM =y AF = wz AA das forcas elementares. Integrando sobre a area da comporta, temos
b

M = Jyyszz yJ-yzaiA

Aqui, novamente, a integral obtida representa o momento de segunda ordem
inérei as icie emn relagdo ao e1xo x.
ou momento de inéreia I_da superficie e ¢

9.3. Determinagio do Momento de Inércia de uma Superficie por

Integragdo. Defmimos, na se¢do precedente, o momento de segunda ordem ou momento




608 Mecénica Vetorial para Engenheiros — Estdtica

de inércia de uma superficie de drea A em relagdo a um eixo x. Defi

nindo de modo
“'semelhante o momento de inércia Iy de uma superficie de drea A em relagdo ao eixo y,
escrevemos (Fig. 9.3a):

g 11=J.y2dA L= szdé L

Essas integrais, conhecidas como os momentos axiais de inércia da superficie
de drea A, podem ser facilmente calculadas se escolhermos para dA uma faixa estreita,
paralela a um dos eixos coordenados. Para calcular I, é escolhida a faixa paralela ao
eixo x, de tal forma que todos os pontos que formam a faixa estejam 4 mesma distancia
¥ do eixo x (Fig. 9.3b); 0 momento de inércia dI, da faixa é entao obtido multiplicando-se

a drea dA da faixa poryz‘ Para calcular I, é escolhida a faixa paralela ao eixo y, de tal

forma que todos os seus pontos ﬁ%uem a mesma distancia x do eixo ¥ (Fig. 9.3¢): o
momento de inércia dI_ da faixa é x°dA

y uy
dA = dedy

dA =(a - =) dy

! x
2 2
dl = y*da rﬁy=x dA a

dl, = y*da
(a} h) (e}

Figura 9.3

Momento de Inércia de uma Superficie Retangular. Como exemplo, determi-
naremos o momento de inércia de um retingulo em relagdo a sua base (Fig. 9.4).
Dividindo o retangulo em faixas paralelas ao eixo x, obtemos

dA = b dy dI_="hdy

A
I :f bytdy = Logpd (9.2)
x 0 3

i i 09
Forcas distribuidas: momentos de inércia 6 )

Figura 9.4

Calculodel_el_apartirda mesma Faixa Elementar. A férmula que acaban?os

] sada d inar o momento de inérciad/_em relagio ao eixo
de deduzir pode ser usada para etermina in 2O ¢ s
x de uma faixa retangular paralela ao eixo y, semelhante & representada na Fig. 9.3.
Fazendo b = dx e h = y na férmula (9.2), escrevemos

1 3,
d!l = E ¥ dl
Por outro lado, temos
dl’y = J’.z an = _1‘2_}' (‘f.‘l‘

O mesmo elemento pode, assim, ser utilizado para calcular os momentos de
: : 2
mnércia I, e}y de uma dada superficie (Fig. 9.5).

. -’I__=.12z. dx =

Figura 9.5

A

e s

R i i



610 Mecanica Vetorial para Engenheiros — Estdtica

9.4. Momento Polar de Inércia. Uma integral de grande importancia, em

" problemas relativos a torgdo de eixos cilindricos e em problemas referentes a rotagéo de
placas, é

,[ i (9.3)
J'}: r d44.

onde réadistanciado elementode areadA ao pélo O (Fig. 9.6). Essa integral é o momento
polar de inércia da superficie de drea A em relagdo a O.

w

dAl
(L1
\2

Figura 9.6

O momento polar de inércia de uma dada superficie pode ser calculado a partir
de seus momentos axiais de izne’.rcia I_ el , seessasintegrais ja forem conhecidas. Com
efeito, observando que r~ = x* + y%, obtemos

J0=Ir2dA=J(x2+y2)dA=jy2dA+ _[x’*oza

isto é,

J =TI +1 (9.4)
0 x ¥

9.5. Raio de Giragido de uma Superficie. Consideremos uma superficie de
drea A, que tem um momento de inércia I, em relagao ao eixo x (Fig. 9.7a). Imaginemos
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que concentramos esta drea em uma faixa estreita, paralela ao eixo x (Fig. 9.7b). Se a
drea A, assim concentrada, deve ter o mesmo momento de inércia em relagdo ao exo x,
a faixa deve estar colocada a uma distancia k, desse eixo, definida pela relagao

2
I=k A
Resolvendo para k_, obtemos
I (9.5)
k = %

A distancia b, é denominada raio de gira¢ao* da superficie em relacdo ao eixo x.
Podemos definir de modo semelhante os raios de giragdo ky ek, (Fig. 9.7c ed), escrevendo

[1 (9.6)
I :ij ko= N

J 9.7

Substituindo J, I e 1}, em fun¢do dos raios de giragdo na relagio (9.4),
observamos que

je = %+ k§ (9.8)

Exemplo. Calculemos, como exemplo, oraiode giragiok, doretanguloilustrado
na Fig. 9.8, Usando as férmulas (9.5) e (9.2), obtemos

1 3
3bh"  p2 h

* O raio de giragao ¢ também chamado comumente de raio de ingrcia (N.do R T )
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{er)

(r)

[l
1

(¢

Figura 9.7

O raio de giragdo k_do retangulo est4 representado na Fig. 9.8. Nio deve ser
confundido com a ordenada y = h/2 do centréide da drea. Enquanto k_ depende do
momento de segunda ordem ou momento de inércia da superficie, a ordenada y estd
relacionada com o momento de primeira ordem da superficie.
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Problema Resolvido 9.1

Determinar o momento de inércia de um triangulo em rela¢do a sua base

Solugac 7
de forma a cog;?cﬁrf’:o:;mnf . i‘e baishe b ealtura h ¢ desenhado; o eixo x é escolhido
a base. Escolhe-se uma faixa di il
i < iferencial par '
Como todos os pontos da faixa estdo @ mesma distancia do eixo x escﬁc;v:fzia oo
s s

dlx=y2d‘4 dA =1dy

dy

—[

E—

Dos trigngulos semelhantes, temos

P | B

h_!'
h = BT

_h -y
h

o~

Integrandodl, dey=0ay = h, obtemos

h

h
JﬂdA:J o B = _b-[-'
x - (}yb h d}"“’ E 5 (h'.)'z_ys)dy

—
Il

4 4h _b_;ﬁ
%5 -%] =T
0

= o




614 Mecanica Vetorial para Engenheiros - Estatica

S e e

Problema Resolvido 9.2

(a) Determinar o momento polar de inércia em relagio ao centrdide de uma
superficie circular, por integragdo direta. (b) Utilizando o resultado do item (a), deter-
minar o momento de inércia de uma superficie circular em relagdo ao didmetro.

a) Momento Polar de Inércia. Um elemento anular diferencial ¢ escolhido.
Como todas as partes desse elemento de drea diferencial estdo a mesma distancia da
origem, escrevemaos

dJa=usz dA = 2nu du

.1
f

oA

Jg= J dJ, = J; u? @rudu) = 21 j; W du Jy

b) Momento de Inércia Em virtude da simetria da superficie circular, temos
I = Iy. Escrevemaos, entdo,

¢ n n
Jg=1+ ]}- =2l 2 x 'rdiamctm Frg T Y

Problema Resolvido 9.3

(a) Determinar o momento de inércia da superficie sombreada ilustrada em
relagdo a cada um dos e1xos coordenados. Essa superficie jd foi considerada no Problema
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Resolu@o 5.4. (b) Utilizando os resultados do item (a), determinar o raio de giragao da
superficie sombreada em relagdo a cada um dos etxos coordenados.

Solugio. Recorrendo ao Problema Resolvido 5.4, obtemos as seguintes expressoes
para a equagdo da curva e para a drea total:

b
y =52 A=zab

5]

Momento de Inércia I, Um elemento diferencial vertical de superficie é
escolhido. Como todas as partes desse elemento ndo estao @ mesma distancia do eixo x,
devemos tratar o elemento como um retangulo fino. O momento de inércia do elemento
em rela¢do ao eixo x é

'Momemo de Inércia I.. Usamos o mesmo elemento diferencial vertical de
superficie. Como todas as partes do elemento estdo @ mesma distdncia do eixo y
escrevemos ’
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y 0
3
I =¥¢=
Y L}
Raios de Giragdok_e ky:
2o L _abdo1 b7 § oL
T A ab/3 7 x 7
I 3 . 3
9 . a’b/b g 2 E =aqa i
el fae T y 5

4

Problemas

9.1a9.4 Determine, porintegragao direta, o momento de inércia da superficie sombrea-

da, em relagao ao eixo y.
9.5a9.8 Determine, por integragao direta, o momento de inércia da superficie sombrea-

da, em relagio ao eixo x.
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b .

Figuras P9.1 e P9.5

]

Figuras P9.3 e P9.7 Figuras P9.4 e P9.8

9.9e9.10 Determine o momento de inercia e o raio de giragao da superiicie sombreada
llustrada, em relagao ao eixo x

Figuras P9.9 e P9.11 Figuras P9.10 e P9.12

9.11e9.12 Determine o momento de inércia e o raio de giragao da supericie sombreads
llustrada, em relagao ao exo y
9.13  Determine o momento de inércia e o raic de giracao da superficie sombreada da

figura, em relagao ao eixo x
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914 Delermine o momenio de inercia e o raio de giragao da superficie sombreada da 9.18 (a) Determine, por integragao direta, o momento pelar de inércia da superficie
tigura, em relagao ao eixo y anular ilustrada. (b) Utilizando os resultados da parle (a), determine © momento de inércia da
superficie dada em relagao ao eixo x.

9.19  (a) Mostre que o raio de giragao polar koda superficie anular ilustrada e aproxima-
damente igual aoraio médio A = (A + R,)2 para pequenos valores da espassura t= A, - A,
(b) Determine o erro percentual introduzido pelo uso de R em lugar de ko, para valores de VA

. 1 1
activ 3 s .
respectivamente iguais a s 235

Figuras P9.13 e P9.14

915 Determine o momente polar de inércia e o raio de giragao polar do retangulo
ilustrado, em relagio ac pento medio de um de seus (a) maiores lados (b) menores lados.

Figuras P9.18 e P9.19

Lo
1
_.L _
“9.20 Prove que o momento polar de inércia em relagao ao centrdide de uma dada

Figura P9.15 superficie A nao pode ser menor que A%/2r. (Sugestdo: Compare o momento de inércia de um
circulo de mesma area e mesmo centroide.)

9.16 Determine o memenio polar de inercia e o raio polar de giragao do trapezio

ilustrado, em relagao ao ponto Py

9.17 Determine o momento polar de nércia e o raio polar de giragao do trapezio

7 9.6. 'if_éorema dos Eixos Paralelos. Consideremos o momento de inércia /
de um:&«sm)eﬁ’icae de drea A em relagdo a um eixo AA’ (Fig. 9.9). Sejay a distancia de
um elemento de drea dA a AA" Escrevemos

lustrado, em relagio ac ponto P,

] e | Pan
‘\‘

LR
L e ]

Figuras P9.16 e P9.17

/oo :
l Tracemos, agora, um eixo BB’ paralelo a AA', que passa pelo baricentro C da
superficie; esse eixo é denominado eixo baricéntrico.

4
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Figura 9.9

Sendo y’adistanciadoelementodA a BB, temos y =y’ +d, onded é a distincia
entre os eixos AA’ e BB". Substituindo ¥ na integral representativa de /, escrevemos

I=Jy2dA=JU'+d)2cM
=_[y’2dA+2d_[y'dA+d2JdA

A primeira integral representa o momento de inércia I da superficie em relago ao eixo
baricéntrico BB'. A segunda integral representa o momento de primeira ordem da
superficie em relagio a BB’, como o baricentro C da superficie estd localizado nesse eixo,
a segunda integral deve ser nula. Finalmente, observamos que a ultima integral é igual

a drea total A. Obtemos, portanto,
1=1+ Ad* (9.9)

Essa férmula mostra que o momento de inércia I de uma superficie em relacgao
a qualquer eixo dado AA’ é igual ao momento de inércia I da superficie em relagdo ao
eixo baricéntrico BB', paralelo a AA’, mais o produto Ad? da drea A pelo quadrado da
distancia d entre os dois eixos. Esse teorema é conhecido como o tesrema dos eixos
paralelos.* Substituindo I por KAe I por E;EA, o teorema pode, também, ser expresso
do seguinte modo:

k2 =B P (814

“zmeE - conhecido como tearemade Siaer (W doA T )
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. _ Um teorema seme_lhante pode ser usado para relacionar o momento polar de
inércia J;; de uma superficie em relagdo a um ponto O e o momento polar de inércia J_

da mesma superficie em relagdo a seu baricentro C. Sendo d a distdncia entre O e C
escrevemos ’

Jy=d +Ad® ou B2 = B2 4+ g2 (9.11)

Exemplo 1. Co_mo uma aplicagdo do teorema dos eixos paralelos, determi-
naremos o momento de inércia I, de um cimu}o em relacdo a uma tangente ao circulo
(Fig. 9.10). Encontramos, no Problema Resolvido 9.2, que 0 momento de inércia de um

; - 3 - |
circulo em relagdo a um eixo baricéntrico é I = 1 nr. Podemos portanto, escrever
" )

Figura 9.10

. Exemplo 2. O teorema dos eixos paralelos pode, também. ser usado para
determinar 0 momento de inéreia de uma superficie em relagdo a um eixo baricéntrico
quando o momento de inércia dessa superficie em relacio a algum outro eixo paralelo ¢
conhecido. Consideremos, por exemplo, uma superficie triangular (Fig. 9.11). Encon-
tramos, no Problema Resolvido 9.1, que o momento de inércia de um trian guloemrelacio

; 2t ] : T
a sua hase AA’é igual a 1-2—bh?. Utilizando o teorema dos eixos paralelos, obtemos

B 2
Lig = Iy + Ad

= 2 1 K ' ]. .
Lyp=lip—Ad®= " bh% — S bh = h| = = ph

“h = gty
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— |
[_;eténguio g e
i ‘ .}_ ¥ I 12 bh
b ||‘_ Iy = —2 b"h
VL
) . I, =gbk
| 2 I =<6%
B = ¥y 3
2o A gene oo
|. l 5 l Jo = 15 bh(6® + A%
A | )
e e o e e S —-{—— S ——
Triangulo P L bhs
i
Figura 9.11 36
Lol
!X = 1{2" b
Deve-se observar que o produto Ad? foi subtraido do momento de inércia dado para
obter-se o momento de inércia baricéntrico do tridngulo. Enquanto esse produto é
somado ao transferir de um eixo baricéntrico para um eixo paralelo, deve ser subtraido Giveul
i - a . . T
no processo inverso. Em outras palavras, o momento de inércia de uma superficie é R S .
sempre menor em relagio a um eixo baricéntrico do que em relagio a qualquer outro i * 4
eixo paralelo. | Fi = %n-t
I
Voltando a Fig. 9.11, chservamos que o momento de inércia do tridingulo em ¢
relagio a uma reta DD’ que passa por um vértice pode ser obtido escrevendo-se
Semicirculo
” 1 4
1 1,.(2.7 1 Io=ly = 3w
3 :
- +Ad? = 2o bh® + Sbh|Sh| = 3 bh
pir =Ly 36 2 3 4 J, = %m‘i
Note-se que I ). ndo poderia ter sido obtido diretamente de 7, ,.. O teorema dos eixos _ - ) -~ =
paralelos somente podera ser aplicado se um dos eixes paralelos passar pelo baricentro _Cil;;dr;m; FET
da superficie. | 7 sl makag
! x v 16
| .
i Ju = er
9.7. Momentos de Inércia de Superficies Compostas. Consideremos uma ’I
superficie composta A formada de varios componentes A, A, ete. Como a integral que | S = - - >
representa omomentodeincéreiadeA pode sersubdiv 1d1da emintegrais calculadas sobre El,w.
1+ Ay ete., 0 momento de inérica de A, em relagdo a um eixo dado, poderd ser obtido ; I, = i—mbs
somando se 08 momentos de inéreia das superficies A, A, etc, em relagao ao mesmo | - | 3
eixo. O momento de inércia de uma superficie formada por varias das formas comuns Ly = 358
ilustradas na Fig. 9.12 pode, assim, ser obtido das férmulas fornecidas naquela figura. | = A raba? 4 b3
Antes de somar os momentos de inércia das superficies componentes, entretanto, o | L
teorema dos eixos paralelos deve ser usado para transferir cada momento de inercia ' e o B S -
para o eixo desejado. Damos exemplo disto nos Problemas Resolvidos 9.4 ¢ 9.5. o o
Figura 9.12 Momentos de inércia de figuras geométricas comuns.
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* 0 dlamo ndmero representa a espessura,

Figura 9.13 Propriedades de perfis estruturais.
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As propriedades das segbes retas de varias tormas estruturais sdo dadas na
Fig. 9.13. Conforme observado na Seg¢do 9.1, 0o momento de inércia de uma segao de viga
em relagéo a seu eixo neutro estd intimamente relacionado ao valor das for¢as internas.
A determinagdo dos momentos de inércia é, portanto, um pré-requisito para a andlise e
o projeto dos elementos estruturais.

Deve-se notar que o raio de giragio de uma superficie composta néo é igual 4
soma dos raios de giragdo das superficies componentes. Para determinar o raio de
giragao de uma superficie composta é necessario, em primeiro lugar, calcular o momento
de inércia de tal superficie.

Problema Resolvido 9.4

A resisténcia de um perfil duplo T de 380 mm x 149 mm é aumentada
prendendo-se a seu flange superior uma chapa de 150 mm x 20 mm, conforme
esquematizado na figura. Determinar o momento de inéreia e o raio de giragéo da secao
composta em relagdo a um eixo passando por sei centréide C e paralelo & chapa.

]——l 500 cm Mj__{__ 2,00 em

jn Cm
Solugdo. A origem O das coordenadas ¢ colocada no centro de gravidade do

perfil, e a distancia Y do centréide da se¢io composta ¢ calculada pelos métodos do
Cap. 5. A drea da segio do perfil é obtida recorrendo-se ¢ Fi ig. 9.13.

-
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Se¢ao : Area, em’® I ¥, cm yA, em®
Chapa | 30,0 20,00 600 B
Perﬁl 107,0 . 0 0

. 74 =137,0 TyA =600

| YsA=yA i Y (137) = 600 Y = 4,38 cm

Momento de Inércia. O teorema dos eixos paralelos é utilizado para deter-
minar 0s momentos de inércia do perfil e da chapa em relacdo ao eixo x’. Este é um eixo
baricéntrico para a se¢do composta, porém nao o é para os elementos considerados
separadamente. O valor I para a se¢ao do perfil é obtido na Fig. 9.13.

Para a se¢do do perfil:
Li=L AV = 24 010 + (107)(4,38)% = 26,06 x 10° cm*

Para a chapa

I.=1+ Ad? = ‘1_12“15'00"{2‘00‘3 + (30,00) (20,00 — 4,38)* = 7,33 x 10° em*

Para a segdo composta

I,=26,06x 10% + 7,33 x 10° = 33,39 x 10° cm*

I,=33,39x 10° em* <

Raio de Giragio

R I_x _ 33,39 ><_103 cm"’_
© A 137 cm?

kx. =156lcm

P
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Problema Resolvido 9.5

Determine o momento de inércia da superficie sombreada em relagdo ao eixo x.

120 mm

Solugdo. A superficie dada pode ser obtida tirando um semicirculo de um
retangulo. Os momentos de inércia do retangulo e do semicirculo serdo calculados
separadamente.

¥

| 240,0 mm ===

r A— i el .
[ a
; x

1200 mm —_— | 3 —_

— ..—/—l': X

I parao Retangulo. Da Fig. 9.12, obtemos:

I ph® = L (240,0 mm)(120,0 mm)® = 138,2 x 10® mm*

Lo =

=1
x '3

I para o Semicirculo. Com 0 auxilio da Fig. 5.8 localizamos o centroide C
x ) b 5
do semicirculo relativamente ao diagmetro AA’

go=dr  @OIMM) _ 559 ppy
3n 3n




628 Mecéinica Vetorial para Engenheiros - Estdtica

A disténcia b do centréide C ao eixo x é:

b =120,0 mm —a = 120,0 mm - 38,2 mm = 81,8 mm

R N N

Utilizando a Fig. 9.12, calculamos o momento de inéreia do semicirculo em relagdo ao
diametro AA’; calculamos, ainda, a drea do semicirculo:

I
1l

nrt %n (90,0 mm)‘* 25,8 x 105 mm?*

nr?

S
Bl —= OO

% 7 (90,0 mm)2 = 12:F» 10° mm?

O teorema dos eixos paralelos permite obter o valor de f‘,.

Lo

25,8 x 10° mm* =1, + (12,72 x 10° mm?)(38,2 mm)?

= I ,+Ad®
X

fx. =7.20% 10® mm*
Usando novamente o teorema dos eixos paralelos obtemos o valor de ?(.'
I=1.+Ab%=720x10° mm* + (12,72 x 10’ mm2)(81,8 mm)” = 92,3 x 10° mm*

_ I paraa S_uperflme Dada. Subtraindo o momento de inércia do semicireulo
do momento de inércia do retingulo. obtemos:

I:' =1382 10 mm’- 92,3 x 10° mm*
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B e e e S e e e e e e e e e ]

Problemas

-

9.21e9.23 Determine o momento de inércia e o raio de giragio da superficie sombreada
em relagdo ao eixo x.

120

L | 12,5 mm ! 4‘
m——l——m—-l y _jI: mg

75 mm—-l

Figuras P9.23 ¢ P9.24

Dimensdes em mm

Figuras P9.21 e P9.22

9.22e9.24 Determine o momento de inércia e o raio de giragao da superficie sombreada
em relagao ao eixo y.

9.25e9.26 Determine os momentos de inércia da superficie sombreada em relagao aos
eixos xe y, com a= 20 mm,

9.27 Determine a area da superiicie scmbreada e seu momento de inércia em relagao
a um eixo baricéntrico paralelo a AA', sabendo que seus momentos de inércia em relagao a AA' sao,
respectivamente, 4,1 x 108 mm* e 6,9 x 10® mm? e que d, =30 mme d, =10 mm

9.28 Sabendo que a drea da parte sombreada é igual a 7.5 x 10% mm? e que seu
momento de inércia em relagio a AA" é 31 x 10® mm*, determine seu momento de inércia em
relagao a BB’ com d, = 60 mm e d, = 15 mm,




S
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Figura P9.26

A Al
B E

Figuras P9.27 e P9.28

9.29 A area da figura sombreada é igual a 125 cm?, e, para dy = 15,0 cm, 0 momento
polar de inércia em relagao ao ponta Bé Jg=313x 10%cm*. Sabendo que I =4 .‘_y , determing
(@) Ix e (b)J 4 parad, = 12,5cm.

9.30 Determine o momento polar de inércia em relagéo ao ponto D, para a figura
sombreada, sabendo que os momentos polares de inércia em relagado acs pontos A e B sao,
respectivamente, J, = 156 x 103cm® e Jg =244 x 103 cm? e que d; =20cme dy = 15 ¢m

Figuras P9.29 ¢ P9.30
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9.31€9.32 Delermineos momentos deinércia Iy e 1, da superficie llustrada, em relagao
aos elxos baricéntricos, respectivamente, paralelo e perpendicular ao lado AB.

\i— — 150 il;;__‘
‘ ] 0
25 mm 25 mm I
I‘-—‘i
s
100 mm 25 ;nm J
; T B rso—-—m—-—v——e:n—l
“—(250 mmrJ Dimensdes em mm
Figura P9.31 Figura P9.32

933 e9.34 Determine o momento polar da superficie llustrada em relagao ao: (a) ponto
O e (b) centroide da superficie.

m
) 5 '
i O+
LIN‘L“JP 100 mm-l J
Dimensies em mm —150 mm
Figura P9.33 Figura P9.34

9.35 Dois perfis U de 250 mm x 80 mm & uma chapa de 350 mm x 10 mm 530 usados
para formar a coluna de segao ilustrada. Para b= 175 mm, determine 0s momentos de inércia e raios
de giragao da secdo lotal em relagao aos exos baricéntricos

9.36 A secdo de uma viga composta, de alma cheia, consiste em uma chapa de
787 .5 mm x 10 mm e quatro perfis angulares de 100 mm x 70 mm x 10 mm. Determine os momentos
de inércia da segao em relagao aos eixos baricéntricos indicados




632 Mecénica Vetorial para Engenheiros — Estdtica

r_ 175 mm —--—175 mm —|
[

10 mm

[ e

250 mm

|

9.37  Dais perfis angulares de 100 mm x 100 mm x 12 mm s&o soldados a uma chapa
de ago de 250 mm x 12 mm, conforme ilustrado. Determine os momentos de inércia e 0s raios de
giracdo da segdo combinada em relacdo aos eixos baricéntricos, respectivamente, paralelo e
perpendicular 4 chapa.

—b—f
Figura P9.35

800 mm C x

Jy == | -

100 mm 100 mm

Figura P9.36

Figura P9.37

9.38e9.39 O painel representado forma a extremidade de um canal cheio de agua até
a linha AA" Recorrendo 4 Secéo 9.2, determine a profundidade do ponto de aplicago da resultante
das forgas hidrostaticas que atuam no painel {centro de pressio).

9.40 O centro de uma comporta vertical, de 1.6 m de diametro, estd localizado 2,4 m
abaixo oz superficie da agua. A comporta e fixada por trés parafusos igualmente espacados
cortorme iiustrado. Determine a forga em cada parafuso

341 Resolva o Prob. 9.40 = ucndo que © centro da comporta esta 2 m analxo dz
supart - & da fqua.
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A _® o A

Figura P9.38

Figura P9.39

Figura P9.40

9.42 Uma comporta circular de raio r esta articulada em torno de seu diametro C'C".
Sendo y o peso especifico da agua, determine: (a) a reagdo em cada articulagio e (b) o momento do
binario necessario para manter a comporta fechada.

Figura P9.42

‘9.43 Determine a coordenada x do centréide do sélido ilustrado; esse salido foi obtido
interceptando-se um cilindro circular por um plano obliquo. (Sugestio: A altura do sélido é propor-
cional a coordenada x; considere uma analegia entre essa altura e a pressao da agua sobre uma
superficie submersa.)

Figura P9.43
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*9.44 Determine a coordenada x do centroide do solido ilustrado. (Veja sugestao do
Prob. 9.43.)

S0 mm
x

Figura P9.44

*9.45 Mostre que o sistema de forgas hidrostaticas que atua sobre uma superficie plana
submersa A pode ser reduzido a uma forga P aplicada no centroide C da superticie e a dois binarios.
A forga P é perpendicular a superficie e de médulo P =y Ay sen 8, onde 7 é o peso especifico do
liquido, € os momentos dos binarios sdo representados por vetores dirigidos, conforme indicado, e
de médulo M. =y }X. sende My- =7 P x’y sen 6, onde P Xy'= I x'y" dA (ver Secao 9.8). Observe
que os binarios sao independentes da profundidade em que a superficie esta submersa

*9.46 Mostre que a resultante das forgas hidrostaticas que aluam sobre uma superficie
plana submersa A e uma for¢a P perpendicular & superficie e de modulo P =y Ay sen 8 = PA, onde
v é o peso especifico do liquido e p a pressdo no centroide C da superficie. Mostre que P esta
aplicado a um ponto Cp, denominado centro de pressao, de coordenadas Xy = Pry fAY
ey, = {,/ Ay, onde PU =] xy dA (ver Secao 9.8). Mostre, tambem, que a diferenga de
ordenadas Yp ¥ & igual a Rf,x'j? e, assim, depende da profundidade em que a superficie se

encontra submersa.

Figura P9.45 Figura P9.46

4
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+9.8. Produto de Inércia. A integral

P = J xy dA
xy
(9.12)
obtida multiplicando-se cada elemento dA de uma superficie A por suas coordenadas x
e y e integrando sobre a superficie (Fig. 9.14) é conhecida como produto de inércia da
superficie A em relagio aos eixos x e y. Ao contrario dos momentos de inércial e I}, 0
produto de inércia ny tanto pode ser positivo quanto negativo,

IS

X

Figura 9.14

Quando um ou ambos 0s eixos x e y sdo eixos de simetria da superficie A, o
produto de inércia P_, é zero. Consideremos, por exemplo, a segdo reta representada na
Fig. 9.15. Como essa segdo ¢ simétrica em relagdo ao eixo x, podemos associar a cada
elemento dA de coordenada x e y um elemento dA’ de coordenadasx e —y. Evidente-
mente, a contribuigdo de cada par de elementos escolhidos desse modo se cancela
mutuamente, e a integral (9.12) reduz-se a zero.

Um teorema de eixos paralelos, semelhante aquele estabelecido na Segédo 9.6
para momentos de inércia, pode ser provado para produtos de inércia. Consideremos
uma superficie A e um sistema de coordenadas cartesianas x e y (Fig. 9.16). Pelo
baricentro C dessa superficie, de coordenadas ¥ e ¥, tragamos dois eixos baricéntricos x'
e y' paralelos, respectivamente, aos eixos x e y. Sendo x e y as coordenadas de um
elemento de 4rea dA em relagio aos eixos originais, e x’ e y' as coordenadas do mesmo
elemento em relagdo aos eixos baricéntricos, temosx =2’ + X e y =y'+ ¥ Substituindo
em (9.12), obtemos a seguinte expressdo para o produto de inércia ny:




636 Mecanica Vetorial para Engenheiros — Estdtica

]
]

jxydA=j. (x‘+§)(y'4§)dA

jx’y’dA+37Ix’dA+EIy'dA+ EfjdA

Figura 9.15

A primeira integral representa o produto de inércia ?x,y, da superficie A em relagdo aos
eixos baricéntricos x’ e y'. As duas integrais seguintés representam os momentos de
primeira ordem da superficie em relagdo aos eixos baricéntricos: elas reduzem-se a zero,
visto que o baricentro C est4 localizado sobre esses eixos. Finalmente, observamos que
aultima integral ¢ igual & drea total A. Obtemos, portanto,

P_=P, +35A (9.13)

9.9. Eixos e Momentos Principai"s de Inércia. Consideremos a superficie
A e os eixos coordenados x e y (Fig. 9.17). Supomos que 0s momentos e o produto de
mércia

(9.14)

Ix=_[ y?dA I =Jx2dA ny= J xy dA

¥

da superficie A sdo conhecidos e propomo-nos a determinar os momentos e o produto de
nereia 7] e P de A em relacio a novos eixos u e v, obtidos pela rotacdo dos eixos
TEINAYS em LOTno da origen: de um angulo 6.
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Figura 9.16

Inicialmente, observemos as seguintes relagses entre as coordenadas u, v e x,
y de um elemento de superficie dA:

u=xcos0+ysenb v=ycosB-xsenb

Substituindo v na expressdo para I, temos

_[ vidA = J (ycosB—x senB)zd.’A

—
I

coszej yEdA—Zsenecose_[ xydA+sen29J- 2 dA

Levando em conta as relagdes (9.14), temos

2 2
Iu = 1: cos” @ _2P@ sen B cos B + Iy sen”d (9.15)

Analogamente, obtemos paral, e P, as relagges

T =il sen’6 + 2ny senf cosO + Iy cos28 (9.16)

P, =1 senfcosh + Pl__ {cos26 — sen’g; —Iy senfl cos B (9.17)
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Figura 9.17
Recordando as relagies trigonométricas:

sen 20 = 2 sen® cosO cos 26 = c0s°0 — sen’H

2 1 - cos20

1 + cos26 senlf = S

2

cos? =

8]

podemos escrever as Eqgs. (9.15), (9.16) e (9.17) como se segue

I +1 I -1 {9.18)
e e A 90 —
Iu = 5 + 5 cos28 — P, ¥ sen20
L + ;'y L = Iy . (9.19)
L= e cos20 + ny sen26
B, @i (9.20)
AR '53-1 sen20 + P_q, c0s20

Somando as Eqs. (9.13) e (9.19) membro a membro obtemos

I +1 =1 +1 (9.21)
i v Tx Ty

Esse resultado poderia ter sido previsto, ja que os dois membros da Fig. (9.21) sdo iguais
ao momento polar de inércia J,,
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As Eqs. (9.18) e (9.20) sao as equagdes paramétricas de uma circunferéncia.
Isto significa que, se escolhermos um par de eixos cartesianos e tomarmos um ponto M
de abscissa [, e ordenada P para qualquer valor dado do parimetro 6, o lugar
geométrico de todos os pontos assim obtidos serd uma circunferéncia. Para estabelecer
essa propriedade, devemos eliminar 6 das Egs. (9.18) e (9.20); isto é feito transpondo-se
(I, +1) /2 naEq. (9.18), elevando ao quadrado ambos os membros das Egs. (9.18) e
(9.20) e somando. Temos

) (9.22)
I +1 ¥ I -1 b
X e e
[I“_—zx']*'PZw:( 5 J+Pi"
Fazendo
T ,\/1_12 (9.23)
x ¥ _ x b
B 55 e R = [ g ] + Pfy
escrevemos a identidade (9.22) na forma
a,-1 i2+P2 =R (9.24)
u e wuo

que é a equagdo de uma circunferéncia de raio R e centro no ponto C de abscissa l, ., e
ordenada O (Fig. 9.18a). As Egs. (9.19) e (9.20) sao equagoes paramétricas da mesma
circunferéncia. Ainda mais, sendo o eixo horizontal um eixo de simetria da circun-
feréncia, ela pode ser obtida como o lugar geométrico dos pontos N de abscissa [, e
ordenada - P, (Fig. 9.18b). Essa propriedade sera utilizada na Se¢ao 9.10.

Os dois pontos A e B onde a circunferéncia obtida intercepta o eixo das abscissas
sio de interesse especial: 0 ponto A corresponde ao valor maximo do momento de inércia
I, enquanto o ponto B corresponde a seu valor minimo. Além disso, os dois pontos
correspondem a um valor zero do produto de inércia P, . Assim, os valores 6, do
parametro 6 que correspondem aos pontos A e B podem ser obtidos fazendo-se P, =0
na Eq. (9.20). Obtemos*

2P (9.25)

tg20 = -

* Essa relagio pode também ser obtida derivando-se /, na Eq. (9.18) e fazendo-se dl, /db = 0.




640 Mecénica Vetorial para Engenheiros — Estdtica

{b)

Figura 9.18

Essa equacao define dois valores 20, que diferem de 180" e, assim, dois _valores
9 defasados de 90°. Um deles corresponde ao ponto A na Fig‘_ 9.18 e a um eixo qm?
p’:ssa por O na Fig. 9.17, em relagdo ao qual o momento de inércia da superficie dada_ é
méximo; o outro valor corresponde ao ponto B e a um eixo que passa por Q, em relfag:ao
ao qual 0 momento de inércia da superficie é ml’nir_nn,_ O; dois eixos assim defimc}os,
perpendiculares entre si, sdo denominados eixos principais da s_u;{er,fi’cze em relagdo a
O, e os valores correspondentes I . eI . _do momentxz de inércia sdo chamados
momentos principais de inércia da superficie em relagdo a O. Comprovamos da

Fig. 9.18 que

Imdz=Im¢’d + R e I =Imgd'R (9.26)

Substituindo I, ., € R por seus valores das férmulas (9.23), escrevemos

mdx, mfn 2 Ty

(9.27)
I +1 I -1
I vi‘\/ [‘_21]2+P2

Como os dois valores 8, definidos pela Eq. (9.25), foram obtidos fazend?-se
P = 0naEq. (9.20), é claro que o produto de inércia da superficie dada em re]ag:ao‘a
sé‘\;s eixos principais é zero. Reportando-nos & Segéo 9.8, notamos que, se uma Sugerf.‘icwi
possui um eixo de simetria que passa por um ponto O, este deve ser um eixo principa

da superficie em relagdo a 0. Por outro lado, um eixo principal ndo necessita ser de
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simetria, possuindo ou nio propriedades de simetria, uma superficie terd dois eixos
principais de inércia em relagdo a um ponto O qualquer. Quando nio é possivel dizer
por inspecdo qual dos dois eixos principais de inércia corresponde a I 4. € qual
corresponde a I, s Substituem-se os valores de 6, naEq. (9.18) para determinar qual

dos dois corresponde ao valor maximo do momento de inércia da superficie em relagéo
a 0.

As propriedades aqui estabelecidas sao validas para qualquer ponto U loca-
lizado dentro ou fora da superficie dada. Se o ponto O for escolhido de forma a coincidir
com o baricentro da superficie, qualquer eixo que passe por O ser4 um eixo baricéntrico;
os dois eixos principais da superficie em relacdo a seu centréide sao designados como
eixos principais baricéntricos ou eixos centrais de inéreia™ da superficie.

*9.10. Circulo de Mohr para Momentos e Produtos de Inérecia. O circulo
utilizado na se¢do precedente para ilustrar as relagGes existentes entre 0s momentos e
os produtos de inércia de uma superficie dada, em relagio a eixos que passam por um
ponto fixo O, foi introduzido pela primeira vez pelo engenheiro alemio Otto Mohr
(1835-1918) e é conhecido como circulo de Mohr. Veremos que, se 05 momentos e o
produto de inércia de uma superficie A em relagdo a dois eixos cartesianos x eydeorigem
em um ponto O sio conhecidos, o circulo de Mohr pede ser utilizado para determinar
graficamente (a) os eixos principais e 0s momentos principais de inércia da superficie
em relagéo a O, ou (b) os momentos e o produto de inércia da superficie em relagio a
qualquer outro par de eixos ortogonais u e v que passam por O.

Consideremos uma superficie dada A e dois eixos coordenados ortogonais x e
y (Fig. 9.19a). Suponhamos conhecidos os momentos de inércia I eI, eoproduto de
inércia P, os quais serdo representados num diagramade tal forma que o ponto X tenha
coordenadas L. e P:y e o ponto ¥, coordenadas I e — P_ (Fig. 9.19b). Se P B
positivo, que ¢ o caso'da Fig. 9.19a, o ponto X fica acima do eixo horizontal e o ponto ¥

abaixo, como se vé na Fig. 9.19b. Se P, € negativo, X fica abaixo do eixo horizontal e Y,
acima '

Unindo X e Y por uma linha reta, definimos o ponto C como a intersegdo da
linha XY com o eixo horizontal e tragamos a circunferéncia de centro C e didmetro XY,
Observando que a abscissa de C e o raio do circulo sdo, respectivamente, iguaisal_,
e R, definidas pelas férmulas (9.23), concluimos que o circulo obtido € o circulo de Mohr
para a superficie dada, em relagdo ao ponto O. Assim, as abscissas dos pontos A e B,
onde o circulo intercepta o eixo, representam, respectivamente, os momentos principais

de inércia e © Lop, da superficie.

" Este segundo nome & o de uso carrente nos cursos de Engenharia no Brasil (N doR T)
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¥ P

n

Figura 9.19

Observamos tamhém que, como tg(XCA)=2P /U - 1), 0angulo XCA é1gual
em valor a um dos angulo 28, que satisfazem a Eq.(9.25); assim; o angulo 8, que define
na Fig. 9.19a o eixo principal Oa, correspondente ao ponto A na Fig. 9.19b, pode ser
obtido dividindo-se ao meio o angulo XCA medido no circulo de Mohr. Observamos, além
disso, que, se [ > 1 e ny = 0, como no caso aqui considerado, a rotagdo que traz CX
ate CA éde sentidnlhorarib. Nesse caso, 0 angulo 6, , obtido a partir da Eq. (9.25) e que
define o eixo principal Oa, na Fig. 9.19a, é negativo; assim, a rotagdo que traz Ox até
Oa é também de sentido hordrio. Concluimos que os sentidos de rotagao em ambas as
partes da Fig. 9.19 sdo os mesmos; se uma ratagao em sentido horario de valor 26, for
necesséria para trazer CX até CA no circulo de Mohr, uma rotagao horana de valor 6,
trara Ox até o eixo principal correspondente Oa na Fig. 9.19a.

Como o circulo de Mohr é univocamente definido, o mesmo circulo pode ser
obtido considerando-se os momentos e produtos de inéreia da superficie A em relagio a
eixos ortogonais u e v (Fig. 9.19a). O ponto U, de coordenadas [ e P, e o ponto V, de
coordenadas/, e - P, , estdo, portanto, localizados sobre o circulo de Mohr, e 0 angulo
UCA na Fig. 9.19b deve ser igual a duas vezes o angulo u0a na Fig. 9.19a. Conforme se
observou anteriormente, como o angulo XCA é duas vezes o angulo x0a, segue-se que 0
angulo XCU na Fig. 9.19b ¢é duas vezes o angulo xOu na Fig. 9.19¢. Assim, o diametro
UV que define os momentos e o produto de inercia 1.1, eP, dasuperficie dada, em
relacdo aos e1xos ortogonais u e v, que formam um angulo 8 com os eixos x e y, pode ser
obtido girando-se de um angulo 26 o diametro XY, correspondente aos momentos e ao
produto de inércia I, I e P Observamos que a rotacdo que traz o diametro XY para
o diametro UV na Fig, 9 19h tem o mesmo sentido da rotacdo que traz os eixos xy para
os eixos uv na Fig. 9.19a

Y
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Deve ser observado que o uso do circulo de Mohr nao estd limitado a solugoes
graficas, isto é, solugées baseadas no tracado e nas medidas cuidadosas dos varios
parametros envolvidos. Simplesmente tragando o circulo de Mohr e usando trigo-
nometria, pode-se deduzir facilmente as varias relagoes necessarias a solu¢ao numérica
de um dado problema. Cdlculos numeéricos podem, entdo, ser efetuados em uma
calculadora (ver Problema Resolvido 9.8).

Problema Resolvido 9.6

Determinaro produto de inéreia do triangulo retangulo ilustrado (a) em relagao
aos eixos x e y e (b) em relagdo aos eixos baricéntricos paralelos aos eixos x e y.

a) Produto de Inércia P . Ura faixa retangular vertical é escolhida como
elemento diferencial de drea. Usando o teorema dos eixos paralelos, temos

dP_ = dP, +%, ¥, dA

xy [

Como o elemento é simétrico em relagdo aos eixos x' e y', observamos que a'.Px.’. =0. Das
propriedades geométricas do triangulo, obtemos

*ol

|
1]
tad
e
o
|
B | =
b
|
[
P~
ey
=
|
Q";.g
N
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Integrando dPx}, de x =0, até x = b, obtemos

ny=J.dny=_[ %,7,dA = jb,{ h? ]zdx

3 2 3 4
_ 2| x _x x _ 2|2 =z x
=h . [2 b - —2)dx h {——4 3%t —sz .

L]

b) Produto de Inércia ﬁx'v" As coordenadas do baricentro do triangulo sio

=
1]
Q=
o
‘e
ol

Utilizando a expressdo para P obtida no item (a), aplicamos o teorema dos eixos
paralelos e escrevemos

Pnz J:,_‘_4|~3‘;§A
1,22 5 1.)(1,0(1
B2 = Py + BbJBhJ[zbh]
5 ) 52 .9
Bop = o B0 =~ <= 1PR
Py = — 521t

= oL j2as
P —24.6!3 =
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Problema Resolvido 9.7

Para a se¢do representada, foram calculados os momentos de inércia com
relag@o aos eixos x e y, que sdo

1.=104 cm® I = 6,97 em?
o

Determinar: (a) os eixos principais da segio em relacdo a O e (b) os valores dos
momentos principais de inércia da se¢do em relacdo a O.

~—3,00 cm —

-

0.50cm E

4,00 cm (] : x
— +—=050cm 050cm

— 3,00 cm —]_1—

Solug¢do. Em primeiro lugar, calewlamos o produto de inéreia em relacdo aos
eixos x e y. A drea é dividida em tris retdngulos, como ilustrade. Observamos que o
produto de inércia P, ,em relacao aos eixos bariwéntricos paralelos aos eixos x e y é zero
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" para cada retangulo. Usando o teorema dos eixos paralelos P = Px.y. + x'yA, verifi-
camaos que, para cada retangulo, Px}, reduz-seaxy A.

1,25 cm
B |
’ 1.75¢cm
LT
! 1l
1.75cm
111
*] |
1,25 cm
Retangulo Area, em’ x, cm ¥, cm Iy A, cm*
I 1,50 1,26 +1,75 - 3,28
11 1,50 0 0 0
111 1,50 +1,25 - 1,75 -3,28
IXyA=-6,56

P =3X%ijA=-656cm

Xy

a) Eixos Principais. Como os valoresde I, I e Pry sao conhecidos, usamos a
Eq. (9.25) para determinar os valores de 8, - '

20, =754 e 2554
8 =127,7" &
m
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b) Momentos Principais de Inérecia. Usando a Eq. (9.27), escrevemos

[ 7
- IL:,II + [{L—__IIJ + P2
Ty

2

2

10,4 + 6,97 '\F _
oo S [&4——6'97)2 + (- 6,56)>

4 4
I 6x = 15,5 cm Im,n = 1,90 cm
4

4_ 4 4
Imax = 15,5 % 10" mm Imm =190x 10" mm~ «

Observando que a superficie estd mais afastada do eixo a do que do eixo b, concluimos
quel =1 . =155% 10* mm*® e Iy=1I . =190x 10* mm*. Essa conclusdo pode ser
verificada substituindo-se ® = 37,7" nas Egs. (9.18) e (9.19).

Problema Resolvido 9.8

Para a se¢do tlustrada, os momentos e o produto de inércia em relagdo aos eixos
xey foram calculados, sendo seus valores I, = 4,32 % 10° mm‘, I =290x 10° mm” e
P _=-273x 108 mm*. Utilizando o circulo de Mohr, determinar: lya) 0s elxos principais
da secdo em relagdo a O, (b) os valores dos momentos principais de inércia da se¢do em
relagdo a O e (c) os momentos e o produto de inércia da secdo em relag@o aos eixos u e v,
que formam um angulode 60° com os eixos x e y. (Nota: Essa se¢ao é a mesma do Problema
Resolvido 9.7.)

S TNPE
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L152% 102X 12.7

Solugdo. Em primeiro lugar, representamos o ponto X, de coordenadas
I =432, P_ =-2,73,e0ponto Y, de coordenadas I, = 2,90, — ny =+2,73. Unindo X e
Y por uma linha reta, definimos o centro C do circizlo de Mohr. A abscissa de C, que
represental, .. eoraioR docireulo podem ser medidos diretamente ou calculados como
se segue:

- _1 _1 6 4 6 4, _ e
Inﬁd'— 0C =~ E(Ix +Iy)— 2{4,32x10 mm- + 2,90 x 10° mm") = 3,61 x 10° mm

R = (€D + X% = V(0,71 x 10° mm*)? + (2,73 x 10° mm?)? = 2,82 x 10° mm*

P, (10° mm’)

Y (2,90, + '2,73),___\

1.0 {Iﬂb mm‘)

X{4,32,-273)

a) Eixos Principais. Os eixos principais da se¢do correspondem aos pontos A
e B no circulo de Mohr, e 0 angulo que devemos girar CX para trazé-lo em CA define 26
Temos

tg 20

~DX 2B _ges 5o 54 6 =317 =

m - CD 0.7
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Assim, o exo principal Oa, correspondente ao valor mdximo do momento de inércia, é
obtido girando-se o eixo x de um Gngulo de 37,7° no sentido anti-hordrio; o eixo principal
correspondente ao minimo valor do momento de inércia pode ser obtido girando-se o eixo
y do mesmo éangulo.

b) Momentos Principais de Inércia. Os momentos principais de inércia sao
representados pelas abscissas de A e B. Temos

I,:=0A=0C+CA=I_,, +R=(361+28210° mm*
I . =643x10°mm* =
6 4
Iyw=0OB=0C-BC=1_, ~R=(361-282)10°mm

I =0,79%10°mm* «

c) Momentos e Produto de Inércia em Relacao aos Eixos wv. Os pontos
Ue V no circulo de Mohr, que correspondem aos eixos u e v, sGo obtidos girando-se CX e
CY de um dngulo 28 = 2(60°) = 120° no sentido anti-hordrio. As coordenadas de U ¢ V
fornecem os momentos e o produto de inércia procurados. Observando que o dngulo que
UC formacomoexol é ¢=120"-754" = 44,6°, temos

I,=OF = OC + CF = 3,61 x 10° mm* + (2,82 x 10° mm*) cos 44,6*
I =562x10°mm?

I,=0G =0C - GC = 3,61 x 10° mm* — (2,82 x 10® mm*) cos 44,6°

1,=160x10° mm* <

P, =FU=(282x 10° mm*) sen 44.6°

P b= +1,98 x 10 mm* =




T

- (] 4
2 B2% 10 mm

!

Problemas

9.47 2 9.50 Determine por integragdo direta o produto de inércia da superficie dada em

relagao aos eixos xe y.

I

1,

Figura P9.47

——b
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Figura P9.49

Estatica

o
561X 10 mm

N
a \
0 —-—-—l—'-—x

Figura P9.50
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9.51 a 9.55 Usando o teorema dos eixos paralelos, determine o produto de inércia da
superficie ilustrada em relagao aos eixos baricéntricos x e y.

¥
= %0 mm —{

W T

et

110 mm 110 mm —
40 mm
\

o6

Figuras P9.51 e P9.52

¥
10
= un-—r‘———m

120
180 |
G Ll x
150
120

-—-—IS()—-—L—!Z{]—*!

Dimensdes em cm

Figura P9.53
Dimensoes em mm Y
|'—25.2" 6,4
—_—
————JJ 12,52
‘ [ € T o x
51
_l._
< |- a

| — 76 |

Dumensdes em mim

Figuras P9.54 e P9.55
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9.56 Determine os momentos de inércia e os produtos de inércia da supericie do Prob.
9.54 em relagdo a novos eixos, baricéntricos, obtidos pela rotagdo anti-horaria de 30" dos
eixos xe y.

9.57 Determine os momentos de inércia e o produto de inércia do quarto de circulo do
Prob. 9.50 em relagao a novos eixos obtidos pela rotagao dos eixos x e y em torno de O, (a) de 30°
no sentido anti-horario e (b) de 45" no sentido anti-horério.

9.58 a 9.60 Determine a orientagao dos eixos principais baricéntricos e os corres-
pondentes valores dos momentos de inércia para as superficies indicadas:

9.58 Superficie do Prob. 9.52.
9.59 Superficie do Prob. 9.53.
960 Superficie do Prob. 9.54.

9.61 Determine a orientagao dos eixos principais baricéntricos e os valores corres-
pondentes dos mementos de inércia para a segao reta ilustrada, Despreze os efeitos dos arredonda-
mentos no calculo de PW‘ (Os momentos de inércia J'xe "Jf do perfil angular sdo dados na
Fig. 9.13.)

100

“pmqﬁm

Figura P9.61
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9.62 Usando o circulo de Mohr, determine os momentos de inércia e o produto de
inércia do quarto de circulo do Prob. 9.50 em relagio aos novos eixos obtidos pela rotagao dos eixos
x e yemlorno de O, (a) de um angulo de 30" no sentido anti-horario e (b) de um angulo de 45° no
sentido anti-horario

9.63 Usando o circulo de Mohr, determine os momentos de inércia e o produto de
inércia da superficie do Probl. 9.54 em relagdo a novos eixos baricéntricos obtidos pela rotagao dos
eixos x e yde um angulo de 30°, no sentido anti-horario.

9.64 Determine a orientagao dos eixos principais baricéntricos e os correspondentes
valores dos momentos de inércia da superficie do Prob. 9.51 utilizando o circule de Mohr. (Sao dados
l,=6,16x105mm?* e =609 x 10% mm4)

9.65 a 9.68 Utllizando o circulo de Mohr, determine a orientacéo dos eixos principais
baricéntricos e os correspondentes valores dos momentos de inércia para as superficies
indicadas:

9.65 Superficie do Prob. 9.52.
9.66  Superficie do Prob. 9.53.
9.67 Superficie do Prob. 9.54,

9.68 Usando o circulo de Mohr, mostre que para qualguer poligono regular (tal como
um pentagono) (&) o momente de inércia em relagao a todos os eixos que passam pelo baricentro &
o mesmo e (b) o produio de inércia em relagao a qualquer par de eixos que passam pelo baricentro
e zero

*9.69 Prove que a expressao I, = Pw? onde |, /., e P,, representam, respectiva-
mente, 0s momentos e o produto de inércia de uma superficie dada em relacio a dois eixos
retangulares u e v que passam por um ponto O, € independente da orientagao dos eixos u e v
Considerando o caso particular em que os eixos v e vcorrespondem ao maximo valor de P, mostre
que a expressao dada representa o quadrado do segmento da tangente ao circulo de Mohr, tracada
a partir da origem das coordenadas

*8.70 Utllizando a propriedade da invariancia estabelecida no problema precedente,
expresse o produto de inercia ny de uma superficie A em relacao a dois eixos retangulares gue
passam por Oem fungao dos momentos de inércia I, e | de A e dos momentos principais de inércia
Imin & Inayde Aem relagio a O. Aplique a férmula obtida para calcular o produto de inércia ny da
secao reta de um perfil angular de 100 x 70 x 10 mm indicada na Fig. 9.13, sabendo que seu
mamento de inércia minimo & 36,97 cm®.
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Momentos de Inércia de Corpos

9.11. Momento de Inércia de um Corpo. Consideremos uma pequenamassa
Am presa a uma haste de massa desprezivel que pode girar livremente em torno de um
eixo AA’ (Fig. 9.20e). Se for aplicado um bindrio ao sistema, a haste e a massa,
consideradas inicialmente em repouso, comegardo a girar em torno de AA’. Os detalhes
desse movimento serdo estudados, mais tarde, em Dinamica. No momento desejamos
somente indicar que o tempo necessario para o sistema aleangar uma certa velocidade
de rotagdo ¢ proporcional 4 massa Am e ao quadrado da distancia r. O produto 2 am
fornece, portanto, uma medida da inércia do sistema, isto é, da resisténcia que o sistema
oferece quando tentamos coloca-lo em movimento. Por essa razdo, o produto 2 Am é
denominado momento de inércia da massa Am em relagao ao eixo AA"

Consideremos agora um corpo de massa m que deve girar em torno de um eixo
AA’ (Fig. 9.20b). Dividindo o corpo em elementos de massa Am,, z}ngtc., verificamos
que a resisténcia oferecida pelo corpo é medida pela soma r®; Am, + 17, Am, + ... Essa
soma define, portanta, o0 momento de inércia do corpo em relacdo ao eixo AA". Aumen-
tando o nimero de elementos, verificamos que o momento de inércia no limite é igual a
integral

(9.28)

O raio de giragio k* do corpo em relagdo ao eixo AA' é definido pela relagdo

- E (9.29)
m

I=k*m ou

* Também comumente chamado ralo de inércia. (N do RT)
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/ /
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far) () {c)
Figura 9.20

O raio de giragdo k representa, portanto, a distancia a qual a massa do corpo deve se
concentrar para que seu momento de inércia, em relagdo ao eixo AA’, permaneca
constante (Fig. 9.20c). Se for conservada em sua forma original (Fig. 9.205) ou se for
concentrada conforme indicado na Fig. 9.20c, a massa m reagird sempre do mesmo modo
auma rotagéo ou giragdo em torno de AA".

_ No SI de unidades, o raio de giragdo k£ é expresso em metros e a massa, em
quilogramas. O momento de inércia de uma massa, portanto, serd expresso em kg - m2,

O momento de inércia de um corpo em relagdo a um eixo coordenado pode
facilmente ser expresso em termos das coordenadas x, y, z do elemento de massa dm
(Fig. 9.213. Ohservando, por exemplo, que o quadrado da distancia r do elemento dm ao
eixoy 6 z° + x°, exprimimos o momento de inércia do corpo em relagao ao eixo y por

Iv:‘[ rdm = J % + 2% dm

Expressées semelhantes podem ser obtidas para os momentos de inércia em
relagio aos eixos x e z. Temos, assim,
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I = J (y2+22)dm
(9.30)
1= J 22+ dm
¥

Izz -[ (.12+y2)dm

Figura 9.21

9.12. Teorema dos Eixos Paralelos. Consideremos um corpo de massa m.
Seja Oxyz um sistema de coordenadas cartesianas com origem num ponto arbitrario O,
e Gr’y’2’' um sistema de eixos baricéntricos paralelos, isto é, um sistema com origem no
baricentro G do corpo* e com eixos x’, ¥', z' respectivamente paralelosax,y e z (Fig.9.22).
Sejamx, ¥, z as coordenadas de G em relagdo a Oxyz. Escrevemos as seguintes relagoes
entre as coordenadas x, y, z do elemento dm em relagio a Oxyz e suas coordenadas x’,
y’, 2’ em relagéio aos eixos baricéntricos Gxy’z”:

x=x"+X y=y+5 z2=2'+2 (9.31)

Recorrendo s Egs. (9.30), podemos exprimir o momento deinércia de um corpo
em relacdo ao e1xo x como se segue:

; rve que o termo baricéntrico ¢ Lsado para definir um &ixo gue passa pelo baricentre G 40 corpc, mesmo
que Gnis coincida com o centréide (ou centro geométrico) do sélido geométnico definido pelu ~orpo
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L = ‘[(yz+zz)dm = J K\f’+37)2+(z‘+2)2}dm = I(y'2+z’2)dm+

+2§J y'dm+ 22 J z'dm +()72+52)_[dm

Figura 9.22

A primeira integral na expressdo obtida representa o momento de inércia I,
do corpo em relagdo ao eixo baricéntrico x’; as segunda e terceira integrais representar}ru
os momentos de primeira ordem do corpo em relagio aos planos zx’ e x'y’, respectiva-
mente, e, como ambos os planos contém G, as duas integrais sdo nulas; a ultima integral
¢ igual a massa total m do corpo. Temos, portanto,

Ir =2 :’1_, - m@z + 22J (9.32)

e, analogamente,

= 17.+ mr_zxn_z'. 7 £ 7 1'—2 o2
f}_ 4 (Z L=1"L +mx +5)

l
| (9.32)
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Podemos verificar facilmente da Fig. 9.22 que a soma 7% + ° representa o
quadrado da distancia OB entre os eixos y e y'. Analogamente, ?2 +Z ex +%y
representam os quadrados das distdncias entre os eixos x e x' e 08 eixos z e Z,
respectivamente. Sendod a distéincia entre um eixo arbitrdrio AA’ e um eixo baricéntrico
paralelo BB’ (Fig. 9.23), podemos, portanto, escrever a seguinte relagdo geral entre o
momento de inércia de um corpo em relagéio a AA’ e seu momento de inércialem relagéo
a BB

I = 1+md? (9.33)

Figura 9.23

Exprimindo os momentos de inércia em termos dos correspondentes raios de giragéo,
podemos também escrever

k2 = B+ d? (9.34)

onde k ¢ E representam os raios de giragdo em relagdo a AA’ e BB, respectivamente.

9.13. Momentos de Inércia de Placas Delgadas. Consideremos uma placa
fina de espessura uniforme ¢, feita de um material homogéneo de massa especifica p
(massa especifica = massa por unidade de volume). O momento de inércia da placa em
relagdo a um eixo AA’ contido no plano da placa (Fig. 9.24a) é

IM.= J rdm
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Como dm = pt dA, escrevemos:
I,,.= ptj r? dA
AA

) Porém, r representa a distancia do elemento de drea dA ao eixo AA"; a integral
é, portanto, igual aoc momento de inércia da superficie da placa em relagéo a AA”. Temos

ptl

AA’, superficie (9.35)

Figura 9.24

Analogamente, em relagdo a um eixo BB’, perpendicular a AA’ (Fig. 9.24b), temos

I = ptl

BE', corpo BB’, superficie (9.36)

_Considerando, agora, o eixo CC, perpendicular & placa, e que passa pelo ponto C de
intersegdo de AA’ e BB' (Fig. 9.24c), temos

ICC’- corpo |:'t"]r\{f, superficie (9.37)

onde J, é o momento polar de inércia da superficie da placa em relagdo ao ponto C.
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Recordando a relagdo J, =1, +Igp existente entre os momentos de inércia
polar e retangular de uma superficie, escrevemos a seguinte relagio entre os momentos
de inércia de uma placa fina:

I

't gp (9.38)

Ioe=

Placa Retangular. No caso de uma placa retangular de lados a e b (Fig. 9.25),
obtemos os seguintes momentos deinérciaemrelagdoa eixos que passam pelobaricentro

da placa:

1 3
IM‘, corpo = pHM', superficie = pt (ﬁ a b)

1 3
Ipp corpo = PUpp:, superficie = PE (ﬁ“b )

Figura 9.25

Observando que o produto pabt é igual &2 massa m da placa, escrevemos os momentos
de inércia de uma placa retangular fina como se segue:

o B (9.39)
IM.s—l—é—ma Ipgp = 12mb
1 (9.40)
TIoer =Typ + Ipp = Em(a2 + 62)
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Placa Circular. No caso de uma placa circular, ou disco, de raio r (Fig. 9.26),
escrevemos

- 1_4
]AA " corpo ptIAA’, superficie pt (Z nr)

Observando que o produto pru'zt éigual Amassamdaplacaequel, .= Ipp , escrevemos
o momento de inércia de uma placa circular como se segue:

aiF 1 .2 9.41)

(9.42)

9.14. Determina¢éo do Momento de Inércia de um Corpo Tridimen-
sional por Integrag¢do. O momento de inércia de um corpo tridimensional é obtido
calculando-se a integral I = | r2 dm. Se o corpo é feito de um material homogéneo de
massa especifica p, temosdm = p dV e escrevemos I = pf 2 dV. Essa integral depende
somente da forma do corpo. Para calculd-la, serd geralmente necessario realizar uma
integragdo tripla, ou pelo menos dupla.

No entanto, se o corpo possui dois planos de simetria, geralmente é possivel
determinar seu momento de inércia por meio de uma integragdo simples, escolhendo
_como elemento de massa dm a massa de uma fatia fina, perpendicular aos planos de

simetria. No caso de corpos de revolugio, por exemplo, o elemento de massa deve ser
um disco fino (Fig. 9.27). Usando a férmula (9.42), o momento de inércia do disco, em

i ok i S
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» o i . . . 3 ¥ T —_—
relagdo ao eixo de revolugdo, pode ser facilmente calculado, conforme indica a Fig. 9.27. | |
Seu momento de inércia em relagdo a cada um dos outros dois eixos coordenados serd | ‘
obtide usando-se a férmula (9.41) e o teorema dos eixos paralelos. A integragdo | “Hhuis delgde o T2 Ak |
das expressoes obtidas fornecera os momentos de inércia desejados do corpo de | |
revolugado. i |
[ | |
- 1 iy
i | )
| Ir = dem{lP + ¢
| Placa rotangular fina | I, = yme?
I, = fymb?
|
& i femib® 4 )
isma rewngular I rfamfe? 4 a?)
. I, = fymia? + b3
h
i
.’I
2 ~ | ‘::\‘x
dm = pire” dx a0 L
dl, = lzyﬁ dm = e :‘ = 3“":
tﬂy:dl’v+:"}dm=(%r‘:+12':drn v T
dl,=dl;+ i dm= [%rg +1%)dm
Figura 9.27 Determinagdo do momento de inércia de um corpo de revolugdo.
Cilindro circular 1, = yma?
I, = I = fymida® + LY
9.15. Momentos de Inércia de Corpos Compostos. Os momentos de inércia

« de algumas formas comuns sio dados na Fig. 9.28. 0 momento de inércia, em relagdo a ~ _

i um certo eixo, de um corpo formado por varias dessas formas simples pode ser obtido S i N PR
caleulando-se os momentos de inércia de suas partes componentes em relagdo ao eixo -, o] b= b= dmtde? & W)
desejado e somando-asem seguida. Deve-se observar, como ja haviamos feito para ocaso
de superficies, que o raio de giragdo do corpocomposto ndo pode ser obtido adicionando-se
os raios de giragio de suas partes componentes.

Esforn ) I, =1, = 1. = tma?
- L}
Problema Resolvido 9.9 Figura 9.28 Momentos de inércia de sélhidos de formas geomeétricas comuns
Determinar o momento de inércia de uma haste delgada de comprimento L e
massa m em relagdo a um ewxo perpendicular a haste e passando por uma de duas

extremidades.

4 |
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/l B
;--/ l————f,———!

Solugdo. Escolhendo o elemento diferencial de massa indicado, escrevemos

dm:rdx
3qL 2
N T 2m , _|(mx” _mL”
1 dem"IOxLit_[L:iL Iy.. 3 =
r

Problema Resolvido 9.10

Determinar o momento de tnércia do prisma retangular homogéneo ilustrado
em relagdo ao eixo x.

Solucédo. Escolhemos como elemento diferencial de massa a fatia delgada
itlustrada, para a qual

dm = pbedx

Forgas distribuidas: momentos de inéreia 665

Reportando-nos @ Secdo 9.13, encontramos que o momento de inércia do elemento em
relagdo ao eixo 2" é

= 12
dl, = 12 b“dm
Aplicando o teorema dos eixos paralelos, obtemos o momento de inércia da fatia em
relagdo ao eixo z é

- 2 . _ 1,2 Fogos oL o5
dl =dI, + x dm—Eb dm +x“dm = (12b +x%) pbe dx

Integrando de x =0 a x =a, obtemos

a
= i Logm.. o . A g 1o
!2 = J dl_ = '[0 (12b + x%) pbedx = pab(‘(lzb - 30}
Como a massa total do prisma é m = pabe, podemos escrever
(L2, 12 _ 1 2. g2
Iz_m{lzh +3a} Iz_mm(ékl +b%) =

Observamos que, se o prisma é delgado, b é pequeno comparado com a e a expressdo para
I, reduz-se a ma’/3, que é o resultado obtido no Problema Resolvido 9.9 quando L = a.
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Problema Resolvido 9.11

Determinar o momento de inércia de um cone circular reto em relagdo a: (a) seu
eixo longitudinal, (b) um eixo que passa pelo vértice do cone e € perpendicular a seu eixo
longitudinal e (c) um eixo que passa pelo baricentro do cone e é perpendicular a seu eixo
longitudinal.

Solugdo. Escolhemos o elemento diferencial de massa tlustrado:

2
x 2 a® 2
r=a= dm = prr®dx = pn—x“dx
h P p B2
y ly‘
T dx o
{7
- i \
™ !
o — e
/ Tz \ i
i “\“‘--:‘_‘,/’r
oo s e o ]

a) Momento de Inércial . Usando a expressao derivada na Se¢do 9.13 para
wm disco fino, calculamos o momento de inércia do elemento diferencial em relag¢do ao
eixo x:

2 4
IR U R THE o W g
dl_= 2rdm = 2(:1 h} (pnhgx dx) = 2prth_tx dx

Integrando de x =0 a x = h, obtemos

hl a 1 h* 4
I :jd! :J- sonLxtdx = spn— - = Sspnah
* 5=ty B 2P 45 T 10
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, 1
Como a massa total do cone é m = 3 pnazh, podemos escrever

L e U (e S e e - 2
Ix_mprcah—ma (Bpmh]—wma I = -—ma® &

b) Momento de Inércia I,. O mesmo elemento diferencial serd usado.

Aplicando o teorema dos eixos paralelos e usando a expressdo deduzida na Sec¢do 9.13
para um disco fino, escrevemos

_ 2 = 1.a 2o bt a8
dly- dIy. + x“dm = g dm +x dm—(4r +x°)dm
Substituindo r e dm por seus valores obtemos

1a® » 2 a® & d? 4
dIyE[Z};Ex +x}(pnpx dx =prt?——;§+1xd.x

=

h 2 2 2( 2 5

I=Jd1='[pn£-2~a—2+1x4dx=pna—2ﬂa—z+lh—

Y Y Yo h*|4h h* 4k 5
Introduzindo a massa totel m do cone, reescrevemos I [, como se segue:

_3(1 2 421 2 D W
Iy-5[4a +hl3pmh Iy_srn[4a + h®| =

¢) Momento de Inércia I”. Aplicamos o teorema dos eixos paralelos e
escrevemos :
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=N idv]

k Resolvendo para I .~ e recordando que ¥ = = A, temos

gm
5

I.=1 —mi=
& g ¥

12 ,2 S50
(4a +h)—m(4h)

Lr=2%0

m (02 + %hg) —

Problema Resolvido 9.12

Um forjado de ago consiste em um prisma retangular de 152,4 mm x 50,8 mm
x50,8 mm e em dots cilindros de 50,8 mm de diémetro e 76,2 mm de comprimento, como
ilustrado. Determinar o momento de inércia em relacdo aos eixos coordenados. (Massa
especifica do ago: p = 7,85 x 10° kg,r’ma.)

76,2 mm

-

£
]

254 mm

S

50,8 mm

X

}/_’ I /50(.8 mm
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Calculo das Massas

Prisma. V = (50,8 mm)” (152,4 mm) = 0,393 x 10° mm® ou, como 1 mm? =

(102 m)® = 10% m3,

920,393 x 10° x 10° m® = 0,393 x 10 m®
m =pV = (7,85 x 10* kg/m®) (0,393 x 10 m®) = 3,09 kg

Cada Cilindro

V= nr?h = 1 (25,4 mm)4(76,2 mm) = 0,154 x 10° mm®
= 0,154 x 10 m?
m =pV = (7,85 x 10° kg/m?) (0,154 x 102 m?) = 1,21 kg

Momentos de Inércia. Os momentos de inércia de cada componente sio
calculados a partirda Fig 9.28, usando quando necessdrio o teorema dos eixos paralelos

Prisma l
|
L1 - 2 s \2 3 2
[ =1 = 12(3,09 kg)l(152,4 mm)“ + (50,8 mm)“| = 6,64 x 10° kg - mm
{y = —1!5{3,09 kg) [(50,8 mm)” + (50,8 mm)?] = 1,33 x 10° kg mm?
Cada Cilindro
I = %ma? +myt= %(1,21 kg) (25,4 mm)? +

+(1,21 kg)(50,8 mm)” = 3,52 x 10° kg mm?
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1 2. 2 S N i . 2 2
L = 5 miBa“ + LY+ mx = 12‘L1,21 kg) [3 (25,4 mm)© + (76,2 mm) ]
+ (1,21 kg)(63,5 mm)? = 5,67 x 10> kg - mm”
I = 15 m (302 + L% + m(z + 5% = -1%( 1.21 kg) [3(25,4 mm)* +
+(76.2 mm)?] + (1,21 kg) (63,5 mm)® +
+(50,8 mm)?] = 8,78 x 10° kg - mm”
Corpo Inteiro. Somando o0s valores obtidos, e observando que 1 mm’>
{10'3 m)z = 10'6 m°, temos

I,=664x10" kg mm 2, 9(352x 10° kg mm?) = 13,68 x 10° kg mm?

I -1368%x 107 kg m

I, = 1.33 x 10° kg - mm? + 2 (5,67 x 10° kg - mm2) = 12,67 x 10° kg - mm?

2

=

f"1261><10 kg m? =

I,=664x 10" kg mm 2, 9(8.78 x 10° kg - mm?) = 24,2 x 10’ kg - mm”

!_242><10 kg m

2 50,8 mm

b

1524 mm

50.8 mm

2

=
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Problema Resolvido 9.13

Untt pe¢a de uma maquina é fetra de uma chapa de aco de 4 mm. Sabendo que
a massa especifica do ago é 7,85 x 10 kgf'm3 determine o momento de inércia da pega
em relagao aos eixos coordenados da figura.

.~
B il
Dimensdes em mm

Solugdo. A pega é formada por uma placa semicircular mais uma placa
retangular menos uma placa circular.

Calculo das Massas

Placa semicircular

2, _ 1

V)= sw¥ = 210,080 m0,004 m) = 40 x 10 m?

my = pV, = (7,85 x 103 kg/m3)(40 x 106 m3) = 0,32 kg
Placa retangular

V, = (0,200 m) (0,160 m) (0,004 m) = 0,13 x 10-3 m?

my, =pV, = (7,85 x 103 kg/m?) (0,13 x 10 m?) = 1,02 kg
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Placa circular

V, = ma’t = (0,050 m)%(0,004 m) = 31 x 106 m?
mq =pVy=(7.85x 103 kg/m?) (31 x 106 m?) = 0,247 kg

z
d=0,100m

Momentos de Inéreia. Utilizando o método exposto na Se¢ao 9.13, calculamos
o0 momento de inércia de cada componente.

Placa semicircular. Da Fig. 9.28 temos, para uma placa circular de massa
m e raio r:

L. .5
2 ¥ L= i

-
I

|
'y
=
=

&
P

1]

Por causa da simetria temos, para uma placa semicircular,

I =

x

B | =

1 2 s Ly ko8
(zmr: Iy-fz—w 2(4mr)
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Sendo a massa da placa semictrcular m, = % m, resulta
1= 1 lm2y= 1032 kg) 0080 m)2 = 1,01 x 109 2
x 99 ok v g 1 = 1, 1x10 kg - m

711 1
L=l=g (gmrz) « Smarde 7 0,32 kg) (0,080 m)? = 0,51 x 103 kg - m?

(=N

Placa retangular

1 1

I, = 75 mye* = 35(1,02kg) (0,160 m)2 = 2,18 x 109 kg - m?
L =tmp? = La02k 2 3kg - m?

, =g mab? = 3(1,02Kkg) (0,200 m)? = 13,6 x 103 kg - m

I, = I,+1,=(218+136) (103 =158 x 10 kg - m?

Placa circular

1 1
o= 3 mga” = 300,247 kg)0,050 m)? = 0,154 x 103 kg m?

1 : 1 ;
I, =5 mga”+ mqd? = 500,247 kg)(0,050 m)2 + (0,247 kg)(0,100 m)? =
=  2,78x103 kg m?
1 i
I, =, mya®+mgd? = 7(0.247 kg)(0,050 m)? + (0,247 kg)(0,100 m)? =

= 262x10%kg. m2

R i =
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Peca intetra
I.=(1,01+2,18-0,154)(10°%) kg - m* I =304x10%kg m? =
I,=(0,51+158- 2,78)(103) kg - m? I =135x10%kg m? <

11,5 x 103 kg - m? «

I,=(0,51+13,6 -2,62)(10% kg - m? I

M
Problemas

9.72 Determine o momenio de inércia de um anel de massa m, cortado de uma placa
fina e uniforme, em relagdo (a) ao didmetro AA' do anel e (b) ao eixo CC' perpendicular ao plano do
anel.

9.73 Uma placa semicircular fina tem raio a @ massa m. Determine o momento de
inércia da placa em relagao ao eixo baricéntrico: (a) BB e (b) CC".

4 A
—_ B
/’(/’
L ¢ J/// )
" 5 N
o >/ ﬂ\x
1~ ..
! B oz
c
A A

Figuras P9.72 e P9.73

9.74 Uma placa fina de massa m tem a forma de um triangulo equilatero de lado a.
Determine o momento de inércia da placa em relagao aos eixos DD' e EE paralelos aos eixos
baricéniricos BB ' e CC'. respectivamente.

9.75 Determine o momento de inércia da placa do Prob. 9.74 em relagao aos eixos
baricéntricos (a) AA' e BB contidos no plano da placa & (b) CC' perpendicular a placa

4
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Figura P9.74

9.76 O paralelogramo da figura é feito de uma chapa fina de massa m. Determine o
momento de inércia do paralelogramo em relagdo aos eixos: (a) y e (b) AA" perpendicular ao
paralelogramao.

A

z )<>/B 5
B
Figura P9.76

9.77 Determine o momento de inércia do paralelogramo da Prob. 9.76 em relagao aos
exas: (a) xe (b) BE' perpendicular ao paralelogramo.

9.78 Determine, por integragao direta, o momento de inercia, em relagao ao eixo y, do
cilindro circular reto mostrado, supondo a massa especifica uniforme e uma massa m.

Figura P9.78




676 Mecanica Vetorial para Engenheiros — Estdtica

9.79 A superficie ilustrada é girada em torno do eixo x para formar um solido homo-
géneo de revolugao, de massa m. Determine o momento de inércia do solido, em relagao ao eixo x,
em termos de m, a e n. A expressao obtida pode ser usada para verificar o valor dado na Fig. 9.28
para o cone (com n=1).

y= kx"—

l. h —-J.

Figura P9.79

9.80 Determine, por integragao direta, o momento de inércia e o raio de giragao, em
relagao ao eixo y, do paraboléide ilustrado, supondo a massa especifica uniforme e uma massa m.

9.81 Determine, por integragdo direta, 0 momento de inércia e o raio de giragao, em
relacao ao eixo x do paraboldide ilustrado, supondo a massa especilica uniforme e uma massa m.

e

Figuras P9.80 ¢ P9.81

9.82 Determine, por integragao direta, 0 momento de inércia, em relagao ac eixo ¥, da
miramida ilustrada, supondo a massa especifica undorme e uma massa m.

9.83 Determine, por integracao direta, o momento de inércia, em relagac 2o e x2 X, da

wramige ilustrada, superdo a massz &

pecifica unifarme @ uma massa m.
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Figuras P9.82 ¢ P9.83

9.84 Uma placa fina retangular de massa m esta soldada a um eixo vertical AB com o
qual forma um angulo 8. Determine, por integragao direta, o momento de inércia da placa em relagao
aos eixos (a) ye (b) z.

9.85 Um arame delgado de ago tem aforma de um arco de circunferéncia, como mostra
a figura. Sendo m' a massa por unidade de comprimento do arame, determine os momentos de
inércia do arco em relagdo aos eixos coordenados.

/ %I"?x%b\]

Figuras P9.84 ¢ P9.85

9.86 Determine 0 momento de inércia e o raio de giragao do volante de ago ilustrado,
em relagaoc ao eixo de rotagao. Os raios do volante foram substituidos por uma chapa de 25 mm de
espessura. (Massa especifica do ago = 7,85 « 107 kg/m3.)
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9.87 A segaoretade um pequeno volante € ilustrada. O aro e o cubo sao acoplados por
oito raios (dois dos quais estao mostrados na segao reta). Cada raio tem uma area de segao reta de
160 mm2. Determine o momento de inércia e o raio de giragao do volante em relagao ao eno de
rotagao. (Massa especifica do ago = 7,85 x 10% kg/m3 )

25 mm J_
|£ ) l_ 150 e 30 | Iu: 180 4.!xu
i 100 \ ’
= |-—1m—

"_ 150 _‘l Dimensdes em mm

Figuras P9.86 ¢ P9.87

Dimensbes em mm

9.88 A peca da figura foi feita usinando-se uma superficie conica em um cilindro
circular. Com b = % h, determine o momento de inércia e o raio de giragao da pega em relagao ao
eixo y.

9.89 Sabendo que a concha hemisférica fina mostrada tem massa m e espessura t
determine o momento de inércia da concha em relagac ao eixo x. {Sugestao: Considere a concha
como formada pela remogao de um hemistério de raio r, de um hemisfério de raio r + t; entdo
despreze os termos contendo t2 e t3. e mantenha aqueles termos que contém L)

Figuras P9.88 e P9.89
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9.90 Sabendo que o momento de inercia do brago de conexdo de 3,1 kg da figura, em
relagao ao eixo AA', é igual a 160 x 102 kg - m?2, determine seu momento de inércia em relagdo ao
eixo 88°, sendo r =204 mm e r, = 126 mm.

9.91 Determinou-se experimeniaimente que os momentos de inércia do brago de
conexao de 1,8kg em relagio aos eixos dos mancais, AA" e BB', sio, respectiva-
mente, 144.= 65 x 10°kg - m? e [gg.= 33 x 10 %g - m2. Sabendo que , + 1, = 275 mm, determine:
(a) a posigao do eixo baricéntrico GG'e (b) o raio de giragao em relagao ao eixo GG',

Figuras P9.90 e P9.91

9.92 Determine o momento de inércia e o raio de giragao da pega de ago da figura, em
relagao ac eixo BB ', quando a = 200 mm, h = 100 mm e r=75mm. (A massa especifica do ago
é 7.85 x 10° kg/m3.)

Bl

o %

Y

: 4“/L’/

Figuras P9.92 e P9.93
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9.93 Para fazer uma pega, deve-se fazer um furo circular de raio r centrado em uma
chapa retangular de ago, como mostra a figura. Sendo p a massa especifica do ago, determine: (a) o
momento de inércia da pega em relagdo ao eixo BB', (b) o valor de r para o qual Igg. é maximo.
sendo ae h fixos e (¢) o valor correspondente de /gg. e do raio de giragao kgg..

9.94e9.95 A pegada figura é feitade uma chapa de ago de 2mm de espessura. Sabendo
que a massa especifica do aco é 7,85 x 10% kg/m3, determine os momentos de inércia da pega em

relacdo aos eixos (a) x, (b) ye (c) z.

Figuras P9.94 e P9.95

9.96 Uma lamina de ago de 0,75 mm de espessura é usada para fazer a pega da figura.
Sendo a massa especifica do ago 7,85 x 103 kg/m3, determine o momento de inércia da pega em
relagdo a cada eixo coordenado.

i 9.97 Um refletor para rastreamento por radar tem duas faces formadas por quartos de
circulo de 375 mm de raio, sendo a terceira face um triangulo. O refletor é feito de chapa de aluminio
de espessura uniforme e igual a 1,25 mm. Sabendo que a massa especilica do aluminio
&272x% 10° kgfma, determine o momento de inércia do refletor, em relagdo a cada eixo coordenado.

5 ™,

Figuras P9.96 ¢ P9.97
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9.98 € 9.99 Determine 0 momento de inércia da pega de ago da figura, em relacao ao
eixo x. (Massa especifica do aco = 7,85 x 10° kga’ma.}

45 Dimensdes em mm

Figuras P9.98 ¢ P9.101

9.100e9.101 Determine o momento de inércia da pega de ago da figura, em relagéo ao
eixo y. (Massa especifica do ago = 7,85 x 108 kgf‘rna_)

Dimenstes em mm

Figuras P9.99 e P9.100

9.102 O componente da figura é feito de fio homogéneo de massa por unidade de
comprimento igual a 15 kg/m. Determine o momenio de inércia do componente em relagao
ao eixo Z.

i . ——
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\, 9,30 m
(@1

0..'\:'0m
W . ~— x
""—-_|.—;'" \\\‘-l

Figura P9.102

9.103 No Prob. 9.102, determine o momento de inércia do componente em relagao ao
e1x0 y.

#9.16. Momento de Inércia de um Corpo em Relagdo a um Eixo Arbi-
trario por um Ponto O. Produtos de Inércia de Corpos. Veremos, nesta segdo,
como o0 momento de inércia de um corpo pode ser determinado em relagdo a um exo
arbitrario OL através da origem (Fig. 9.29), se calcularmos previamente seus momentos
de inércia em relacdo a trés eixos coordenados, bem como certas quantidades a serem
defimidas abaixo.

Figura 9.29

O momento de inércia de um corpo em relagdo a OL é representado pela
integral [, = {pz dm, onde p representa a distancia do elemento de massa dm ao eixo
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OL. Porém, sendo X o vetor unitdrie ao longo de OL e r o vetor-posigio do elemento dm,
observamos que a distancia p é igual ao médule r sen 8 do produto vetorial L x r.
Escrevemos, portanto,

Ioy, = ,[Pzdm = _[ (A x )% dm (9.43)

Exprimindo o quadrado do produto vetorial em termos de suas componentes cartesianas,
temos

Tor, = .[ Ay = 20" + Az = Ap® + (x - 2.2 dm

onde as componentes 2, ly, A, do vetor unitdrio A representam os co-senos diretores
do eixo OL e as componentes x, ¥ e 2 de r representam as coordenadas do elemento de
massa dm. Desenvolvendo os quadrados na relagdo obtida e rearranjando os termos,
escrevemos

Ioy, = Kf.l. o* + 2dm + ?LjJ. % + xBdm + 122_[ «? + yHdm

(9.44)
- 2?LIJ\.y xydm — 2?Ly)\zj yzdm — 24, XIJ zx dm

Recorrendo as Eqgs. (9.30), observamos que as trés primeiras integrais na Eq.
(9.44) representam, respectivamente, os momentos de inércia [, I, e I, do corpo em
relagdo aos eixos coordenados. As trés ultimas integrais na Eq. (9.44), que envolvem
produtos de coordenadas, sdo denominadas produtos de inércia do corpo em relagdo aos
eix0s ¥ e y, A0S eix0s y € z e aos eixos z e x, respectivamente. Escrevemos

,[ j J’ (9.45)
P, =] xydm P.=) ¥ dm P_= | zxdm
Substituindo as vdrias integrais das Eqgs. (9.30) e (9.45) em (9 44), temos
[
x5 2 2 2 w i 9.46
! Lo, =L A2+ L A+ A -2P A A =2P A2 -2P AR (9.46)
|

-
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Observamos que a defini¢do dos produtos de inércia de um corpo, dada nas
Eqs. (9.45), é uma extensdo da defini¢do do produto de inércia de uma superficie (Secao
9.8). Produtos de inércia de um corpo reduzem-se a zero sob as mesmas condigdes de
simetria dos produtos de inércia de superficie, e o teorema dos eixos paralelos para
produtos de inércia de corpos é expresso por relagoes semelhantes a formula deduzida
para o produto de inércia de uma superficie, Substituindo nas Egs. (9.45) x, v, 2 dados
pelas Eqs. (9.31), verificamos que

PU=P1.J, + mxy

Py1=Py.z, + myz

P =P, + mzXx (9.47)
2x X

onde %, j e Z sdo as coordenadas do baricentro G do corpo, e P, . }_9}_‘2., P, designam

os produtos de inércia em relagfio aos eixos baricéntricos x', ¥, 2’ (Fig. 9.22).

*9.17. Elipséide de Inércia. Eixos Principais de Inércia. Suponhamos
que o momento de inéreia do corpo considerado na se¢io precedente tenha sido deter-
minado em relag¢do a um grande nimero de eixos OL que passam pelo ponto fixo O, e
que um ponto @ tenha sido localizado sobre cada eixo OL a uma disténcia
o =1/ 1 o, % de 0. O lugar geométrico dos pontos @ assim obtidos é uma superficie

(Fig. 9.30). A equacio dessa superficie pode ser obtida substituindo-se na Eq. (9.46) I,
por 1!‘(OQ)2 e multiplicando-se os membros da equagéo por (OQ)2. Observando que
OQh =x

Q1 =y OQ1, =2

onde x, y, z representam as coordenadas cartesianas do ponto Q da superficie, obtemos
Ix*+1y%+12%-2P xy-2P yz-2P zx=1 (9.48)
x ¥ z xy ¥ 2y

Aequagiioobtida é de uma quadrica. Como o momento de inércial,, édiferente
de zero para cada eixo OL, nenhum ponto @ pode estar a uma distancia infinita de 0.
Assim, a quadrica obtida é um elipséide. Esse elipséide, que define o momento de inércia
do corpo em relagio a qualquer eixo através de O, é conhecido como o elipséide de inércia

do corpo em O.

T e ; .
-=—= nao tem dimensao de comprnmento. O que se pretendsu

' Ob=srn: gue a gualdade @ apenas numérnca Dos 7
Vg

2 g 1
dizer & que existe uma distancia proporciona: a i (N.doR.T.)
oL
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Figura 9.30

. Observamos que, girando-se os eixos na Figura 9.30, os coeficientes da equagdo
fia deﬁm;:zio do elipséide variam, visto que estes sdo iguais aos momentos e produtos de
inércia do corpo em relagdo aos eixos coordenados girados. Entretanto, o elipséide em si
permanece inalterado, visto que sua forma depende somente da distribui¢io de massa
dfa corpo considerado. Suponhamoes, agora, que escolhemos como eixos coordenados os
eixos principais x', y', 2’ do elipséide de inéreia (Figura 9.31). A equagdo do elipséide em
relagdo a esses eixos coordenados serd da forma

12 22 12
I.x" + Iy.y + I,2°=1 (9.49)

¥4

que ndo contém nenhum produto de coordenadas. Assim, os produtos de inércia do corpo
em re_lac_éo aos eixos ¥, ¥, 2’ sdo nulos. Os eixos x’, ¥, 2’ sdo conhecidos como eixos
principais de inércia do corpo em O, e os coeficientes 7 ., /.. .. como os momen'ros
principats de inércia do corpo em O. Observe que, dado m';m Cérpozde forma arbitraria e
um ponto O, é sempre possivel determinar eixos que sdo eixos principais de inércia do
corpo em O, isto €, eixos em relagdo aos quais os produtos de inércia sdo nulos. Na
verdade, nao importa qudo estranha ou irregular seja a forma do corpo, seus mome-mos
dle inércia em relagdo a eixos através de O definirao um elipséide, e esse elipséide terd
e1xos principais que, por defini¢éo, serdo os eixos principais do corpo em O,

Se usamos os eixos principais de inércia 1, ', 2" como eixos coordenados, a
expressdo obtida na Eq. (9 46), para o momento de inércia de um corpo em relagdo a um
eixo arbitrario pelo ponto O, reduz-se a
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Figura 9.31

Embora a determinagdo dos eixos principais de inércia de um corpo de forma
arbitrdria seja um tanto complicada e exija a solugdo de uma equagao ctbica,” existem
muitos casos em que esses eixos podem ser localizados facilmente. Considere, por
exemplo, o cone homogéneo de base eliptica ilustrado na Fig. 9.32; esse cone possui dois
planos de simetria OAA’e OBB mutuamente perpendiculares. Verificamos da definig¢do
(9.45) que, se 0s planos X'y e 'z’ sao escolhidos de modo que coincidam com os dois planos
de simetria, todos os produtes de inércia sao nulos. Os eixos ¥, ¥' e 2’ assim selecionados
sdo, portanto, os eixos principais de inércia do cone relativos ao ponto O. No caso do
tetraedro regular homogéneo OABC visto na Fig. 9.33, a reta que liga o vértice O ao
centro D da face oposta é um eixo principal de inércia relativo ao ponte O, e qualquer
reta por O, perpendicular a OD, é também um eixo principal de inércia relativo ao ponto
0. Essa propriedade pode ser reconhecida se observamos que uma rotagio de 120" em
torno de OD deixa a figura e a distribuigdo de massa do tetraedro inalteradas. Segue-se
que o elipsoide de inércia em O também permanece nalterado sob essa rotagao. 0]
elipséide, portanto, é de revolugao em torno de OD, e a reta OD, bem como qualquer reta
perpendicular a OD por O, deve ser um eixo principal do elipsoide.

* Ct Synge and Griftith, Principles of Mechanics New York, McGraw-Hill Segao 113

e
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Figura 9.33

Problema Resolvido 9.14

Considere um prisma retangular de massa m e lados a, b e c. Determinar: (a)
o0s momentos e produtos de inércia do prisma em relagdo aos eixos coordenados indicados
¢ (b) sew momento de inércia em relagdo a diagonal OB.

/ I S

a) Momentos e Produtos de Inércia em Relag¢do aos Eixos Coorde-
nados. 'Momentos de Inéreia. Introduzindo os eixos baricéntricos x', ¥', z'em relagao
aos quais os momentos de inércia séo dados na Fig. 9.28, aplicamos o teorema dos elxos
paralelos
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7 2,52 L0 2 Lo, 1o
IL=1.+m(@"+2z% = lzm(b +c)+m(4b + 4c)

ol

Analogamente, I= 3.'?1((:2 +a?) I =

Produtos de Inércia. Porcausada simetria, os produtosde inércia em relacdao
aos eixos baricéntricos x', y', z' sao nulos, e esses eixos sdo eixos principais de inércia.
Usando o teorema dos eixos paralelos, temos

=3 e 1 1 1
P_g' = P[ry +mxy = O + m(‘éﬂ][a b] P;\y = Zmab =
Analogament P-lmbc P—-l-mc =
nalogamente, = g 25 g e

b) Momento de Inércia em Relagdo a OB. Lembrando a Eq. (9.46):

2 L2 2
Loy = LA+ Iy hy + I A7 - 2P-\)‘ lxly - 2P\2 lj\l: - 2P A,
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onde os co-senos diretores de OB sdo
(OH) a
A =cos0_= = AT
) X £ - (OB) (CI'.2 i bZ 4 CZ) %]
A, = b A, = :
YT @+l + cz)vz 2" @+ b2+ D)2

Substituindo os valores obtidos para os momentos e produtos de inercia e para 08§ co-senos
dirctores:

1 1 2 2. 2 1 2 2,2 1 2 2.8
Ip= 55— | amb +cNa” + gmle” + a7 b + sma® + b%)¢
0B az+bz+62{3 3 3 ( )
- -é-mazbz ctt —émbzcsa - %mczaz]

T - w1
moab? + b%? + al

on =~ § p o 5
! b r]'é o Cz‘

Solugio Alternativa. O momentode inéreialy,y pode ser obtido diretamente
dos momentos principais de inéreia I 1 .1, visto que a inha OB passa pelo baricentro
0. Como os eixos x', ¥’ e 2’ sdo eixos principais de inércia, usamos a Eq. (9.50) ¢
obtemos
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Iop =4 oAy + J')-?\; + I A5
= — 1—, | i{f’)2 + cz)az + ——{cz + az)b‘)' L (a” + bzwz
a~ + b° + ¢ l 12 12
I m a®? + b%? + % -
on - g P

Problemas

9.104 € 9.105 Determine os produtos de inercia ny' Pﬂ e P, da peca de ago da figura.

(Massa especifica do ago = 7.85 » 10° kg;mg’.)

.
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9.106 A peca da figura é feita de chapa de ago de 0.75 mm de espessura Sabendo gue
a massa especifica do ago € 7,85 X 10° kgr’m3l determine os produtos de inércia ny, P.e P, da
peca (Sugestdo: Veja os resultados do Problema Resolvido 8.6))

9.107 A peca da figura ¢ feita de chapa de ago de 2 mm de espessura Sabendo que a
massa especifica do ago é 7,85 x 10° kg/m3, calcule os produtos de inércia P Pyze F, dapeca

200 mm \[ T
Figuras P9.106 e P9.107

9.108 Um fio homogéneo, de massa por unidade de comprimento 1,5 kg/m, é usado
para fazer a pega da figura. Determine seus produtos de inércia er, P 2 o

Figura P9.108

9.109 Calcule os produtos de inércia er Pﬂ e P, parao refletor do Prob. 9.97.
(Sugestio: Veja os resultados do Problema Resolvido 9.6 e do Prob. 9.50.)
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9.110 Para o tetraedro homogéneo de massa m da figura, () calcule por integragao
direta o produlo de inércia P, e (b) deduza os valores de P,ye Pw do resultado do item (a)

N

: S i s

\// L
Figura P9.110

9.111  Complete a dedugio da Eq. 9.47 que expressa o leorema dos eixos paralelos
para os produtos de inércia.

9.112 Determine o momento de inércia do prisma retangular do Problema Resolvido
9.14, em relagao a diagonal OF da base.

9.113 Determine o momento de inércia do cone circular rete do Problema Resolvido
9.11, em relagBo & uma geratriz do cone.

9.114 Determine o momento de inércia da pega do Problema Resolvido 9.13 em
relagao a um eixo que passa pela origem e cujo vetor unitario & A = % i+ %j + %k.

9.115 Determine o momento de inércia da pega do Prob. 9.106 em relagao a um eixo
que passa pela origem e que forma angulos iguais com os eixos x, y e z.

9.116e9.117 Trés barras uniformes, cada uma de massa m, séo scldadas como mostra
a figura. Determine: (a) os momentos e os produtos de inércia em relagio aos eixos coordenados e
(b) © momento de inércia em relagdo a reta que une a origem O ao ponto 0.

9.118 A placa fina, dobrada, da figura, é homogénea e tem massa m. Determine seu
momento de inércia em relagao a reta que une a origern O ao ponto A.
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X
—

Figuras P9.116 e P9.117

9.119 Para a peca do Prob. 9.118, determine 0 momento de inércia em relagac a reta
que une os pontos Be C

e
Figuras P9.118 e P9.119
9.120 Considere um cilindro circular, homogéneo, de raio a e comprimento L. Calcule o

valor da raz&o a/l para o qual o elipsoide de inércia é uma superficie esfénca quando calculado: (a)
no baricentro do cilindro e (b) no centro de uma de suas bases.

Figura P9.120
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9.121 Determine o valor da razao a/h para o qual o elipsdide de inércia do cone circular
reto do Problema Resolvide 9.11 e uma superficie esferica, quando calculado: (a) no vertice do cone
e (b) no baricentro do cone

9.122 Considere um cubo de massa m e lado a. (a) Mostre que o elipsoide de inércia
no centro do cubo é uma esfera, e use essas propriedades para determinar o momento de inércia do
cubo em relacao a uma de suas diagonais. (b) Mostre que o elipsdide de inércia em um dos vertices
do cubo é um elipséide de revolugao, e determine os momentos principais de inércia do cubo nesse
ponto

9.123 Dado um corpo qualquer e trés eixos ortogonais, £, y e Z, prove gue ¢ momento
de inercia do corpo em relagdo a qualquer um dos trés eixos nao pode ser maior que a soma dos
momentos de inércia do corpo em relagdo aos outros dois eixos; isio €, prove que a
desigualdade l< Iy A & satisfeita, bem como duas outras desigualdades semelhantes. Alem disso,
prove que, se 0 corpo € homogéneo e de revolugao, e se x € o eixo de revolugdo e y um eixo normal

1
2

a este, entao f}, z

9.124 Dado um corpo homogéneo de massa m e de forma arbitréria, e trés eixos
ortogonais x, y e zde origem O, prove que a soma [, + Fy+ I, dos momentos de inércia do corpo nao
pode ser menor que a soma calculada para uma esfera de mesma massa e mesmo matenal
centrada em O. Além disso prove, usandc o resultado do Prob. 9.123, que, se o corpo e de revolugao
em torno do eixo x, entdao seu momento de Inércia "r em relagdo a um eixo y normal a x deve
satisfazer a desigualdade

3
FF = mmaz

onde a é o raio da esfera de mesma massa e mesmo material,
Problemas de Recapitulag¢io

9.125 Determine o momento de inércia da superlicie sombreada em relacao ac eixo. (a)
xe(b)y

PRI

Figura P9.125
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9.126 Um semi-anel de raio r e massa m é feito de arame fino. Determine seu
momento de inércia em relagio ao eixo: (a) AA' e (b) BB'.

Az - B
~— -

T

7 :

T~
B

Figura P9.126

9.127 Determine o produto de inércia da superficie sombreada em relagao aos eixos x
e y. (Sugestdo: Utilize a resposta do Prob. 9.50.)

9.128 Determine o momanto de inércia da superficie sombreada em relagao ao &ixo y.

X

200 mm

Figuras P9.127 e P9.128

9.129 Determine a orientagio dos eixos principais que tém origam no baricentro C e os
correspondentas valores do momento de inércia para a superficie sombreada da figura.

9.130  [Determine os momentos de inércia baricéntricos, Iy e Iy, e os raios de giragao
baricéntricos, ix ek Y para a supericie sombreada da figura.

9.131 A pecada figura é feita de chapa de ago de 2 mm de espessura. Sabendo que a
massa especifica do ago € 7,85 x 10° kg/m?, determine o momento de inércia e o raio de giragao em

relagao ao eixo y.
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Figuras P9.129 ¢ P9.130

9.132 Determine 0 momento de inércia e o raio de giragao em relagdo ao eixo x da pega
do Prob. 9.131.

Figura P9.131

9.133  Determine o momento polar de inércia e o raio polar de giragdo de um triangulo
equiladtero de lado a em relagio a um de seus vértices

9.134  Doze hastes uniformes e delgadas, cada uma de comprimento /, sa0 soldadas

para formar um corpo cibico. Sendo m a massa total das doze hastes, determine o momento de
inercia do corpo em relagéo ao eixo x.

3.135 Determin= de maneirz aproximada o momento de inéreia da superficie sombrea-
1T agac et e (@) xe (b y

o]
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:'/ 7

Figura P.134

9,136 O hexagono de lado a é feito de uma chapa fina e tem massa m. Calcule seus
momentos de inércia e raio de giragdo em relagao ao eixo CC', perpendicular ao hexagono.

—-1 '—lﬂmm

10 mm

P

N

X

Figuras P9.135 e P9.136

Recapitulacdo e Sumario

Na primeira metade deste capitulo estudamos a determinagdo da resultante
R de forgas AF — distribuidas sobre uma superficie plana de drea A — cujos médulos sao
proporcionais s dreas AA dos elementos de superficie em que atuam e a distancia y dos
elementos de superficie a um dado eixo x, isto é, AF = k y AA Verificamos que o médulo
da resultante R é proporcional ao momento de primeira ordem @ = |y dA da superficie
de drea A, enquanto que o momentode Rem re]agéo a0 eixo x é proporcional ao momento
de segunda ordem ou momento de inércial = |y* dA da superficie de drea A em relagio
ao mesmo eixo [Se¢do 9.2].
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Momentos axiais de inércia

Os momentos axiais de inércia [, e Iy da superficie de drea A [Se¢do 9.3] foram
obtidos calculando as integrais

1 = J ¥y dA I, = J 2 dA (9.1)

O caleulo pode ser reduzido a integrais simples se dA for tomado igual a drea de uma
tira fina paralela a um dos eixos coordenados. Também € possivel calcular I_ e IJJ com a
mesma tira elementar (Fig. 9.34) fazendo-se uso da expressdo do momento de’inércia
de uma superficie retangular [Problema Resolvido 9.3].

|”‘ = %r,ll‘ iy

: )
dl =y v
L

Figura 9.34

Momento polar de inércia

O momento polar de inércia de uma superficie de drea A em relagio ao polo O
[Segdo 9.4] foi definido por

ds = _[ r* dA (9.3)

onde r é a distincia de O ao elemento de superficie de drea dA (Fig. 9.35). Notando que
r®=x"+ y” obtivemos a relagao

dy =1 +1 (9.4)
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Figura 9.35

Raio de giracio

O raio de giragdo da superficie de drea A em relagio ao eixox [Segao 9.5] é, por
definigdo, a distancia k_tal que I, = kf A. Definigées semelhantes do raio de giragdo em
relagdo ao eixo y e ao ponto O dao

\E L NE2
kx s I ky = A ko = T (9.5-9‘7)

Teorema dos eixos paralelos

O teorema dos eixos paralelos foi enunciado na Segdo 9.6. Ele afirma que o
momento de inéreia de uma superficie de drea A em relagio a um eixo AA’(Fig. 9.36) é
igual a0 momento de inércia I da mesma superficie em relagdo a um eixo BB’, que passa
pelo centréide da superficie e é paralelo a AA’ mais o produto da drea A pelo quadrado
da distancia d entre os dois eixos: 1

I= 7T+ Ad® (9.9)

Esta férmula também pode ser usada para calcular 0 momento de inércia T de uma
superficie em relagdo a um eixo baricéntrico BB, se for conhecido 0 momento de inércia
I em relagdo a um eixo AA’ paralelo a BB’. Convém notar que neste caso o produto Ad?
deve ser subtrafdo do momento de inércia conhecido I.

Uma relagdo semelhante é vélida para os momentos de inércia polares J de
uma superficie em relagdo a um ponto O e J,, em relagéo ao centréide C. Sendo d a
distancia entre O e C temos

Jy = de+ Ad* (9.11)
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Figura 9.36

Superficies compostas

O teorema dos eixos paralelos pode ser muito 1itil para o calculo do momento
de inércia de uma superficie composta em relagfio a um eixo dado [Segdo 9.7]. Consi-
derando separadamente as partes, calcula-se inicialmente o momento de inérciade cada
superficie em relagio a um eixo baricéntrico paralelo ao eixo dado, utilizando, sempre
que possivel, os dados das Figuras 9.12 e 9.13; o teorema dos eixos paralelos é entio
aplicado para se determinar o momento de inércia de cada parte em relagéio ao eixo dado
e, finalmente, somam-se os vérios valores obtidos [Problemas Resolvidos 9.4 e 9.5].

Produto de inércia

As Segdes 9.8 e 9.10 foram dedicadas & transformagao dos momentos de inércia
de uma superficie por rotacdes dos eixos coordenados. Comegamos definindo o produto
de inércia de uma superficie de drea A

= J Sy (9.12)

e mostramos que P__ = 0 se a superficie é simétrica em relagdo a um ou ambos os eixos
coordenados. Deduzimos também o teorema dos eixos paralelos para produtos de inércic.
Obtivemos

P =P, + XyA (8.13)
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onde P .. € o produto de inércia da superficie em relagéo a eixos baricéntricos x’y’
paralelos aoseixosxy e xey sdo as coordenadas do centréide da superficie [Se¢ao 9.8].

Rotacgio de eixos

Na Se¢ao 9.9 calculamos os momentos e produtos de inércial , I e P, deuma
superficie em relagfio a eixos uv, obtidos através da rotagdo dos eixos coordenadoa xy de
um angulo 6 no sentido anti horﬂno (Fig. 9.37), e os expressamos em termos dos

momentos e produtos de inércia I, Iy e ny calculados em relagdo aos eixos xy.

Obtivemos:
I +1 I -1, (9.18)
I,=-= Y 4 2 ¥ c0s28 — P sen 20
x 2 2 xy
I +1 I. = (9.19)
- ¥ x V) i : ’
Iy‘ g + 2 cos 26 + .Px}. sen 260
I =1 (9.20)
P, = +—2 sen20 + P_ cos 20
¥ 2 xy

Figura 9.37

Eixos principais

Definimos os eixos principais de iwma superficie em relacao a O como dois eixos
mutuamente perpendiculares em relacio aos quais os momentos de inéreia da superficie
tem valores maximo e minimo, respectivamente. Os= valores correspondentes de 8 foram
denominados 8, e obtidos atraves da expressao
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2P (9.25)

Momentos principais de inércia

Os valores mdximo e minimo de I sdo chamados de momentos principats de
inércia da superficie em relagdo a 0. Obtivemos

I +1 1. =1 (9.27)
. i | + e -+ P2
2 2 xy

max, min -

e verificamos que o produto de inércia correspondente é nulo.

Circulo de Mohr

A transformagdo dos momentos e do preduto de inércia de uma superficie por
rotagdo de eixos pode ser representada graficamente pelo circulo de Mohr [Segdo 9.10].
A partir dos momentos e produtos de inércia I, I e P_ da superficie em relagdo aos

¥

eixos coordenados xy marcam-se os pontos X (I P )eY(I,-PF_)e desenha-se o
segmento que une estes dois pontos (Figura 9. 38) I?ste segmento e um diametro do
citculo de Mohr que fica assim determinado. Girando os eixos coordenados de um angulo
0, o didmetro gira descrevendo o dobro deste dngulo e as coordenadas de U e V
determinam os novos valores I, I, e P dos momentos e produtes de inércia da
superficie. Ainda, o angulo 8, e as coordenadas dos pontos A e B definem os eixos
principais a e b e 0s momentos principais de inércia da superficie [Problema Resol-

vido 9.8].

Momentos de inércia de corpos

A segunda metade do capitulo foi dedicada ao estudo dos momentos de inéreia
de corpos que sio necessdrios para o estudo da dindmica de rotagdo de corpos rigidos.
Definiu-se o momento de inércia de um corpo em relagdo a um eixo AA' (Fig. 9.39)

i J 2 (9.28)
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Figura 9.38

onde r é a distancia do elemento de massa [Se¢do 9.11] ao eixo AA”. O raio de giragdo do

corpo é
f (9.29)
i I
k= =
I

Os momentos de inérecia de um corpo em relagdo aos eixos coordenados sao

= J Uz + 2% dm
(9.30
= J @ + 2% dm :

= I ® + y% dm

ol = R
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Figura 9.39
Teorema dos eixos paralelos

Vimos que o feorema dos eixos paralelos também se aplica a momentos de
inércia de corpos [Secdo 9.12]. Assim o momento de inércia / de um corpo em relagao a
um eixo AA’ (Fig. 9.40) pode ser calculado por

I= 1T+ md? (9.33)

onde I é 0 momento de inércia em relagiio ao eixo baricéntrico BB’ paraleloa AA" m é a
massa do corpo e d é a distancia entre os dois eixos.
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Momentos de inércia de placas delgadas

Os momentos de inércia de placas delgadas podem ser facilmente calculados a
partir dos momentos de inércia de suas superficies [Se¢do 9.13]. Verificamos que para
uma placa retangular, os momentos de inércia em relagéo aos eixos indicados (Fig. 9.41)
sdo -

_ g 2 1 2 (9.39)
IM,-Ema IBB'_ 12mb
12 2 (9.40)
L= IM' + Igp = 12m(a + b%)
s
Figura 9.41
enquanto que para uma placa circular (Fig. 9.42) sdo
1 o (9.41)
IAA' = ‘,BR' =M
2 (9.42)

Corpos compostos

Quando um corpo tem dois planos de simetria ¢, em geral, possivel calcular seu
momento de inércia em relagdo a um eixo dado efetuando-se uma integracdo simples,
tomando-se um elemento de massadm igual a uma placa delgada[Problemas Resolvidos
9.109.11]. Por outro lado, quando um corpo é composto de vdrias partes que tém formas
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geomélricas comum, seu momento de inéreia em relagao a um eixo dado pode ser
calculado a partir dos valores dados na Figura 9.28, aplicando-se o teorema dos cixos
paralelos [Problemas Resolvidos 9. 12e 9.13].

Momento de inércia em relagio a um eixo arbitrario

Na parte final do capitulo aprendemos a calcular o momento de inércia de um
corpo em relacdo a um eixo arbitrario OL que passa pelaorigem O [Segao 9.16]. Com A,
A, eh, representando as componentes do vetor unitario A paralelo ao eixo OL (Figura
9°43) e com a definigio dos produtos de inércia

- W j yzdm Pl J zxdm 845)

Pr} = j xy dm

verificamos que 0 momento de inércia do corpo em relagio ao eixo OL pode ser obtido
por

(9.46)

Iy &1 2+ I A2+ 122 -2P A A —-2P_ A A —2P ) A
x x ¥y z z xy x ¥ xz Yy oz zx z X

(o)

'

Figura 9.44

Figura 9.43

Elipsoide de inércia

Marcando o ponto @ sobre o eixo OL a uma distancia 0Q=1N IOL'* de O [Secdo
9.17], obtivemos a superficie de um elipséide, chamado de elipséide de inércia do corpo

Ver observagao no rodapé da pagina 684. (N, do R T)

e
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em O. Os eixos principais x’, ', 2’ deste elipsoide (Figura 9.44) sdo os eixos principais de
inércia do corpo, ou seja, os produtes de inércia Px.y., Py.l. e P, do corpo em relagdo a
estes eixos sdo todos nulos. Hd muitos casos em que se consegue, localizar os eixos
principais de inércia de um corpo a partir de suas propriedades de simetria. Tomando
estes eixos como eixos coordenados podemos escrever Iy, por:

-

= 2 2 2 9.50
@f§§+§§+%@ (9.50)

onde I, Iy. e I,, sdo os momentos principais de inércia do corpo.
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Capitulo 10

Métodos dos
Trabalhos Virtuais

* 10.1. Introducio. Nos capitulos precedentes, foram resolvidos problemas
envolvendo o equilibrio de corpos rigides impondo que as forgas externas que atuam
sobre os corpos se cancelassem. As equagdes de equilibrio ZF_ =0, £F =0e M, =0
foram escritas e resolvidas para as incégnitas desejadas. Consideremos, agora, um
método diferente, que se mostrard mais eficaz para a resolugio de certos tipos de
problemas de equilibrio. Esse método baseia-se no principio dos trabalhos virtuais e foi
formalmente usado, pela primeira vez, pelo matematico suigo Jean Bernoulli, no século
XVIIL

Como veremos na Se¢do 10.3, o principio dos trabalhos virtuais afirma que se
uma particula, ou um corpo rigido, ou, de maneira mais geral, um sistema de corpos
rigidos, estd em equilibrio sob a a¢éio de vdrias for¢as externas e se o sistema sofre um
deslocamento arbitrdrio a partir da posi¢ao de equilibrio, o trabalho total efetuado pelas
forgas externas durante o deslocamento é nulo. Esse principio pode ser aplicado de modo
particularmente eficiente na solugio de problemas de equilibric de mdquinas e meca-
nismos formados por varios membros conectados.

Na segunda parte do capitulo, o método dos trabathos virtuais sera aplicado
de uma forma alternativa, baseada no conceito de energia potencial. Veremos, na Se¢io
10.8, que se um ponto material, corpo rigido ou sistema de corpos rigidos estd em
equilibrio, entdo a derivada de sua energia potencial em relagdo a uma varidvel de
posigdo deve ser nula.

Neste capitulo aprenderemos, ainda, a calcular o rendimento mecinico de uma
maquina (Se¢do 10.5) e a determinar se uma dada posigdo ¢ de equilibrio estavel,
instdvel onindiferente (Se¢do 10.9).
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*10.2. Trabalho de uma For¢a. Em primeiro lugar definiremos os termos
deslocamento e trabalho, como sdo usados em Mecénica. Consideremos um ponto
material que se move de um ponto A a um ponto vizinho A’ (Fig. 10.1). Se r designa o
vetor-posi¢do correspondente ao ponto A, o pequeno vetor que liga A e A’ pode ser
representado pela diferencial dr; o vetor dr é denominado deslocamento do ponto
material. Suponhamos agora que uma forga F esteja agindo sobre o ponto. O trabalho
da for¢a F correspondente ao deslocamento dr é definido pela relagso

dU=F-dr (10.1)

que consiste em efetuar o produto escalar da forga F pelo deslocamento dr. Sejam,
respectivamente, F e ds os médulos da forga e do deslocamento e a 0 Angulo formado por
F e dr. Recordando a definigdo de produto escalar de dois vetores (Seg¢do 3.9), obtemos

dU = Fds cos o (10.1")

Figura 10.1

Sendo uma grandeza escalar, o trabalho tem médulo e sinal, parém nao tem diregio
Observamos, também, que trabalho deve ser expresso em unidades obtidas multi-
plicando-se unidades de comprimento por umidades de forca. No SI de unidades, o
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trabalho deve ser expresso em N - m. A unidade de trabalho N - m ¢ denominada

Joule (J).*

Segue-se de (10.1') que o trabalho dU & positive se o angulo o é agudo, e
negativo se a é obtuso. Trés casos particulares sao de especial interesse. Se a for¢a F
tem a mesma diregio que dr, o trabalho dU reduz-se a Fds. Se F tem diregdo oposta a
dr, o trabalho é dU = — Fds. Finalmente, se F é perpendicular adr, o trabalhodU é zero.

O trabalho dU de uma for¢a F durante um deslocamento dr pode também ser
considerade como o produto de F pela componente ds cos a do deslocamento dr ao longo
de F (Fig. 10.2a). Essa interpretagio é particularmente util no caleulo do trabalho
realizado pelo peso P de um corpo (Fig. 10.25). O trabalho de P é igual ao produto de P
pelodeslocamento vertical dy dobaricentro G do corpo. Se o deslocamento for para baixo,
o trabalho serd positivo; se for para cima, o trabalho sera negativo.

v cos a
%,

W

{arh i

Figura 10.2

Certas forgas, fregiientemente encontradas em estdtica, ndo realizam trabalho.
Sao for¢as aplicadas a pontos fixos (ds = 0) ou que agem em uma dire¢do perpendicular
a0 deslocamento (cos & = 0). Entre as forgas que néo realizam trabalho estio as
seguintes: a reagiio de um pino polido quando o corpo articulado gira em torno dele; a
reagio em uma superficie lisa, quando o corpo em contato move-se sohre ela; a reagdo
de um rolete que se move ao longode sua pista; o peso deum corpo quando seu baricentro
se move horizontalmente; a forca de atrito que age sohre uma roda que rola sem
escorregar (pois, em qualquer instante, o ponto de contato ndo se move). Exemplos de
forcas que realizam trabalho sio o peso do corpo (exceto no caso acima considerada), a
forca de atrito atuando num corpo que desliza sobre uma superficie rugosa e a maioria
das forgas aplicadas a corpos em movimento.

O joule @ a unidade de energia no Sl de unidades, seja na forma mecanica (rabalho, energia potencial, energia
cinética), ou nas farmas quimica, elélrica ou térmica Devemas observar que, embora N m = J o momento de
uma forga deve ser expresso em N m e nao em joules, visto que o momento de uma forga nao ¢ uma forma de
energia
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Em certos casos, a soma do trabalho realizado por varias forgas ¢ nula.
Consideremos, por exemplo, dois corpos rigidos AC e BC articulados em C por um pino
polido (Fig. 10.3a). Entre as for¢as que atuam sobre AC esta a forga F exercida em C
por BC. Em geral o trabalho dessa forga ndo sera zero, porém serd igual em médulo e
oposto em sinal ao trabalho da forga —F exercida por AC sobre BC, visto que essas forgas
sdo iguals e opostas e estio aplicadas ac mesmo ponto. Assim, quando for considerado
o trabalho total realizado por todas as forgas agindo sobre AB e BC, os trabalhos das
duas for¢as internas em C se anularao mutuamente. Resultado semelhante é obtido se
considerarmos um sistema formado por dois blocos unidos por um fio tnextenstvel AB
(Fig. 10.3b). O trabalho da for¢a de tragao T em A ¢ igual, em madulo, ao trabalho da
for¢a de tragao T’ em B, visto que essas forgas tém o mesmo madulo e os pontos A e B
tiveram o mesmo deslocamento; num caso, o trabalho é positivo, e, no outro, negativo.
Assim, o trabalho total das for¢as internas, de novo, serd nulo.

Figura 10.3

Pode-se demonstrar que o trabalho total das forgas internas que mantém
unidos 0s pontos materiais de um corpo rigido é nulo. Consideremos dois pontos A e B
de um corpo rigido e as duas forgas iguais e opostas F e —F que exercem um sobre o outro
(Fig. 10.4). Ainda que, em geral, os deslocamentos dr e dr’ dos dois pontos sejam
diferentes, as componentes desses deslocamentos ao longo de AB devem ser iguais; se
nio, os pontos nio permaneceriam & mesma distancia um do outro e o corpo nio sena
rigido. Portanto o trabalho de F € igual em médulo e oposto em sinal ao trabalho de -F,
e sua soma € zero.

Figura 10.4
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Ao calcular o trabalho das forgas externas que atuam sobre um corpo rigido, ¢
conveniente, em geral, determinar o trabalho de um binario sem considerar separada-
mente o trabalho de cada uma das duas forgas que o formam. Consideremos as duas
forgas F e —F que atuam em um corpo rigido e formam um bindrio de momento M
(Fig. 10.5). Qualquer pequeno deslocamento do corpo rigido, levando A e B, respectiva-
mente, para A’e B”, pode ser decomposto em duas partes, uma em que os pontos A e B
sofrem deslocamentos iguais dr, e outra em que A’ permanece fixo enquanto B’ se move
até B” por meio de um deslocamento dr, de médulo ds, = rd6. Na primeira parte do
movimento, o trabalho de F é igual em médulo e oposto em sinal ao de —F, e sua soma
¢ zero. Na segunda parte do movimento, somente a forga F realiza trabalho dU = F ds,
= Fr d0. Porém o produto Fr é igual ao médulo M do momento do bindrio. Assim, o
trabalho de um bindrio de momento M que age sobre um corpo rigido é

dU =M db _(10.2)

onde d0 ¢, em radianos, o pequeno angulo da rotagdo sofrida pelo corpo. Novamente,
observamos que o trabalho deve ser expresso em unidades obtidas multiplicando-se
unidades de comprimento por unidades de for¢a.

Figura 10.5

*10.3. Principio dos Trabalhos Virtuais. Consideremos um ponto material
submetido a agéio de vérias forgas F,,F,, ..., F (Fig. 10.6). Suporemos que esse ponto
sofre um pequeno deslocamento de A a A'. Esse deslocamento é possivel,* porém nio

20t ponlos mateniais sujentos a vinculos que dependem explicitamente do tempo, um deslocamento virtual
nao e necessanamente, um deslocamento possivel (N.do R T.)
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sera necessariamente realizado. As forgas podem estar equilibradas e o ponto estar em
repouso, ou o ponto pode mover-se sob a a¢do das forgas dadas em uma diregio diferente
da de AA". O deslocamento considerado é, portanto, um deslocamento imaginario,
denominado deslocamento virtual, sendo representado por 8r. & é uma diferencial de
primeira ordem, sendo utilizado para distinguir o deslocamento virtual do deslocamento
dr que ocorreria no movimento real. Come veremos, deslocamentos virtuais podem ser
usados para determinar se as condigdes de equilibrio de um ponto material estdo
satisfeitas,

Figura 10.6

O trabalho de cada uma das forgas F,,F, .., F_nodeslocamento virtual 8r é
denominado trabalho virtual. O trabalho virtual de todas as for¢as que agem no ponto
da Fig. 10.6 ¢é

8U = F1-8r+F2-5r+..,+Fn dr
= (F]+F2+...+FHJ-5r
ou
oU = R or (10.3)

onde R é a resultante das forgas dadas. Assim, o trabalho virtual total das forgas
F,, F,, ., F  éigual ao trabalho virtual da resultante R.
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O principio dos trabalhoes virtuais para um ponto material estabelece que, se 0
ponto estd em equilibrio, o trabalho virtual total das forcas que agem sobre ele ¢ zero,
para qualquer deslocamento virtwal. Esta condigao é necessaria: se o ponto esta em
equilibrio, a resultante R das forgas é nula, e segue da Eq. (10.3) que o trabalho virtual
total 8UJ é zero. A condigdo e também suficiente: se o trabalho virtual total 8U ¢ zero
para qualquer deslocamento virtual, o produto escalar R - ér € nulo para qualquer or, e
a resultante R deve ser zero.

No caso de um corpo rigido, o principio dos trabalhos virtuais estabelece que,
se o corpo rigido esta em equilibrio, o trabalho virtual total das forqas externas que atuam
no corpo rigido é zero para qualquer deslocamento virtual do corpo. A condigdo é
necessdria: se 0 corpo esta em equilibrio, todos os pontos materiais que formam o corpo
estdo em equilibrio e o trabalho virtual total das forcas que agem sobre todos os pontos
deve ser zero; porém, vimos na segao precedente que o trabalho total das for¢as internas
é zero. O trabalho total das forcas externas deve, portanto, ser também zero. Pode-se
demonstrar que a condicao é também suficiente.

O principio dos trabalhos virtuais pode ser estendido ao caso de um sistema de
corpos rigidos vinculados entre si. Se o sistema permanecer vinculado durante o
deslocamento virtual, somente o trabalho das forgas externas ao sistema precisard ser
considerado, visto que o trabalho total das forgas internas nos virios vinculos é zero.*

* 10.4. Aplicacdes do Principio dos Trabalhos Virtuais. O principio dos
trabalhos virtuais é particularmente eficaz quando aplicado a solugio de problemas que
envolvem maquinas ou mecanismos formados de vdrios corpos rigidos vinculados.
Consideremos, por exemplo, a alavanca articulada ACB da Fig. 10.7q, usada para
comprimir um bloco de madeira. Desejamos determinar a for¢a exercida pela alavanca
sobre o blaco quando uma certa for¢a F é aplicada em C, supondo que nao ha atrito.
Sendo Q a reacio do bloco sobre a alavanca, tragamos o diagrama de corpo livre da
alavanca e consideramos o deslocamento virtual obtido, dando-se ao angulo 8 um
incremento positivo 88 (Fig. 10.7b). Escolhendo um sistema de eixos coordenados com a
origem em A, observamos que xp aumenta enquanto yo decresce. Isto é indicado na
figura por meio do incremento positivo dxy e do incremento negativo - 8y As reagdes
A A e N nio realizarao trabalho durante o deslocamento virtual considerado, e basta
calcular o trabalho de F e Q. Como Q e dxp tém sentidos opostos, o trabalho virtual de
Qé dU, = - @ dxy. Come F e o incremento representado (- 8y ) tém 0 mesmo sentido,
0 trabal%o virtual de F é 8Up = (- F ) (- Syp) =+ F dye. O sinal obtido poderia ter sido
previsto pela simples ohservagao de que as forgas Q e F estio dirigidas em sentidos
opostos ao0s eixos positivos x e y, respectivamente. Exprimindo as coordenadas xp e ¥
em termos do angulo 8 e diferenciando, obtemos

* E claro que se supde que 05 vinculos enlre 05 COrpos sejam Isenios de atrita. (N.do R T
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xﬂ=2£sene yc=fcosB
8xp = 21 cos 630 8y, =—1sen 850 (10.4)

O trabalho virtual total das for¢as Q e F €, assim,
U = SUQ+6UF=—-QBxB+F5yC
= —2Ql cos 8 80 + Fl sen 6 86
Fazendo &U = O, obtemos

2Q! cos 6 &0 = FI sen 630 (10.5)

1 10.6)
Q=3 Ftgo ‘

fa)

Figura 10.7

A superioridade do método dos trabalhos virtuais sobre as equagdes conven-
cionais de equilibrio, no problema aqui considerado, é clara: utilizando o métode dos
trabalhos virtuais, pudemos eliminar todas as reagdes desconhecidas enquanto a
equagdo EM, = 0 teria eliminado apenas duas dessas reagées. Podemos aproveitar essa
caracteristica do método dos trabalhos virtuais para resolver muitos problemas que
envolvern maquinas e mecanismos. Se o deslocamento virtual considerado é compativel
com as limitagbes impostas pelos vinculos,* todas as reacées e forcas internas sdo
eliminadas e somente o trabalho das cargas, forgas aplicadas e forcas de atrito precisam
ser constderados.

" Por definigao, um deslocamento virtual deve satisfazer todas as limitagdes imposlas pelos vinculos. (N. do R. T )
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Devemos observar que o método dos trabalhos virtuais pode, também, ser
usado para resolver problemas que envolvem estruturas rigidas, embora os desloca-
mentos virtuais considerados nunca venham, realmente, a ocorrer. Consideremos, por
exemplo, a estrutura ACB da Fig. 10.8a. Se o ponto A for mantido fixo, enquanto B
sofrer um deslocamento virtual horizontal (Fig. 10.8b), precisaremos considerar somente o
trabalho de F e B_. Podemos, assim, determinar a componente B da reagdo do mesmo
modo que a forga Q no exemplo precedente (Fig. 10.7b):

1
B =-5Figo

X

fer)

Figura 10.8

Mantendo B fixo e dando a A um deslocamento virtual horizontal, podemos, analoga-
mente, determinar a componente A, da reagdo. As componentes A e By podem ser
determinadas girando-se a estrutura ACB como um corpo rigido, em torno deBeA,
respectivamente.

O método dos trabalhos virtuais pode, tamhém, ser usado para determinar a
configuragio de um sistema em equilibrio, submetido a forgas dadas. Por exemplo, o
valor do angulo 6 para o qual a articulagdo da Fig. 10.7 estd em equilibrio sob a agao das
duas forgas dadas F e Q pode ser obtido resolvendo-se a Eq. (10.6) para tg 6.

Deve-se observar, entretanto, que o atrativo do método dos trabalhos virtuais
depende em grande parte, da existéncia de relagdes geométricas simples entre os vdrios
deslocamentos virtuzais envolvide- na solugdo de um dado problema. Quando tais
relagoes simples nac «xistem, €, em ceral, aconselhdvel voltar ao método convencional
do Cap. 6.

e

~3
—
~
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* 10.5. Mdquinas Reais. Rendimento Mecénico. Analisando a alavanca
articulada da segdo precedente, supusemos que nio havia forga de atrito. Assim, o
trabalho virtual consistiu somente nos trabalhos da forga aplicada F e da reagdo Q.
Porém, o trabalho da reagio Q é igual em médulo e oposto em sinal ao trabalho da for¢a
exercida pela alavanca sobre o bloco. A Eq. (10.5), portanto, traduz o fato de que o
trabalho produzido, 2Q! cos 0 80, é igual ao trabalho recebido Fl sen 630. Uma mdquina
em que o trabalho recebido é igual ao trabalho produzido é chamada de maquina “ideal”.
Em uma médquina real, as forgas de atrito sempre efetuario algum trabalho, e o trabalho
produzido serd menor que o trabalho recebido.

Consideremos, por exemplo, a alavanca articulada da Fig. 10.7a e suponhamos
agora que a for¢a de atrito F, age entre o bloco deslizante B e o plano horizontal (Fig.
10.9). Usando os métodos convencionais da estética e somando os momentos em relagéo
aA, obtemos N = F/2. Sendo 1 o coeficiente de atrito entre o bloco B e o plano horizontal,
temos F, = uN = pF/2. Recorrendo as férmulas (10.4), encontramos que o trabalho
\ﬂ)rtéual total das forcas Q, Fe F_, durante o deslocamento virtual mostrado na Fig.

9é

U = -Qbxp+Fdy,—F, &

—2Q! cos 6 66 + Fl sen 6 80 — F] cos 0 80

Fazendo 68U = 0, cbtemos
2Qlcos 880 = Fl sen 880 — WF| cos B 56 (10.7)

o que mostra que o trabalho produzido é igual ac trabalho recebido menos o trabalho da
forga de atrito. Caleulando @, temos

(10.8)

Q=5Fgd - p

B2 =

Observemos que @ = 0 quando tg ® = p, ou seja, quando 6 é igual ao angulo de atrito ¢,
e que @ < 0 quando ® < ¢. A alavanca articulada pode, entéo, ser usada somente para
valores de 8 maiores que o angulo de atrito.

O rendimento mecdnico de uma méquina é definido pela relagio

1 ) tral}alhopr_n_d_u_zi_d_o_—l_ (10.9)
~ trabalho recebido |
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Figura 10.9

Evidentemente, o rendimento mecanico de uma maquina ideal ¢ = 1, uma vez que 0
trabalho recebido e o trabalho produzido séo iguais, enquanto o rendimento mecanico
de uma maquina real serd sempre menor que 28

No caso da alavanca articulada que acabamos de analisar, escrevemos

trabalho produzido _ 2@l cos 8 &6
trabalho recebido ~ Fi sen 639

Substituindo o valor de @ dado na Eq. (10.8), obtemos

_ F(tge - WileosB30 _ | (10.10)
8 Fl sen 6 60 1 - pcotg®

Confirmamos que, na auséncia de forgas de atrito, temos p=0en = 1. No caso
geral, quando p1 € diferente de zero, o rendimento T torna-se nulo para peotg 6 = 1, ou
seja,paratgf=pou B=arctg u= ¢. Verificamos, de novo, que a alavanca articulada
s6 pode ser usada para valores de 8 maiores que o angulo de atrito ¢.
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Problema Resolvido 10.1

Usando o método dos trabalhos virtuais, determinar o médulo do momento M
do bindrio necessdrio para manter o equilibrio do mecanismo ilustrado.

A

Solugdo. Escolhendo um sistema de eixos coordenados com origem em E,
temos

xD=3£cos'3 &D=—3£sen988

= fly
—rA

—-:@/

I, t T ¥

K,
LERREN R

Principio dos Trabalhos Virtuais. Como as reagoes A, E, e E. ndo reali-
zardo trabalho durante o deslocamento virtual, o trabalho virtual total realizado por M
¢ P deve ser nulo. Observando que P tem o sentido do eixo x e que M atua na orientagdo
positiva do angulo 8, temos

U= 0: +M80-Pbxp=0
+ M3 +P(-3lsenB88) =0

M=3Plsen® <«
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Problema Resolvido 10.2

Determinar as expressées para 0 e para a tragdo na mola correspondentes a
posigdo de equilibrio do mecanismo. O comprimento livre da mola ¢ h e sua constante ¢
k. Desprezar o peso do mecanismo.

Solugio. Com o sistema de coordenadas indicado:

yB=Isen9 c=2lsen

8yB=icos 058 Bycz 2] cos B &0

A elongacdo da mola é
s=yo-h=2lsen@-h
O modulo da forga exercida em C pela mola é
F=ks=k(2lsen0-h) (1)

Principio dos Trabalhos Virtuais. Comoas reagies A, A, e Cndorealizam
trabalko, o trabalho virtual total realizado por V e F deve ser zero
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8U = 0: Véyg— Fdys=0
V(lcos080) -k (2 sen 6 —h)(2! cos 6 80) =
sen ® = V—% =
Substituindo essa expressdao em (1), obtemos
F = % V «

Problema Resolvido 10.3

Uma mesa de elevacdo hidrdulica é usada para erguer um engradado de 1 000 kg
Elaconsiste em uma plataforma e dois sistemas articulados idénticos, nos quaiscilindros
hidrdulicos exercem forcas iguais. (Somente um sistema articulado e um cilindro sdo
vistos.) Os elementos EDB e CG tém, cada um, comprimento 2a, e 0 componente AD estd
articulado ao ponto médio de EDB. Se o engradado estd colocado sobre a mesa de modo
tal qgue a metade de seu pesoé suportada pelo sistema ilustrado, determine a for¢a exercida
por cada cilindro na elevagdo do engradado, com 8 = 60,a =0,70me L =320m. Esse
mecanismo jd fol considerado anteriormente no Problema Resolvido 6.7,

o
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Solugdo. A maquina considerada consiste na plataforma e no sistema arti-
culado, com uma for¢a aplicada ¥y, exercida pelo cilindro e uma for¢a de saida igual

e oposta a %P.

P

Principio dos Trabalhos Virtuais. Inicialmente observamos que as reagoes
em E e G nao realizam trabalko. Sendo y a elevagao da plataforma em relagdo a base, e
s o comprimento DH do conjunto cilindro-pistdo, escrevemos

1
U = 0 —§P8y+FDH&5'=0 (1)

O deslocamento vertical 8y da plataforme ¢ expresso em termos de deslocamento angular
38 de EDB como:

vy =(EB)sen 8 = 2a sen 8
8y = 2a cos 0 80
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Analogamente, para expressar ds em termos de 80, primeiro observamos que, pela lei dos
€0-5en0s,

2=a?+ L% 2L cos®

Diferenciando

2s 85 = — 2aL (- sen 8) 86

Substituindo em (1) 8y e ds obtemos

21

al sen B
({ 2P)2ac05889+FnH 5 86 = 0
F. =P Scotgh
DH = Lcotg
/n“‘--‘,___‘_‘\
/ﬂ/ ‘_‘-‘-‘_\-‘—"\_\_
~9
N »:
! L |
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Com os dados numéricos fornecidos, obtemos

mg = (1000 kg)(9,81 m/s”) =9 810 N = 9,81 kN
52 = a2 +L%-2aL cos 0
(0,700 + (3,20)% — 2(0,70)(3,20) cos 60 = 8,49

"o
1

I}

§=291m
m
.J__—
Fpy = P = L cotg ® = (9,81 kN) 320 m cotg 60°

Fpy= 515kN &

Problemas

101 Determine a massa m que equilibra o bloco de 5 kg.

|5.'| mm —1

S C

r !'SU mm

s

G0 mm B0 mm

Figura 10.1

10.2 Determine o madulo da forga P necessaria para manter em equilibrio o sistemna

articulado ilustrado
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'—Mm—l—=},3m~L03m__l

Figura P10.2

10.3 Determine a forga horizontal F que deve ser aplicada em A para manter em
equilibrio o sistema articulado da figura,

10.4 Calcule o vetor-bindrio M que deve ser aplicado ao elemento ABC da estrutura
articulada da figura para manter o equilibrio.

100 150 mm
mm ‘l
o E

125 mm
L 225 mm
N-m
250 mm i

Figuras P10.3 ¢ P104

10.5 A estrutura articulada da figura tem todas as barras iguais, e as rodas em Ae B
giram sem atrito. Calcule a forga F necesséria para manter o equilibrio

10.6 Resolvao Prob. 10.5 supondo que a forga vertical F seja aplicada no ponto E,
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10.9 Sabendo que a linha de agao da forga Q passa pelo ponto D, deduza uma expres-
sao para o modulo de () necessario para a manutengao do equilibrio

‘ 10.10 Na haste AD atuam: a forga vertical F na extremidade A e as forgas horizontais Q
i @ -Q aplicadas, respectivamente, nos pontos C e B. Deduza uma expressdo para o modulo Q das
torgas horizontais que mantém o equilibrio.

Figura P10.5

10.7 A forga F esté aplicada no mecanismo da figura. Deduza uma expressao para o
médulo da forga Q necessaria para manter o equilibrio.

|
l
l Figuras P10.9 e P10.10
|

10.11 Abarra delgada AB esta articulada, em A, aum colar e aptia-se em uma roda no
‘ ponto C. Desprezando o atrito, deduza uma expressao para o modulo da forga Q que mantém o
sistema parado

|
Figura P10.7 ’

10.8 O mecanismo da figura é submetido a agao da forga F. Determine uma expressao
para o modulo da forga Q necessaria para manter o equilibrio. I

Figura P10.8 Figura P10.11
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10.12 Resolva o Prob. 10.11 supondo que a forga F aplicada em B seja horizontal e
aponte para adireita.

10.13 O médulo do peso de cada uma das barras uniformes AB e BC é P. Deduza uma
expressio para o médulo do vetor-binario M necessario para manter o sistema em equilibrio.

Figura P10.13

1014 Deduza uma expressio para o médulo do vetor-binario M que mantém em equili-
brio a estrutura e articulagao da figura.

Figura P10.14

10.15 € 10.16 Sabendc gue a haste AB tem comprimento 2/, deduza uma expres=30
rars o médu's 6o vetor bindric M que mantem o equilibrio
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Figuras P10.15 e P10.16

10.17 Resolva o Prob. 10.15 supondo que a forga F aplicada em A seja horizontal e
aponte para a esquerda.

10.18 Resolva o Prob. 10.16 supondo que a forga F aplicada em A seja horizontal e
aponte para a esquerda.

10.19 O colar A pesa 63 N e pode deslizar sem atrito sobre a haste vertical. Sabendo
que o comprimento do fio ABé 0,55 m, determine o modulo de F que mantém o sistema em equilibrio
com:(a)c=0,10me (b)c=030m.

Figura P10.19

10.20 Resolvao Prob. 10.19 com: (a)c=0,35me (bjc=045m

10.21 NoProb. 10.9, determine o médulo da forga Q necessaria para manter o equilibrio,
com /=500mm,8=70"e P=350N

i
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-_

10.22 No Prob 1014, determine o modulo do vetor-binario M necessario para manter o
equilibrio, com [ = 500 mm, 8 = 35'e P=500N

10.23 Determine o valor de 6 correspondente a posigao de equilibrio do mecanismo do
Prob. 10.7, com F=225Ne Q=300N

10.24 Determine o valor de 0 para a posigao de equilibrio do mecanisma do Prob. 10.8,
com F=250Ne Q=800N

10.25 Determine o valor de 6 para a posigao ce equilibrio do mecanismo do Prob. 10.11,
com F=200N, Q=400N,/=600mmea =100 mm.

10.26 Determine o valor de 8 correspondente a posiao de equilibrio do mecanismo do
Prob. 10.10, com F=500N, Q=400 N e a= 100 mm.

10.27 Uma carga P é aplicada ao ponte 8do mecanismo da figura. A mola, de constante
k. nao esta esticada quando AB e BC estdo na horizontal. Desprezando o peso das hastes, deduza
uma equagao envolvendo 8, P I, kque deve ser satisleita quando o mecanismo esta em equilibrio.

10.28 Uma carga P de 900 N e aplicada no ponto B do mecanismo da figura. Despre-
zando o peso das hastes e com /=225 mm, determine o valor de 6 para a posigao de equilibrio. A
constante da mola & k = 2 kN/m, e a mola nao esla esticada quando AB e BC estao no herizontal,
(Sugestao: Resolva por tentativa a equagao obtida para 6.)

A
':::R 7N

s
— B~ )
A - el o " -/'A
B N
-H""m_-r: \’/
P

Figuras P10.27 e P10.28

10.29 Duas barras AD e DG sao vinculadas por um pino em D e por uma mola AG. O
comprimento da mola nao esticada é de 0,30 m, e sua constante & k =25 kN/m._ Calcule o valor de x
correspondente a situagao de equilibrio quando uma carga de 4500 N é aplicada ao ponto E, como

mostra a figura.

10.30 Resolva o Prob. 10.29 supondo que a forga vertical de 4 500 N seja aplicada ao
ponto C em vez de ac ponto E.

Métodos dos trabalhos virtuais 731

Dimensdes em mm

Figura P10.29

10.31 Uma carga P de 400 N é aplicada ao ponto C do mecanismo da figura. Despre-
zando o peso do mecanismo, determine o valor de 6 correspondente A situagao de equilibrio. A
constante da mola é k = 4 kN/m, e a mola néo esta esticada quando 6 = 0.

10.32 Uma forga F de 300 N é aplicada a extremidade E do cabo CDE que passasob a
polia D e esta preso ao ponto Cdo mecanismo. Desprezando o peso do mecanismo e o raio da polia,
calcule o valor de 8 correspondente a posigao de equilibrio. A constante da mola ék=4kN/m, ea
mola nao esta esticada quando 6 = 90"

Figuras P10.31 e P10.32

10.33 A alavanca ABesta ligada ao eixo horizontal BC, que passa atraves de um mancal
e & soldado a um apoic fixo em C. A constante de torgo do eixo BC é K isto &, um binario de
momento K é necessario para girar a extremidade B8 de um radiano. Sabendo que o eixo nao esta
torcido quando AB é horizontal, determine o valor de 8 correspondente a posigao de equilibrio
se F= 120N /=300 mme K= 16 N m/rad.
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Figura P10.33

10.34 Resolva o Prob. 10.33, com F=400 N, | =300 mm, e K = 16 N - m/rad. Obtenhla
uma resposta em cada um dos seguintes quadrantes: 0 < 8 < 90", 270" <« 0 « 360" € 360" < 6 < 450",
(Supde-se que K permanece constante para os angulos de torgao considerados.)

10.35 A posigdo da barra ABC é controlada pelo cilindro hidraulico BD. Para a situagao
de carregamento ilustrada, determine a forga exercida pelo cilindro no pino B quando 6 = 60°.

10.36 A posicdo da barra ABC é controlada pelo cilindro hidraulico BD. Para a situagao
de carregamento da figura, calcule: (a) a forga exercida pelo cilindro hidraulico n.c pino B em fungéo
do comprimento BD e (b) o maior valor possivel de 6 se a forga maxima que o cilindro pode exercer
no pino B tem médulo de 12,5 kN.

I~

A/ 045 m
X LN
l \.\B .?51’:[1-
3KN N . Y
X /
|
Gl,40rn
pol—

Figuras P10.35 e P10.36

10.37 A posicao da barra ABC é controlada pelo cilindro hidraulico CD. Para o carrega-

mento da figura e com 8 = 65°, determine a for¢a exercida pelo cilindro hidraulico no pino C.
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xﬁ“"
~._ / 060m
025 m e
. o A
025m
e - /
N 4 =

1,50 m ------J

Figura P10.37

10.38 Resolvao Prob. 10.37 com @ = 115",

10.389 Um bloco de peso P é puxado sobre um plano que forma um angulo o com a
horizontal, por uma forga F dirigida ao longo da reta de maior declive do plano. Se j é o coeficiente
de atrito ‘entre o bloco & o plano, deduza uma relagdo para o rendimento mecanico do sistema.
Mostre que o rendimento mecanico nao pode exceder % se o bloco deve permanecer em seu lugar
quando a forga F for removida.

10.40 Deduza uma relagdo para o rendimento mecanico do macaco examinado na
Segéo 8.6. Mostre gue, se o macaco for autoblogueante, o rendimento mecanico nao podera
exceder .

10.41 Seja p o coeficiente de atrito entre o colar e a haste venlical. Deduza uma
expressao para o maior modulo do binario de momento M que ainda mantém em equilibrio o sistema
na posigao ilustrada. Explique o que acontece se . = 1g 0.

10.42 O coeficiente de atrito entre o colar e a haste vertical é 0,30. Determine o maior e
o menor modulo do binario de momento M que ainda mantém em equilibrio o sistema na posigao
ilustrada, quando @ = 30", /=250 mme P =400 N.

Figuras P10.41 e P10.42
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10.43 Usande o método dos trabalhos virtuais, determine a reago ne ponto E.

10.44 Usando o matodo dos trabalhos virluais, determine separadamente a forga e o
momanto que representam a reagao em H.

2EN RN Sk
0,
L9 m 12 m4
i1 5 £ _ﬂ!

rods le g
l——li,}mi,‘!ml—l,&m—J

0,9 m

Figuras P10.43 e P10.44

10.45 No Prob. 10.5 a forga F é removida e a estrutura é mantida em equilibrio por uma
corda que & presa aos pinos E e H. Determine a tragao na corda.

10.46 Uma haste delgada AB, de peso P, é articulada aos blocos A e B, que se movem
livremente nas guias da figura. Os blocos estao vinculados por um cordae elastico que passa sobre
uma polia no ponto C. (a) Expresse a lragao no cordao em termos de P e 8. (b) Calcule o valorde 8
para o qual a tragdo no cordao é iguala 2 P.

Figura P10.46

10.47 Determine o movimento vertical do no C se a barra FGtar alongada de 37,5 mm
(Sugestao: Aplique uma carga vertical ao né C e, com os métodos do Cap. 6, calcule as forgas
aplicadas pela barra FG sobre 0s nos F e G. Entao, aplique o método dos trabalhos virtuais para um
deslocamento virtual que torna a barra FG mais comprida. Esse método somente deve ser usado
para pequenas variagdes no comprimento das barras.)
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10.48 Determine o deslocamento horizontal do né € quando a barra FG é alongada de
37,5 mm (siga a sugestao do Prob. 10.47, aplicando uma forga horizontal sobre o no C).

A C E [ 1

-1
225m
B 7L

D 3 H T
30 m‘!—'j,ﬂ m-LS,O m-ll-i.ﬂ m

Figuras P10.47 e P10.48

* 10.6. Trabalho de uma Forg¢a Durante um Deslocamento Finito.
Consideremos uma forga F agindo sobre um ponto material. O trabalho de F
correspondente a um deslocamento infinitesimal dr do ponto foi definido na Segdo 10.2
como

dU=F-dr (10.1)

O trabalho de F correspondente a um deslocamento finito do ponto material
deA, aA,(Fig.10.10a) ¢ representado por U, _,, e ¢ obtido integrando-se (10.1) ao longo
da trajetoria descrita pelo ponto material:

J-42 (10.11)
U = F-dr
12 Al
Usando a expressdo alternativa
dU =Fdscosa (10.1)
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da;ia na Se¢do 10.2 para o trabalho elementar dU, podemos também expressar o
trabalho U, _, como

2
U1 gy = J\s (F cos o) ds (10.117
s

1

onde a varidvel de integracdo s mede a distdncia ao longo da trajetéria percorrida pelo
ponto material. O trabalho U, ,, é representado pela drea* sob a curva obtida,
registrando-se num gréfico F cos o versus s (Fig. 10.10b). No caso de uma for¢a F de
médulo constante que age na diregio do movimento, a férmula (10.11") fornece
U, s=F(sy-5).

Fcosa

(a) (b)

Figura 10.10

Recordando, da Se¢do 10.2, que o trabalho de um bindrio de momento M,
durante uma rotagio infinitesimal d0 do corpo rigido, é

dU=Mdo (10.2)

obtemos para o trabalho de um binéario durante uma rotacéo finita do corpo a relagao

‘_ 5 (10.12)
U - M de

" ue observaglo no redapédapag 104 N do BT
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No caso de um bindrio de momento constante, a férmula fornece

Uy a = M0, ~9))

-

Trabalho de um Peso. Foi estabelecido na Segdo 10.2 que o trabalho do peso P
de um corpe, durante um deslocamento infinitesimal do mesmo, é igual ao produto de
P pelo deslocamento vertical do baricentro do corpo. Com o eixo y orientado para cima,
o trabalho de P durante um deslocamento finito do corpo (Fig. 10.11) é obtido
escrevendo-se

dU=-Pdy
o (10.13)
U _,9= -I Pdy = Py, - Py,
4!
Uy g=-P0y—-y)=-Ply (10.13)

onde Ay ¢ o deslocamento vertical de A, a A,. O trabalho do peso P ¢, assim, igual ao
produto de P pelo deslocamento uerricai do baricentro do corpo. O trabalho é positivo
quando Ay < 0, ou seja, quando o corpo se move para baixo.

Figura 10.11

Trabalho da For¢a Exercida por uma Mola. Consideremos um corpo A preso
por uma mola a um ponto fixo B; supée-se que a mola nio esteja deformada quando o
corpo estd em A, (Fig. 10.12a). A experiéncia mostra que o médulo da forca F, exercida
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pela mola sobre A, é proporcional a deformacao x da mola, medida a partir da

posigdo A, Temos
F=kx (10.14)

onde k & a constante da mola, expressa em N/m no SI de unidades. O trabalho da forga
F exercido pela mola durante um deslocamento finito do corpo de A, lx = 1) até
Aylx=xy)¢ obtido escrevendo-se

dU = —Fdx = —kxdx
(10.15)

Deve-se tomar cuidado em exprimir k e x em unidades coerentes. Observamos
que o trabalho da forg¢a F exercida pela mola sobre o corpo é positivo quando x, < X, Ou
seja, quando a mola estid retornando a seu comprimento normal.

~ Molasem deformagio F

/ F=k
| =

(en) (b)

Figura 10.12
Como a Eq. (10.14) é a equagdo de uma linha reta, de coeficiente angular k,

passando pela origem, 0 trabalho U, _, deF durante o deslocamento de A, ate A, pode
ser obtido calculando a drea® do trapézio mostrado na Fig. 10.12b. Isto é feito calcu-

* Vide observagéo no redape da pag. 104 (NdoR. T}
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) i -

lando se os valores | e F, e multiplicando-se a base Ax do trapézio por sua altura média
& (F| + F,). Como o trabalho da for¢a F exercida pela mola é positivo para um valor
negativo de Ax, escrevemos

“ 1

12~ 2

(10.16)

U (F!. + Fz) Ax

Figura 10.11 (repetida)

Aférmula(10.16) é, em geral, de uso mlais conveniente d
orm \ , oqu 10,
menos possibilidade de confundir as unidades envolvidas. en{ifRincipess

¥ 10.7. Energia Potencial. Considerando novamente o ¢ 1
obs_ervamos em (10.13) que o trabalho do peso P, durante um does?gf:nf;ntl?;gf.inl&l l"
obtido subtrainde-se o valor da func¢ao Py, correspondente a segunda posigéo do co ‘8
de seu.va!cif correspondente 4 primeira posigdo. O trabalho de P €, assim independerg:t;
da tr_a_]etorla efetivamente percorrida; depende somente dos valores in;cia] e final d
funggo Py. Talefunqﬁo é denominada energia potenctal do corpo em relagéo a fi d:
gravidade P e é designada Vg. Escrevemos . e

By o™ {Vg)l - {‘l«"g)2 com Vg = Py (10.17)

Observamos que, se (V ), > (V) i ' ]

) g2 > (Vp),, ou seja, se a energia potencial aumenta
d‘urante o deslocamento (como no caso aqgui considerado), o trabalho U é negativo.
Se, por outro l;dc, o trabalho de P é positivo, a energa potencial decrels_c'é. Portanto z;
energia potencial Vg do corpo fornece uma medida do trabalho que pode ser realizado
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. riagdo nergia potencial, e nio seu valor real V_,
ol seulpf:; i-f;:;f:gﬁﬁln’ﬁft uma og:setantf a?hitrﬁria ?ode ser adicionada%
. e:ev:s;; obtida para V_. Em outras palavras, o nfvel, a partir do qugl a a:z:l‘ga{ 2
:nxzdida. pode ser escolhido arbitrariamente.. Observe:se que a e:z:g::i ;odo el &
expressa nas mesmas unidades de trabalho, isto €, em joules se as

usadas.*

/ — Mola sem deformagio
» WAV

:E\n
|

B r\/\/\/\/\/ﬁ/\/\;
1 i

- —u
I

B k\/\/\/‘*i/ NSNS
[}
Ll

ot 1 A

Figura 10.12 (repetida)

; 1a(10.15) que
Considerando agora o corpo da Fig. 10.120,observamosdafémufa( -
o trabalho da forga eldstica F ¢ obtido pela subtragio do valor da fungéo = .

i de seu valor correspondente & primeira
rrespondente & segunda posigéio do corpo, 1 | :
;‘:)sil;ﬁﬂ, Essa fungéo, V,, € denominada energia potencial do corpo em relagdo & forga
eldstica F. Escrevemos

(10.18)

\'4
Ul L2 = (Vg)1 = (Ve}2 com 5

e observamos que, durante o deslocamento considerado, o trabalho da forga F e;:;;tis:
pela mola sobre o ::orpo é negativo, e a energia potencial V, aumentéa. De\]rer?oors :} il
que a expressio obtida para V_ ¢ vélida somente se a deformagéo da mola

partir da posigdo em que a mola néo estd deformada.

" Vea rota de rodapé, pag. 710.

|
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O conceito de energia potencial pode ser utilizado quando outras forgas além
de forgas gravitacionais e elasticas estiverem envolvidas. Permanecera vilido enquanto
o trabalho elementar dU da forga considerada for uma diferencial exata. E, entio,
possivel encontrar uma fungio V, denominada energia potencial, tal que

dU = -dVv (10.19)
Integrando (10.19) sobre uma trajetéria finita, obtemos a férmula geral
Uy o=V =V, (10.20)

que exprimeotrabalhoda for¢a é independente da trajetéria percorrida e é igual a menos

a variagio da energia potencial. Uma for¢a que satisfaca 4 Eq. (10.20) é denominada
forca conservativa *

* 10.8. Energia Potencial e Equilibrio. A aplicagdo do principio dos
trabalhos virtuais sera consideravelmente simplificada quando a energia potencial de
um sistema for conhecida. No caso de um deslocamento virtual, a férmula (10.19)
transforma-se em 8U = — 8V. Além disso, se a posi¢do do sistema é definida por uma
unica varidvel independente 6, podemos escrever 8V = (dV / d8) §0. Como &6 deve ser
diferente de zero, a condi¢do 8V = 0 para o equilibrio torna-se

(10.21)

Em termos de energia potencial, o principio dos trabalhos virtuais estabelece,
portante, que, se um sistema estiver em equilibrio, a derivada de sua energia potencial
total serd zero. Se a posicio do sistema depender de diversas varidveis independentes
(diz-se, entdo, que o sistema possui vdrios grausde liberdade), as derivadas parciais

{e
e
Vem T‘t’]ﬂf.‘i(} a cada uma das varitiveis i IdCD(‘,['IdCI’ILES devem ser nulas.

" Uma discussao detalhada sobre forgas conservat 2= ¢ %aita na Seca~ *2 7 do volume Cire iatica € Dindmica
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ey~ e e ——

i

Consideremos, por exemplo, uma estrutura cunst,}ituida de duas bgrras ACe
CB e que suporta uma carga Pem C. A estrutura estd articulada por um pino em A:\e
apoiada por um rolete em B. Uma mola BD liga B a um ponto ﬁxo D (Fig. 10.13a).
constante da mola é k, supde-se que seu comprimento natural é igual a AD e, portan?.o,
que a molanao esta deformada quanto B coincide comA. Desgrezando as forgas de atrito
e o peso das barras, verificamos que as unicas forgas que 1_reahzam trabalho durante um
deslocamento da estrutura sio o peso PeaforcaF exermdq pela_rr?ola no ponto B (Flg.
10.13b). A energia potencial total do sistema serd, entdo, obtld_a admongndo-se aenergia
potencial Vg, correspondente & forga de gravidade P, a energia potencial V,, correspon-
dente a forga elastica F.

Figura 10.13

Escolhendo um sistema de coordenadas com origem em A e observapdo quea
deformagao da mola, medida a partir da posi¢do em que nao esta deformada, é AB = xy,
escrevemos

Vo=

[ 4

2 i
kay Vg =Pye

bo|

Exprimindo as coordenadasxy e yp em termos do dngulo 9, temos

xﬂ=2£sene yczicosﬁ

¥ 2l s 2 = lcos B
¥e—§k(215en8} Vg P (leos ©)

V=V +V = 2kl%sen®6 + Plcos® (10.22)
€ g
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As posi¢ées de equilibrio do sistema sdo obtidas igualando-se azeroa derivada
da energia potencial V:

av = 4ki®senBcos® — Plsen® = 0
de
sen =0 4kl cos 8 —P =10

Existem, portanto, duas posigdes de equilibrio, correspondendo aos
valores 0 =0 e 8 = arc cos (P/4kl)*.

*10.9. Estabilidade do Equilibrio. Consideremos as trés hastes uniformes
de comprimento 2a e peso P, representadas na Fig. 10.14. Embora cada haste esteja em
equilibrio, existe uma diferenga importante entre os trés casos considerados. Se cada
haste for afastada de sua posigdo de equilibrio e entdo abandonada: a haste a se moverd
de volta a posi¢do original, a haste b continuard afastando-se de sua posigdo original e

a haste ¢ permanecerd em sua nova posigdo. No caso @, o equilibrio da haste € estdvel;
no caso b, instdvel; no caso c, indiferente.

(a) Equilibrio estavel

(&) Equilibrio instével (c) Equilibrio indiferente

Figura 10.14

Recordando, da Segdo 10.7, que a energia potencial gravitacional V, € igual a
Py, onde y é a altura do ponto de aplicaggo de P, medida a partir de um nivel arbitrario,
observamos que a energia potencial da haste a é minima na posigao de equilibrio
considerada, que a energia potencial de b é méxima e que a energia potencial da haste
¢ é constante. Assim, o equilibrio é estdvel, instdvel ou indiferente, conforme a energia
potencial seja minima, maxima ou constante (Fig. 10.15).

* A segunda posiGao nao existe se P> 4 ki (ver Prob. 10.81 para uma ulterior discussdo do equilibrio desse
sistema).
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(a) Equilibrio estivel

(5) Equilibrio instével

() Equilibrio indiferente

Figura 10.15

Que oresultado obtido é muito geral, pode ser visto como se segue: em primeiro
lugar observemos que uma forga sempre tende a realizar trabalho positivo e, assim, a
diminuir a energia potencial do sistema ao qual estd aplicada. Portanto, quando um
sistema & afastado de sua posigfio de equilibrio, as for¢as que nele atuam tendem a
trazé-lo de volta & posicédo original se V é minimo (Fig. 10.15a) e afast4-lo ainda mais se
V é mdximo (Fig. 10.15b). Se Vfor constante (Fig. 10.15¢), as forgas ndo tenderdo a mover
o sistema.

Recordando do Célculo que uma fungdo é minima ou maxima conforme sua
derivada segunda seja positiva ou negativa, podemos resumir, como se segue, as
condigdes para o equilibrio de um sistema com um grau de liberdade (isto é, um sistema
cuja posigdo é definida por uma unica varidvel independente 8):

2
av =0 dV > 0 equilibrio estdvel
de de?

- (10.23)
% =0 Z—G-ZK < 0:  equilibrio instdvel

Se tanto a primeira quanto a segunda derivadas de V forem zero, serd neces-
sério examinar derivadas de ordem superior para determinar se o equilibrio é estdvel,
instdvel ou indiferente. O equilibrio serd indiferente se todas as derivadas forem nulas,
uma vez que a energia potencial V é constante. O equilibrio sera estdvel se a primeira
derivada diferente de zero for de ordem par e positiva. Em todos os outros casos, o
equiltbrio se~4 instdvel,

Se o sistemna considerado possui vdrios graus de liberdade, a energia potencial
V depende de diversas varidveis, e €, assim, necessdrio aplicar a teoria das fungges de
diversas varidveis para determinz- s¢ V é minima. Pode ser verificado que um sistema

A

de 50 alongamento da mola, temos-
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com dois graus de liberdade serd estdv

e el, e a correspondente energi i
serd minima, se as seguintes relagges . ergia potenicial V'(6;, 6,)

forem satisfeitas simultaneamente:

oV _ vV _
. 96, 26,
2v 32v 2v (10.24)
861 de2 aef 392
% 2
~—5 >0 0 2% 0
a8 262

Problema Resolvido 10.4

A figura mostra um bloco de 10 k ]
. 8 preso a borda de um disco de 300 mm d
raio. Sabendo que a mola néo estd esticada quando 0 = 0, determine a posicdo, .

pOS?:Q?OE- 3, de eqhﬁffl‘b! 10 €, em cada caso cﬁass ‘N.Q ue o equilibri ]
5 : : . 1 q ilibrio m 7
z 'zfe ‘ € estdvel, mnsta

ou as
vel ou

\‘ L I = 300 nen f
NNV

k= 4kNim

Energia Potencial. Colocando a origem das coordenadas em O e chamando
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T — l L2 V = Py = mg
v = 2 ks g Y EY
Com 8 em radianos:
s=ab y= beosb,
Y P ooomg
—
A ‘l’

4

N

Mola nio
deformada = L.

Substitufmos esses valores de se y nas equagdes para 'V, e Vg:

Vo= %kaz o2 Vg = mgb cos @

€

— ~ 114202 & mgb cos®
V=V, +V, = ghd0F + mg

Posi¢oes de Equilibrio. Impomos dV/de =0:

dav 2 -
&Y _ pa®6 — mgbsend =0
70 a £
ka?
sen B = —-—m(;b 2]
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que, coma =0,080m,b=0300m,k=4kN/mem=10kg, dd:

(4 kN/m) (0,080 m)?

sen B = )
(10 kg) (9,81 m/s%) (0,300 m)

sen B8 =0,8700

com 8 em radianos. Achamos a solucdo por tentativa:

6 = 0,902 rad

8 = 51,7 <

Estabilidade do Equilibrio. Calculamos a derivada segunda da energia
potencial Vem relagdo a 0:

4’V

= ka® - mgb cos 0
do?
= (4 kKN/m) (0,080 m)? - (10 kg) (9,81 m/s?) (0,300 m) cos 6
= 256-294cos8
2
Para 6=0: ﬂzf =256 — 294cos0)" = -3,83 < 0
d6
O equilibrio ¢ instdvel para 8 =0" <
. d’v ;
Para 8=51,7" E =256 — 29,4¢cosb1,7 = +74 >0

O equilibrio é estdvel para 0=517" <
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Problemas

10.49 Usando o métedo da Segéo 10.8, resolva o Prob. 10.27.
10.50 Usando o métode da Segao 10.8, resolva o Prob. 10.28.
10.51 Usando o método da Segao 10.8, resolva o Prob. 10.29.
10.52 Usando o método da Segao 10.8, resolva o Prob. 10.30.
10.53 Mostre que o equilibrio é indiferente no Prob. 10.5.
10.54 Mostre que o equilibrio & indiferente no Prob. 10.2.

10.55 Duas hastes uniformes, cada uma de massa m, sujeitas a agao da gravidade,
estdo ligadas a engrenagens de raios iguais, como ilustrado. Determine as posigdes de equilibrio do
sistema e estabelega, em cada caso, se o equilibrio é estavel, instavel ou indiferente. Os ceniros das
engrenagens sao fixos e as hastes permanecem num plano vertical.

10.56 Duas hastes uniformes, AB e CD, sujeitas a ag3o da gravidade, estio ligadas a
engrenagens de raios iguais, como se vé na figura. Com Myg = 0,400 kg e Mep = 0,600 kg,
determine as posigdes de equilibrio do sistema e classifique os estados de equilibrio em estavel,

instavel e indiferente. Os centros das engrenagens séo fixos e as hastes permanecem num plano
vertical.

Figuras P10.55 e P10.56
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10.57 Usando o método da Segao 10.8 resolva o Prob. 10.33. Determine se o equilibrio
é estavel, instavel ou indiferente. (Sugestdo: A energia potencial correspondente ao binario exercido

por uma mola de torgao é —;- k62, onde k é a constante de forgao da mola e 6 o angulo de torgao.)

Figura P10.57

10.58 No Prob. 10.34, determine se cada uma das posicées de equilibrio é estavel,
instavel ou indiferente. (Ver a sugestao do Prob. 10.57.)

10.59 Uma carga P de 600 N é aplicada ao ponto C do mecanismo. Desprezando o
peso do mecanismo, determine o valor de 6 para o estado de equilibrio e verifique se este é estavel.
A constante da mola é k = 4 kN/m, e a mola ndo esta alongada quando 6 = 0.

10.60 Resolva o Prob. 10.59 supondo que a mola nZo esteja alongada quando 8 = 30°

10.61  Uma barra delgada AB, de peso P, esta ligada aos blocos A e B, que podem
mover-se livremente nas guias mostradas. A constante da mola é k e ela nao esta deformada
quando AB ¢ horizontal. Desprezando o peso dos blocos, deduza uma equagio em termos de 8§, Pe
k que deve ser satisfeita quando a haste estiver em equilibrio.

[———fv\
ISOt_njm

1
— e et
mmrgv
[ TR

37 mm / ‘

<

Figura P10.61
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10.62 No Prob. 1061, determine trés valores de 0, correspondentes ao equilibrio.
quando P =30 N, k=200Nme /= 0,500 m. Estabelega em cada caso se o equilibrio & estavel,
instavel ou indiferente.

10.63 Um colar B, de peso P, pode mover-se livremente ao longo da haste vertical
ilustrada. A constante da mola € &, e elanao esta deformada quando y = 0. (a) Deduza uma equagao,
em termos de y, Pe k, que deve ser satisfeita quando o colar estiver em equilibrio. (b) Determine 0
valor de y correspondente ao equilibrio, com P =60 N, a=400mm e k= 1,00 kN/m; verifique se o
equilibrio e estavel.

]
a—
o

B

Figura P10.63

10.64 A constante da mola é k, e ela ndo esta esticada quando 8 = 0. (a) Desprezando
o peso da brago rigido BCD, deduza, em fermes de 8, k, a, le P, a equagao que deve ser satisfeita
quando o brago esta em equilibrio. (b) Determine trés valores de 0 correspondentes a situagoes de
equilibrio. sendo k = 12 kN/m, &= 0,15m, | = 0,375 m e P = 400 N. Estabelega, em cada caso, se 0
equilibrio & estavel. instavel ou indiferente '

Figura P10.64
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10.65 A barra ABC esta articulada aos colares A e B, que podem deslizar liviemente
nas hastes da figura. A constante da mola é k, e a mola ndo esta esticada quando 6 = 0. (a)
Desprezando o peso da barra ABC, deduza a equagdo que deve ser salisfeila no estado de
equilibrio, em termos de 6, m, k e I. (b) Determine o valor de 8 na situagdo de equilibrio, com
m=5kg k=12 kNim e | = 250 mm; verifique se o equilibrio & estavel.

Figura P10.65

10.66 Resolva o Prob. 10.65 supondo que a mola nio esta esticada quando 6 = 30°

10.67 Uma carga vertical P é aplicada a extremidade B da barra BC. A constante da
mola & k, e a mola ndo esta esticada quando 0 = 60°. (a) Desprezando o peso da barra, calcule o
angulo 8, na situagio de equilibrio, em termos de P, ke I (b) Determine os valores de 6, na situagao
de equilibrio, sabendo que P = 200 N, k = 4 kN/m e / = 200 mm. Verifique, em cada caso, se o
equilibrio é estavel, instavel ou indiferente.

Figura P10.67
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10.68 Para o sistema do Prob. 10.67, com P = 500 N, calcule o valor de 6 corres-
pondente ao equilibrio e verifique se o equilibrio é estavel.

10.69 A molainterna AC tem constante k e ndo esta deformada quando 6 = 45°. Deduza
uma equagio definindo os valores de 8 correspondente as posigoes de equilibrio.

10.70 No Prob. 10.69, determine os valores positivos de 6 correspondentes as posigoes
de equilibrio quando P = 100 N, k= 3 kN/m e a = 500 mm; verifique se o equilibrio é estavel, instavel
ou indiferente.

Figuras P10.69 e P10.70

10.71 A haste AB esta presa por uma articulagao em A e por duas molas, cada uma de
constante k. Se h= 750 mm, d = 400 mm e m = 80 kg, determine os valores de k para os quais o
equilibrio da haste AB é estavel na posigao indicada. Cada mola pode atuar tanto sob tragao quanto
sob compressdo.

10.72 Sem=75kg, h=650 mm e a constante de cada mola & k = 2,5 kN/m, determine
os valores da distancia d para os quais o equilibrio da haste A8 é estavel na posigdo mostrada
Cada mola pode atuar tanto sob tragao como sob compressao.

10.73 Duas barras AB e BC, de peso desprezivel, sdo ligadas a uma Unica mola de
constante k, que nio esta deformada quande as barras sao horizontais. Determine os valores do
moédulo O de duas forgas iguais e opostas Q e —Q para os quais o equilibrio do sistema é estiavel na
posigao mostrada
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Figuras P10.71 e P10.72

10.74  Asbarras BC e EF estao articuladas em G por um pino que estd preso a BC e que
pode-deslizar livremente em uma fenda feita em EF. Determine o menor valor da massa m, paraque
o mecanismo fique em equilibrio na posigao da figura.

Figuras P10.73 ¢ P10.74

"10.75e 10.76  As barras ilustradas, de comprimento / e peso desprezivel, sao ligadas a
molas, cada uma de constante k. As molas nao estdo deformadas, e o sistema esta em equilibrio
quando 6, = b, = 0. Determine os valores de Q para os quais a posi¢ao de equilibrio é estavel

*10.77 Resoclva o Prob. 10.76 supondo que a forga vertical aplicada em B seja aumenta-
da para 5Q

“10.78 HResolva o Prob. 10.75 com (= 625 mm e k = SkN/m
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Figura P10.75

Figura P10.76

10.79 Na Segao 10.8, duas posigdes de equilibrio foram obtidas para o sistema ilustra-
do na Fig. 10.13: para 8 = 0 e para 6 = arc cos (P/4kl). Mostre que: (a) se P < 4kl, o equilibrio & estavel
na primeira posigao (8 = 0) e instavel na segunda, (b) se P = 4kl as duas posigoes coincideme o
equilibrio é instavel e (¢) se P > 4kl, o equilibrio & instavel na primeira posigdo (6 = 0) e a segunda
posigéo nao existe. Nota: Supde-se que o sistema deve deformar-se como mostrado e que nao pode
girar como um Gnico corpo rigido em torno de A quando A e B coincidem.

Problemas de Recapitulacao

10.80 O alicate da figura é utilizado na colocagao de conectores a cabos chatos que
podem conter muitos condutores separados. Sabendo que sao necessarias forgas de 300 N, que
tém a direao da reta a-a, para a perfeita fixagao dos conectores, determine o médulo Q das forgas
que devem ser aplicadas aos cabos do alicate.

Figuras P10.80
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10.81 O colar B pode deslizar sobre a haste AC e esta articulado por um pino a um
bloco que pode deslizar em uma guia vertical. Deduza uma expressao para o médulo do vetor-bina-
rio M necessario a manutengao do equilibrio.

10.82 Determine o valor de 8 correspondente a posi¢do de equillbrio da haste AC
quando H-ZSOan,O =250 Ne M=250N-m.

sl
T\T

Figuras P10.81 e P10.82

10.83 Uma mola AB de constante k é presa a duas engrenagens idénticas, como
mostra a figura. Uma barra uniforme CD de massa m é suportada por cordas enroladas em torno de
tambores de raio b, presos as engrenagens. Se a mola nao esla delormada quando 8 = 0, obtenha
uma equagao para o angulo 8 correspondente a posigao de equilfbrio.

Figura P10.83

10.84 Para o mecanismo do Prob. 10.83, sdo dados os seguintes valores numé-
ricos: k = 6 kN/m, a = 80 mm, b = 60 mm, r = 120 mm e m = 50 kg. Determine os valores de @

correspondentas as posigdes de equilibrio @ estabelega, em cada caso, se o equilibrio & estavel,
instavel ou indiferente.
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10.85 O colar A pode deslizar liviemente no brago DCE da balanga. O brago esta
articulado por um pino sem atrito em C. A posi¢ao do colar A no brago & controlada por um corddo
que tem a outra ponta presa a um suporte cilindrico fixo de raio a. Sabendo que ¢, = ¢ quando o
brago esta na horizontal, deduza uma equagao, envolvendo 8, m,. m, ¢ e a, que deve ser satisteita
quando o brago esta em equilibrio.

Figura P10.85

10.86 Determine o valor de 8 de correspondente a posigao de equilibrio do brago Prob.
10.85, com m, = 0,500 kg, my = 0,450 kg, # = 0,200 me a= 0,04 m.

10.87 A barra horizontal AD esta presa a duas molas de constantes k e esta em
equilibrio na posig&o ilustrada. Determine os valores do médulo Q das duas forgas horizontais Q e
-Q para os quais a posicao de equilibrio é estavel: (a) se AB = CD e (b)se AB=2 (CD).

10.88 (a) Deduza uma equagao que determine o &ngulo 8 na posigao de equilibrio. (b)
Datermine o dngulo 8 na posigio de equilibrio se Q = 2P.

.y ;

Figuras P10.87 e P10.88

10.89 Duas barras ABC e CD estao presas a uma mola de constante k que nio esta
esticada guando as barras estdo na vertica! Determine os valores de Q para os quais o equilibrio do
sisterng e 2stavel na posicAo lustrada.
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. 1 O.QO Os blocos A e B, com massas m, 8 mg, estao ligados por um cabo AB que passa
sobre uma pt»oha am C. Desprezando o atrito, deduza uma equagao envolvendo 8, p, m, e my que
deve ser satisfeita quando o sistema est4 em equillbrio. ’

]

f

S M S T
é

IT:E

Figura P10.89

Figura P10.90

_ 10.91 A forga P esta aplicada ao mecanismo da figura. Deduza uma equacao para o
modulo da forga Q necessaria para manter o equilibria.

o
?r/_.ﬁ
T

Figura P10.91

Recapitula¢do e Sumario

Aprimeira parte deste capitulo foi dedicada ao princtpiodos trabalhos virtuais
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Trabalho de uma forga

Inicialmente definimos o trabalho de uma forga F correspondente ao pequeno
deslocamento dr [Segdo 10.2]

dU = F - dr (10.1)

obtido, fazendo-se o produto escalar da for¢a F pelo deslocamento dr (Figura }0.16)'
Sendo F e ds, respectivamente, os médulos da forga e do deslocamento, e o 0 angulo
formado por F e dr escrevemos

dU = Fdscos (10.1)

O trabalho dU é positivo se & < 907, zero se @ = 90" e n_egaLivo se a > 90°. \Teriﬁcamos
ainda, que o trabalho de um bindrio de momento M aplicado a um corpo rigido é

dU = Md8 (10.2)

onde @8 é o pequeno dngulo, medido em radianos, de rotagdo do corpo.

Figura 10.16

Deslocamento virtual

Considerande um ponto material na posigdo A, sobre o qual agem vdrias forgas

Fy,Fy, ., F, [Segdo 10.3], nés imaginamos que ele movimentou-se até uma nova posigéo
» B | n 1
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A’ (Fig. 10.17). Como este deslocamento realmente nio ocorreu ele é chamado de
deslocamento virtual e representado por &r, sendo o trabalho correspondente das forgas
chamado de trabalho virtual e representado por 8U. Escrevemos

U = FI‘5r+ F2v5r+ I Fn-ér

Principio dos trabalhos virtuais

O Principio dos trabalhos virtuais afirma que, se um ponto material estd em
equilibrio, o trabalho virtual 8U das forgas que atuam sobre ele é nulo, qualquer que
seja o seu deslocamento virtual.

O principio dos trabalhos virtuais pode ser estendido para corpos rigidos e
sistemas de corpos rigides. Como este principio envolve apenas for¢as que efetuam
trabalho, ele oferece uma alternativa 1til ao uso de equagdes de equilibrio para a solugéo
de muitos problemas de engenharia. Ele é particularmente adequado no caso de
mdquinas e mecanismos formados por corpos rigidos vinculados, pois o trabalho das
reagdes de vinculo é nulo e os trabalhos das forgas internas nos pinos das articulagdes
tém soma nula [Segdo 10.4; Problemas Resolvidos 10.1, 10.2 e 10.3].

Figura 10.17

Rendimento mecinico

No caso de mdquinas reais, entretanto [Segdo 10.5], deve-se levar em conta o
trabalho das forgas de atrito, o que faz com que o trabalho produzido seja menor que o
trabalho recebido. Definindo o rendimento mecéanico de uma mdquina pela razéo

_ trabalho produzido (10.9)
trabalho recebide
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observamos que para uma maquina ideal (sem atrito) n = 1, sendo que para maquinas
reaisn < 1.

Trabalho de uma for¢a em um deslocamento finito

Na segunda parte do capitulo consideramos o trabalho de for¢as correspon-
dentes a deslocamentos finitos de seus pontos de aplicagdo. O trabalho U, _, , da for¢a
F correspondente ao deslocamento da particula A de A; a A, (Fig. 10.18) foi obtido
integrando o lado direito da equagdo (10.1), ou (10.1"), ao longo da curva descrita pela
particula [Segdo 10.6]:

2
U - jA F.dr (10.11)

ou

2
UI Lo = J‘: (F cos o) ds (10.11)

1

Analogamente, o trabalho de um bin4rio de momento M, correspondente a uma rotagio
finita de 6, a 8, de um corpo rigido, foi expresso por

92‘.

u, 2:[ Mdb (10.12)
- 0
1

Figura 10.18
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Trabalho de um peso

O trabalho do peso P de um corpo, quando seu baricentro se desloca de um

ponbo com ﬂ]tmﬂ. ¥, para outro com a!tu! Fig. 10 1 pode Ser Obudo fazetldo 1; -1 e
1 ayz ( . 9 'y
= 180 na Eq (1011 ). )

Yy (10.13)
U]_.2=~ ! de::"yl—P_}r2
1

O trabalho de P 8, pois, positivo quando a altura y diminui.

'Al
e

o
\

Figura 10.19

Trabalho da for¢a exercida por uma mola

Otrabalhoda for¢a Fexercida por uma mola sobre um corpo A, quando a mola

€ esticada dex, a x,, (Fig. 10.20) pod ]
18X, .20) pode ser calculado fazendo F = kx
da mola e o = 180" na Eq. (10.11"): rodes Smomsiante

~ 2 1 (10.15)
Ul_’z_—f krde = o ket —
%y

O trabalho de F ¢ positivo quando @ mola estd voltando & situagdo de deformacdo nula
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— Mola sem deformagio

RO |
Ao
|

B k\/\/\/\/\/{/\/\.
| A,

— r
i '

Lor—i
T

B ’/\ NN /-+ AN /\/.
]

R

Figura 10.20

Energia potencial

Quando o trabalho da for¢a F é independente do caminho seguido entre A; e
A,, diz-se que a forca é conservativa e escreve-se

Uy a0 = V-V, (10.20)

onde V é a energia potencial associada a F e V, e V, sio 0s valores de Vem A, e 4,
[Segdo 10.7]. Verificamos ainda que as energias potenciais associadas com a forga peso
P e com a forga eldstica F exercida por uma mola sdo

(10.17, 10.18)

Expressio alternativa para o principio dos trabalhos virtuais

Quando a posigdo de um sistema mecanico depende apenas de uma varidvel
0, a energia potencial do sistema ¢ a fungdo V(@) e da Eq. (10.20) deduz-se que
85U = — 8V = — (dVid8) 6. A condigdo de equilibrio 8U = 0 imposta pelo principio dos
trabalhos virtuais pode, entdo, ser substituida pela condigdo

av _, (10.21)
do ~

E preferivel utilizar a Eq. (10.21) quando todas as forgas envolvidas sdo conservativas
do que aplicar diretamente o principio dos trabalhos virtuais [Segdo 10.8; Problema
Resolvido 10.4].

Centréides de formas comuns de superficies

Forma da superficie x ¥ Area
Trangulo
Bl
3 2
Quarto de circulo
§ | &2 2
3n 3n 4
Semicirculo -~
' 0 2 |
an 9
Limitada por dois T
| segmentos de reta nab
| perpendiculares e um 4
. quarto de elipse
| Limitada por um B
segmento de reta e Mb
. uma semi-elipse 2
! Limitada por dois WG
| segmentos de reta mzah
| perpendiculares e uma 3
| semiparibola
Limitada por um
segmento de reta e ‘M
| uma parabola 3
T 763
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{continuacado)
Forma da superficie x ¥ Area
Limitada por dois
segmentos de reta :
perpendiculares e
um arco de :
parébola do 2° grau 3a 3h ah
4 | 10 3
Limitada por dois
segmentos de reta _
perpendiculares e |
um arco de ﬂ.+10;n+1 ah
pardbola do grau n n+8% 4n +2 Akl
|
Setor circular I
|
2rseno 0 ar?
3a |
¥
|
Momentos de inércia de figuras geométricas comuns
| Retdngulo 7 1,3
; I = Ebh
| z 1
| = — 33
I T bk
1
I, = 38°
wel L 50
fy =3 b h
Jo = 1—12 Bhib? + h?)
 Triangulo
: B 1s
1= 35tk
1
I = 75 047

(continuagao)

Circulo

Apéndice

X
Semieirculo N e
+ 1
Lymily o
Jo = gt
Quadrante Iy
" ! 3
| I = ;.v = ﬁm.zt
! 1
_ _ i Jo=gmt
OL _J X T
i r !
Elipse | i —_.‘.l
§
. | - y
| L == Mba
| 4
b |‘ - i
" | e
| } -1 2 2 ‘
J0 = :1 rabta® + <)

Momentos de inércia de sélidos de formas geométricas comuns

Haste delgada

iy v

S - ' |

~ iy
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(continuagdo)

Placa retangular
fina

Prisma retangular

Diseo fino

it

!
3
s |

| Cilindro circular

e

Cone circular

Esfera

o

Respostas aos
Problemas Pares

CAPITULO 2

22. 707N £ 586"

24. 170 kN > 848"

2.6. 19,0

2.8. (a)585N.(b) 896 N.

2.10. (a) 78,9 N.(b) 169 N.

2.12. P=72, 1N;a=447"

2.14. 414N < 72,0°.

2.16. (45N) 258N, + 36,9 N;
(60N) +49,1 N, +34,4 N;
(75N) +48,2 N, - 57,5N .

2.18. (530N) +450 N, +280 N;
(510N) — 240 N, +450 N.

2.20. (a)261N.(b)-168 N.

2.22. -120 N, +350N.

2.24 (300 N)77,6N,290N
(450 N) 369 N, 258 N.

2.26. 145kN < 784"

2.28. T60N &« 74,0

2.30. 256kN.

767
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2.32. (a)36,9".(b) 80 N.
2.34. TAC =352 N; TBC =261 N.
2.36. TAC =265 N; TBC =175 N.
2.38. TAC =326 N; TBC =369 N.
2.40. TA =231N; TB =577 N.
2.42, TAB =600 N; TAC =344 N.
244. (a)u=357 TAC =410 N; TBC =287 N. (b) o = 55%; TAC = TBC =305 N.
2.46. 0,75m.
2.48. (a) 1,47 kN. (b) 1,47 kN. (¢) 981 N.(d) 981 N. (e) 736 N.
2.50. 913N < 825"
2.52. (a)BON.(b)285N.
2.54. (a)+278 N, +383 N, +161 N.
(b) 56,2°, 40,0%, 71,3".
2.66. (a)-176 N,-25T N, +251 N,
(b) 116", 130°, 51,1".
2.68. (a)—9305N,+16800N, +3 385 N.
(b) 118,5°, 30,5°, 80,0°.
2.60. 1,05kN;51,8%;108";136".
2.62. {a}Fx =538,5 N, Fz =1335N;
F = 2080 N. (b)43,9".
2.64. -6,30 kN, +6,06 kN, +4,86 kN.
266. —1125N, +750 N, +450 N.
268. R=3115N; 0,=374", Gy =122,0°, 6, = 72,6°
2.70. R =498N; b, = 68,97, 9}, =256.8% Bz =785,1".
2.72. 510 N.
2.74. 10,1 kN.
2.76. 9,32 kN.
2.78. TAB=500 N;TAC=459 N; TAIJ=516 N.
2.80. TAB = 2,88 kN; TAC = 5,76 kN; TAD = 3,60 kN.
2.82, TAB = TAC = 16,75 N; TAD =29,0N.
2.84, TAB = 158,56 N; TAC =32L5N.
2.86. H=138N; TAB =270 N; TAC =196 N.
288. H=131N.Q=256N. TABz T“.-.:220 N.
2.90. ! pac ~ 288 N; }":,_U =100,5 N; }IAF, =184,5 N
292, A0Aamm.

294, x=67mm,z=134 mm.

2.96. (a)991 N.(b)973 N.

298. 314N<P<19290N.

2.100. 141,5°,124,4", 74,9°.

2.102. 179N <-P <669 N,

2.104. (a)1685N > 10,7 (h) 1480 N ~ 3,1
2.106. TAD =200 N; TBD = TCI) =170 N.
CAPITULO 3

3.2. 16,4°.

34. 116N.m).

3.6. (@)274N m].(b)228N 7 42,0°.

38. 185N m].

3.10. T72N.

312 d=(xF, - yFIF?, + F2) 12,

3.14.  (a) + 3i - 26j - 18k. (b) 0. (c) - 15i - 20j.
3.16. (750N -m)i-(6,00N-m)j-(10,4 N- mk.
3.18. (267N -m)i+(78,1N -m)j—(202 N - mk
3.20. 101 mm.

3.22. 281 m.

3.24. 207 mm.

3.26. P Q=+1;P.S=-11Q -8 =+ 10.
3.28. 779

3.30. 268"

3.32. (a)59,1".(b) 648 N.

3.34.  +46; +46: -46

3.36. M‘:O, M},:—IGQN m, M?=+2?ON-m
3.38. 196N

340. P=125N;¢=73,7, 8=531"

342, -90,0 N -m.

3.44. 280N m

3.46. +Pa/\2

Respostas aos problemas pares
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3.48.
3.50.
3.52.
3.54.
3.56.
3.58.

3.60.

3.62.
3.64.

3.66.
3.68.
3.70.

3.72.

3.74.

3.76.
3.78.

3.80.
3.82.

3.84.
3.86.

3.88.

3.90.

3.92.
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(byd=a/ V2.

0,268 m.

322 mm.

(a) 16,7 N.(b) 31,3 N. (¢) 14,7 N.

32 mm.

(@M=136N -m; 6 = 27,87, GJ =62,2°,

Bz =90°. (b) 182N < 622'emBe

182N =~ 62,2°emC.

M=4750N m;0, = 164°, B}, =92.9°,

0,=748"

F=1156N 7 674 ,M=226N-m).
@F=250N < 25" M=575N-m ).
(b)A=375N ~ 25" B=625N < 25"
F=750N | x=40mm.

(a) 30°. (b) 65,7".

F = —(1 334 NJi + (534 N)j — (890 Nk;

M= (4 067 N - m)j +(2 440 N - m)k.

F=-(123 N)j — (86,0 N)k,

M=(226N mii+(155 N -m)j—(22,1 N mlk.
Sistemas for¢a-bindrio em D e C.

ceg.

(@) 500 N 1; 2,2m, (b) 500 NT; 1,0 m, (¢) 500 N 1:0,4 m.
(@) 457 mm. (b) 960 mm. (c) 1 692 mm.

(@)1 739N =~ 39875

(b) 0,305 m para a direita de C e 0,254 m acima de C.

(@) 136 N ~ 28" (h) 18,4 mm a direita de A e 50,0 mm acima de C.

(@R=32kN—, Mb =228kN-m).
(b) R=3,2kN —, 7,1 m abaixo de DE.

(a) B = — (80 N)k: C = (- 30 N)i + (40 N)k.
(b)R =0, R, =~ 40 N. (¢) Vertical.

(@) 60°. (b)R = (66,5N)i’ - (115 N}j
Mg =(352N-m)i.

R = (66,5 N)i - (115 N)j,

MR = (352N m)i+ (94N mk.

{a) Aperta. (b) Afrouxa

3.94.
3.96.
3.98.

3.100

3.102,

3.104.

“3.106.

3.112.
3.114.
3.116.
3.118.

3.120.
3.122,

333 kNemx=+146mez=—-0,424 m,
140 kN; 0,714 m de A, na aresta AD.
(@) R =-(267 N)j. (b)-15,2 mm.
(c)x=0, z =229 mm.

(a)— (40 NJj. (b) 2,5 mm,
(c)x==5mm,z=0.

1 .38 -9 = .
@-35 Pk ®)R=5P 6, =0 =482,

Gz =109,5", (cly=a, z= %a_

@R =491N;6 =1487",8 =958,

8, = 120,6". (b) 16,4 mm.

(c)x=+358 mm, z=+138 mm.

(@) R = (178 N)i + (133 N)j. (b) +76,7 mm.
(¢)x=0,z=-68 mm.

4,06k N.

4075N.

132N -m).

(@)500N < 60°,689N m ).
(b)A=689NT;B=1150N < 774"
60,LkN |,emx=4,99m,z=3,33m.
(@A=111NJl; C=111NT.
(6)B=160 N ~;D=160 N .
(c)A=108N ~,;D=103 N ™.

CAPITULO 4

4.2.
4.4.
4.6.
4.8.
4.10.
4.12.
4.14,

(@) 117 N T (b) 392 NT.

(@) 64,6 kN. (b) 106,6 kNT.

62,0°.

05k N<@Q <11k N.

1kN <@ <3,25k N.

A=489N .;C=669N =~ 814"
1150 N.

Respostas aos problemas pares
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4.16. (@) A=427kN >~ 20,6 B=4,50k NT.
B)A=150kNT;B=602kN ™~ 484"
(c)A=205kN ~47,0;B=520kN > 60,0
4.18. (2)A=125N1;B=125NT.
(LYA=188N—;B=188 N —.
(c)A=104N 7 60 B=104N « 60"
4.20. Tpp=1962N;A=736N > D=736N .
422, A=34TN-:B=173N < 605;C=866N > 60"
424, (a)1,84kN —,(b) 1,25 kN = 40",
4.26. (a)640N,(b)A=400NT; B=320N —.
428. (@M=723N.m).
(b)A, =402N »—-i;Ay: 150 NT.
4.30. 258N<T,<790N.
4.32. 0 =arctg (Q/3P).
4.34. (a)6=2arcsen (W/2P). (b)6=29,0".
4.36. (a)0=2arcsen {%f{ki - P)]: (b) 83,6
438, @yl - ———) = P b)1,00kN/m.
p m k
4.40. 1) Completamente vinculada; determinada:

A=60,1kN 2 563;B=334kN«.

2) Ineficazmente vinculada; indeterminada; néo equilibrada.
3) Completamente vinculada; determinada; A = C = 25 kNT.

4) Completamente vinculada; indeterminada;

A =334k N ;B =334kN«;

(Ay + By =50kN T).

5) Ineficazmente vinculada: indeterminada; nao equilibrada
6) Parcialmente vinculada; determinada; equilibrada;
A=C=25kNT

7) Completamente vinculada; determinada;
A=25kNT;B=41,TkN ~ 36,9

C = 33,4 kN —.

8) Completamente vinculada; indeterminada;

A, =25kNT.

Respostas aos problemas pares

4.42.
4.44.
4.46.
4.48.
4.52.
4.54.
4.56.
4.58.
4.60.
4.62.
4.64.
4.66.
4.68.
4.70.
4.72.
4.74.
4.76.
4.78.
4.80,
4.82.

4.84.

4.86.

A=223kN ~ 7,73% B=221kN .
A=313N » 53,1% B =188 No.
@A=P V2> 45;B=PT.
)A=PN2 e .B=P/N2T
A=413N < 14,05 T=500N.

A=170N s~ 339.C=160N £ 281"

{@)600N.(B)C=T50N = 369"

0+ 0=90"

(a) 225 mm. (b) 23,1 N.(¢) 12,2 N
343,

A = (150 N)j — (14,5 N)k;

B = (100 N)j - (57,8 N)k; C = (72,2 N)k.
A =(104 N)j + (128 N)k;

D = (52 N)j + (160 N)k.

(@) 750 N; (b) C = (250 N)i + (750 N)j;
D =~ (1,00 kN)i — (0,300 kNJj.
T,=245 N: Ty =736 N; TC =98,1N.
450 Nemx=0,267m,z =0,732 m.

(a) Tgp = Tyg = 16,6 kN.

(b) A = (17,0 kNJi + (45,1 kN)j.

{a) TBD = 3,50 kN; TBC = 4,88 kN.

(b)Y A=17,50 kN)i + (2,13 kN)j.

(@) Tpg=Thr = 1,12 kN.

(bYA= —(2,95 kN + (5,77 kNJj.

(a) 786 N.

(b) A =—-(491 N)i - (324 N)k; B = (225 NJj.
{a) 15,0 N.

(b) A=—(14,7Nji+ (34,5 N)j; B =(37,5 Njj.

{a) 689 N, (b) A = (503 N)i + (424 N)j;

B =(151 NJi +(557 N)jj —(229 N)k.

(@) 1,55 kN.(b) A = (0,50 kNJi + (1,09 kNJj;
B =1(0,151 kNJi - (0,113 kN)j — (1,00 kN k.
(@) 15,0 N. (b) B =—(14,7 N)i + (72,0 N)j;
Mp=-(311N-m)i-(32N mj

773
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4.88. {a) 689 N
(6) B = (654 Nji + (981 NJj — (229 Nk,
Mp=—(883 N mji+ (1046 N - mJj.
4.90. (a)62,5N.
(61 A =(30,0 N)j + (22,5 N)k; B = (50,0 Ni.
492, (a)D=225N.(b)S=300N;.d=0,75m.
494. B=(153 Ni-(225 Nk
C =+(2,50 NJjj + (225 N)k.
D =153 N)i + (30,0 NJj.
4.96. Typ=2,90kN; Typ = 5,25 kN; Ty = 2,00 kN.
4.98. (90 Nj.
4.100. (45 N)k.
4.102. 652 N.
4.104. (a) 450 N. (b} A = 3,00 kN «; B = 3,00 kN—.
4,106. 312 N.
4.108. B=571N >~ 57,7, C=356 N < 31,0".
4.110. A =(375 N)j - (500 N)k;
B = (625 Nii + (500 N)k;
C =625 Nji + (375 NJj.
4.112. 194",
4.114. A=585kN « 60 B=396 kN > 8§38
CAPITULO 5
5.2, X =82mm,Y =70 mm.
54. X =70,0 mim, Y = 60,0 mm.
5.6. X =16 mm, ¥ = 32 mm.
58. X=Y=127mm
510. X=Y=13mm
512. X =Y=225mn.

5.16.
5.18.
5.20.
5.22,

5.24.

5.26.
5.28.
5.30.
5.32.
5.36.
5.38.
5.40.
5.42.
5.50.
5.52.

5.54.

5.56.
5.98.
5.60.
5.62.
5.64.
5.66.
5.68.

5.70.

5.72.
5.74.
5.76.
5.78.
5.80.

X =321 mm, Y =53 mm.

ot 1 .

X-= ga(h] + 2ho)i(h, + hy).
0,520,

0,494.

42 % 10° mm’ e — 42 x 10* mm?.

(a) QX = % b (c? ~y2J.

1
B)y =0, Q) ax = Ebc?

X =84 mm,Y =73 mm.

X = 18 mm, ¥ = 30 mm.

120 mm. _
@V3r.®V5r.

15 mm.

¥ = 0,7424a; - 1,01%.

% = 2a/5,5 = 3b/7.

% =3a/5, 5= 12b/35.

7=0,48 h.

T=Liny=nal8.

f:h,f =£—1;h

(@) 9,13 x 10% mm® (b) 10,6 x 10% mm®.
A= 4n2rR; V = 2n%r°R.

7.72 x 108 mma; 57,2 N.

6,03 m,

21,3 x 10° mm?; 154 g.

90,8 em?.

(@) 4,27 m® (b) 13,1 m%.

(@) tR%h. (b) % nR%h. (c) % xR%h. (d) é k2. (e) % R,

Respostas aos problemas pares

R=420kN |, 1,143 m a direitade A; A=220kN T, B=2,00kN T.

A=315kN;M, =585 N m).
A=204kNT,B=816kNT.
A=686kNT,B=176kNT.
B=189kNT,C=215kNT.
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5.82.
5.84.

5.86.
5.88.
5.90.
5.92.
5.94.
5.96.
5.98.

5.100.

5.102.
5.104.
5.106.
5.108.
5.110.
5.112,
5.114.
5.116.
5.118.
5.124,

5.126.

- 5.128.
5.130.
5.132.
5.134.
5.136.
5.138.
5.140.
5.142,

5.144.

w, = 10 kN/m; wy = 50 kN/m.

(@) =993 kN —, V=324 kN T; 2,03 m a direita de A.
(b)R=105kN = 184"

{a) 36,4 kN; 0,864 m abaixo de A. (b) 21,0 kN «.

0,30 m.

A=130kN = 64,23 B=128kN T.

1,38 kN .- .

491 N.

1,46 m,

A=153NT;Bx: 1?7N¢—;By=789NT,

é b a direita da base do cone.

27,8 mm acima da base.
X=Z=0,Y=-0,608h.

Y =19 mm.

Z = 86,8 mm.

Z =51 mm.

X=125mm,Y =167 mm, Z = 33 mm.
X=Z=90 mm, ¥ = 121 mm.

X=0,Y=126 mm, Z = 64 mm.

33 mm acima da base.

x =5h/8.

X =%a(l — 4/,

x =3a/8, ¥ = hi4,z = 3b/8.

42 mm.

x =0,y =5h/16,2 = —a/d.

x =58 mm, Y = 83 mm.

(@)X =300mm,¥=-117 mm, Z = 0. (b) 1,81.
T=90mm, ¥y = 156 mm, z = 60 mm.

a +155 m>. (b) +83 m®.

X=633mm,Y =154 mm, Z = 50,0 mm.

1
COS Of = ) cossec 8.

Respostas aos problemas pares 77T

CAPITULO 6

62, F,p=148kNT; Fy =72kNC, F,p=T4kNT; Fgo=Fo,=T0kNC.

64. F,p=450kNT; Fyo=390kNC; Fpo=360kNT.

66. F,u=4kNT,F,=15kNT;Fy,=9kNC; Fpp=5kNT;

Fop=16 kN C; Fpyp= 4 kNC.

6.8. F,p=35kNT; Fyo=3T5kNT; F,;,=6,00kNC; Fg=105kNT;
Fep=360kNT.

6.10. F,p=210kNC; F,o=Fcp=200kNT; F,;,=130kNC;

Fou=Fop ~825N'T;
Fpp=4,16 kN C.

6.12. F,3=10kNC; Fyc=Fpo=Fop=Fcg=12kNT; Fyp=Fpp=58kNC.

6.14. BD, DG, FG, GH, HI, IJ.

6.16. AC, CE, EF, FG, GH.

6.18. (a)A=—(563N)i-(300Nk;B =(300 NJk; C = (563 N) i + (350 N)j.
(B)Fyp=Fap=Fpc=0;Fyc=850NC; F,p=106kN T, Fp, =638 N T;
Fyg = Fop = 563 NC; Fpp = 300 NC.

6.20. (a)B=-(2,70 kN)k; C=-(1,80 kN)i - (3,37 kN)j; D = (1,80 kNJi + (3,37 kNjj
(B Fay=Fop=0; Fua=42TKN T, Fypy=427kNC; Fpyp=42TkN G;
Fpp=42TkNT

6.22. Fpg=5KNT;Fpy=20kNT.

6.24. Fgp=36kNT Fpp=15kNC.

6.26. Fpg=227kNT;Fp,=534kNT.

6.28. Fy =54 kNT; Fy;=60kNC.

6.30. Fp;=510kNC; Fp;=240kNC.

6.32. Fp,=20kNC;Fpp=25KkNC;Fgp=0.

6.34. F;=30kNC,Foy=50kNC;Fjy =15kNT

6.36. Fp=T5kNC;Fpg=59kNT; Fpy =76 kN T

6.38. F,,=11kNT:Fp=11kNC.

6.40. F,p=142kNC;Fpgp=170kNT.

642. Fpp=0;Fpp=50kNT,Fpp=25kNT

644. Fp=T5kNC;Fpp=125kNT,Fpq=125kNT

6.46. (a) Completamente vinculado; determinado.

(b) Completamente vinculado. indeterminado

{¢) Ineficazmente vinculad:
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6.48. (a) Completamente vinculado; determinado.
(b) Ineficazmente vinculado.
(c) Completamente vinculado; indeterminado.
6.50. Fpp=300NC; C,=164N«, C =288N d.
652. A =4500N«, A =375NT; B=4125N};D, =4500N D =3750 N T.
654. A=150N—;B=0;C,=150N ¢, Cy=100NT;D=I()ONl.
6.56. (a)4,46kN < 84°.(b)3,53 kN X 51,3".
658. B=410N.;C =375N«;C,=575NT; D, =375N -, D, =60NT.
6.60. (a)1524kNT. (b)) 1133kNC. (¢) 1593 kN < 62,1".
662. (@)A=325N 7 226:C=600N—; G=300N«;I=125NT.
(b)A=325N 7 22,6,C=500N—; G=400N «;I=125NT.
6.64. (@D, =750 N« D =250N; E =750 N« E, =250NT.
(b)D, =375 N —»,D =250 N }; E, =315N ¢, Ey=250NT‘
6.66. (a)A'eB’. (b)268NT.
6.68. (@)885NT.(h)C=1310N £ 85,0
6.70. D, =13,60kN D, =750kNT; E, = 13,60 kN ¢, E, = 2,70kN L.
6.72. @E,=15kN«,E =75kNT. (6)C, =15kN ¢, C =325kNT.
6.74. (a)Em cadaroda:A=125kNT; B=188kN T.(5) C=30kN «;
D, =30kN -, D, =75 kN ..
6.76. (a)2125N. (b)) Emcadaroda:A=474ONT;B=2730N T-C=3570NT.
6.78. A =5550Ne, A =3000NT
B, =5550 N, B = 4000N ;D = 11,1kN -, D, = 1000NT.
6.80. AX=4kN<—,Ay=2kNT;
B. =6kN««,B.=1kNT;D_=10kN-,D =3 kNl
682, F.o= 1P eompiFon=PIN2 ten; Fop+ V2 Pten;Fes =+ Peom
AFT 9 e » Y'GD IEH T B
6.84. Fcp=T188kNC;Fg=525kNT.
6.86. Fp;=525kNT;Foy=263kNC.
6.88. A=200NT;C,=1800N—,C =200N{; D=1800N ¢
6.90. (a)C,=450kN -, C = 420kN T. (5) B, = 450 kN «, B, = 30 kN 4.
692. A=P15T:D=2P15T;E=8P/15T; H=4P/15T.
6.94. (a)Rigido; A=224P ™ 266 ,B=2P —. (b) e (c) Ndo rigido.
6.96. a=20,6m.
6.98. (a)480N .. (B)500 N 73,7

6.100. (@)2020N L(b)1875 N 7 66,2
6.102. D=9360 N«;F=6670N 5 15,1".
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6.104. C=86,8kN - E=509kN = 231"

6.106. A =180N , A =225kN l: B=255kN 2 61,95C=102kN«.

6.108. (a) 2,14 kN L. () 500 kN L. ,

6.110. (@M =115N-m). (6)C =150N«, C = 200N T

6.112. (a)3%N, (b)335kN <« 266"

6.114. 60 N.

6.116. 147 N.

6.118. 200 N.

6.120. 179N L.

6.122. (a)Zero. (b)) C =25kN ,C =60kNT L '

6.124. F,;=148kNC; Fpp =31,3kNT; Fpy =455 kN C;

6.126. (a)(52,5N -m)i.(b))A=0, M, =-(36N -m)i;B=0, Mg=-(54 N-m)i.

6.128. (@)08.(b)2,6 M, ).

6.130. @My=266N-m. (b)B=+(114N)i; C=-(114 N)ji; E=0.

6.132. 3,31kNC.

6.134. (@ 126N - mT.(6)117N-mT.

6.136. (A)A=9,0kNT,M,=216kN -m). D=60kNT.
(LYA =0, MA=27kN-mJ :D=15kNT.

6.138. (a)1,30kN. (b) 135 N - m.

6.140. A =90N«, Ay:eoNl; B, =90 N -, By=540NT.

6.142. F.p=30kNT; Fpp=100kN T} Fpp=90kNC.

6.144. A=666N =~ 6323F=325N £ 226

CAPITULO 7

7.2. (EmJpF=0; V=200NT,M=30N -m).

7.4. 1EmJD)F=0;V=100NT;M=15N m].

76. (EmK,)F=750N{;M=170N m). V=400N-;

78. (EmCD)F=270N—; V=90NT, M=432N m|.

7.10. (EmJCD)F=3,75kN<-,V=0;M=750N-m).

7.12. (a)(EmAC)F=520N «;V=540NT;M=0.(b) (EmAJ) F =520 N «;
V=540NT; M=54N-m]}.

7.14. (EmJ)F=520kN > 21,8 V=464N 2 68,2 M=250N-m).
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7.16.
7.18.

7.20.
7.22.

7.24,
7.26.
7.28.
7.30.
7.32.
7.34.
7.36.
7.38.
7.40.
7.42.

7.44.

7.58.
7.60.
7.62.
7.64.
7.66.
7.68.

7.70.

T2,

Mecéanica Vetorial para Engenheiros - Estdtica

(EmJo)M=4,28N m).

(EmJ&F:l%P—PBXr{)CosB ~il V:(%P—Pﬂfﬂ}scne i
= % Pr (1~ cos 8) — (Pr/n)(sen 6 — cos §) ).

0,1786 P; 6 = 49,3".

M=+ %mLz no centro da viga,

V=0, sempre; M = +T entre B e C; M = 0, no resto.
V.=-2@;M,=-3Q,.

Mp=624kN m.

Mi=+180N-m.

0,4 m,

M =-20kN - m no centro.

My=-9kN m.

Logo a direitade C: V= +120 N; M =+24 N m.
M =+50N - m & esquerda de F.

M = +4,8 N - m na parte CD.

1 1
(@) g P.(b) P.

Mp=+154N . m.
Me=+14kN-m.
M=+576kN-m;24mdeA.
M=4+469kN m; 1,5 mdeA.
M=+447kN m; 3,28 mde A.
V= oy(Lin) cos (nx /L),

M = w,(Lin)? sen (nx/L);

My = oyLin emx = 2L,

V =5 g [L(-x/L);

wede[f1)- 5

M. =+0.0642 w,L% emx=0577L.
v,

" méx
N=115kN L, Q=395 kN .: '. = +120 kN, MF=+378|{N']"I'1.

7.74.
7.76.
7.78.
7.80.
7.82.
7.84,
7.86.

7.88.

7.90.

7.92,

7.94,

7.96.

7.102.
7.104.
7.106.
7.108.
7.110.
7.112.
7.114.
7.116.
7.118.
7.120.
7.122.
7.124,

7.126.
7.128.

Respostas avs problemas pares

N=250N.,Q=350Nl; Vp=+18kN, M =-288kN m.
Li6.

2 m.

(@) E_=125kN -, E, =60 kN T.(b) 139 kN.
(Q]Qm.(b)Ex=5kN—>,E},=SkNT.
a=255m;b=595m.

781

(@D, =140kN =, D =1,05kN T. (b)= 5,85 kN. (c) T = 6,00 kN,

Tye =3,75 kN, Ty = 1,75 kN.

(a) 334 MN. (b) 1 306 m.

{a)4,74 m. (b) 1,76 kN.

(a) 125 mm. (b) - 2,9°.

(@) 750 mm de A. (b) 8,57 N.

75,4 kN; 89,0 kN.

49,86 m.

{a) 2,97 m (b) 156 N.

(a) 15,02 m; 4,42 kg/m.

24,1 m; 463 N.

45,6 mm.

122 N.

{a) L = 1,326 Tmfm. (b) 12,9 km.

0,1408,

(a) 138,1 m. (b) 649 N.

Meo=+2TkN m Mp=-36kN-m.

(a)2,6 m. (636,71 kN,

(Em FB)(a)V=0,M=08kN m).(b)V=0M=04kN m ).
(c)V=2kN L ;M=06kN -m).(d)V=2kNT; M=14kN m ).

lc) My=Mp=+08kN m (d)=Mp,=+08kN m;M_=+1,2kN - m

MC =+5,13 N m.

CAPITULO 8

8.2,
8.4,
8.6.
8.8.

Oblacosobe; F=11TN = 20°
Equilibrio; F , =165 N = 30

(a) 462 N. (b) 447 N (c) 276 N

(@)180N. £ 36,7 .(b)17.3 £ 3,30"
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8.10.
8.12.
8.14.
8.16.
8.18.
B.20.
8.22.
8.24.
8.26.
8.28.
8.30.
8.32.
8.34.
8.36.
8.38.
8.40.
8.42.
8.44.
8.46.
8.48.
8.50.
8.52.
8.54.
8.56.
8.58.
8.60.
8.62.
8.64.
8.66.
8.68.
8.70.
8.72.
8.74.
8.76.
8.78.

Mecinica Vetorial para Engenheiros - Estatica

51,8°
{a) Nao se move; 800 N «. (h) Move-se; 491 N «.

Todos os pacotes se movem; F, =758 N~ ; Fy=303N ~;F.=758N ~

31,0°.

(a) 177 N.(b) 147 N. (c) 63 N.
(a)66.4°. 1h) 522 N.

(@) 2,34 kN —. (b) 3,06 kN —.

M =y, Pril + u)

(a) 30,2". () 0,232P.

(a) 71,9 mm. (b) 39,9 mm.

{a) 38,6°. (6) 0,330 P.

484a <L <299a.

594a <L £12,24a.

Haste fora do equilibrio.

Haste fora do equilibrio; Fiy = 18,4 NT.
2,20 kN 1.

469 mm.

0,053.

(a)11,6"=8=T784". (b)0<0=634".
274N=<@=518N.

103 N<Q <230 N,

200 N.

955 N=P<1575N.

{a) 0,59. () Em B.

{a) 0,48 m (b1 A tdbua ndo se move.
(a)283 N . (h) B, =413 N «, B}r =480 N {.
33,47 275N

1,43 kN L.

{a) 60,2 kN —. 1) 22,5 kN «.

(a) 246 N. (h) 246 N.

3,05 N,

(@) 985 N —. (h) A maquina nio se move.
225N m

(@) 11,7kN m.(b) 2,58 kN m.
19,6 kN

8.80.
8.82,
8.84.
8.86.
8.88.
8.90.
8.92.
8.94.
8.96.
8.102.
8.104.
8.106.
8.108.
8.110.
8.112.
8.114.
8.116.
8.118.
8.120.
8.122.
8.124.
8.128.
8.130.
8.132.
8.134.
8.136.
8.138.
8.140.

Respostas aos problemas pares

(a) Parafuso A. (b) 1,15 N - m.
145N - m.

21,3 kN.

(@) 364 N. (b)) 314 N.

3,6 .

0,37.

(a) 920 N. (b) 690 N.

0,19.

26 N - m.

1,5 mm.

(@) 1,29 kN. (b) 1,06 kN.

(@) 0,34. (b) 2,5.

0,19.

(a) 22,8 kg. (b) 291 N.
T,=882N;Tp= 382 N.
107N m.

169 N - m.

T,=57T6N;Tp= 92,4 N.
0,44.

(a) 428 N; (h) 240 N (c) 428 N.
0,25.

T,=516N; Ty = 16,2 N.

(@) 952 mm. (b) 3,95 m.

50N <P <184 N.

(a) 2,94 N. (b) 4,41 N.

0,30.

195 N.

Haste fora do equilibrio; F = 0,518P «.

CAPITULO 9

9.2,
9.4.
9.6.
9.8.

3a°b/10.
2a°b/15.
ab™/6.
2ab%/7.
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9.10. 2ab%51;6 \ 7/51. 4 4 q
9.12. 24°/11;a V7/11, 962. o)l =T (m-\3), I, =T-(x+\3); P, =%
5 u 16 [} 16 ut 16
9.14. a"b21;a VN 1/7. 4 4
9.16. 43a"/48;a Y 43/72. b1, = %G- (r - 2); % (r+2); P, =0.
T 4 4 - i
9.18. (a) 2[32 = 31]- 9.64. 4264 1,85 x 10°mm* 0,369 x 105mm *
E 9.66. Os eixosindicados sao eixos principais; Iy =1-=403x 108 cm4;
®) Z(R; % R?J' Ip=L=273x10°cm",
9.22. 403 x 10°mm?; 92,8 mm. 970, Py = L1, ~ 1o Ty = 591 cm’
6 4, ’
9.24, 2,73x10°mm 2%2 mm. 9.72. fa)-—m rf + rg (b) lm rf + rg -
9.26. I =T, =201x10°mm* 4 &

9.28. 46x 10°mm?®.
9.30. 3,56 x 10°mm®.
9.32. I =14x 10“mm“ 9.76. (@) 7 ma%6; (b) % ma?.
J =21 x 10°mm* g
9.34. (20,159 x 10°mm*. s mige el 00
(5)31.9 x 10%mm® 9.80. m(a®+3h%6; Via® + BhE_}Xﬁ.
5 3 o Bberd e 9.82. m(a® + b%)5.
ke =Ly mm , 2 9 g 2 2 2
3 = 18,05 105 i 9.84. (a)m(b” +4a"sen“6)/12; (b) m(b” + da”cos“0)/12.
0.38 3-"’]_:”1:3 ’ 9.86. 2,61kgm?; 164 mm.
i : 9.88. 27 ma%/50;0,735a.
9.40. B=132kN,C=D=17,1kN. $65, BB et
90. 80,2g m”.
9.42. (a) —% yrrfh (b) % yrrt, 9.92. 0,323 kg m2 124 mm.
9.94. (a)711g m? unnog m% () 153 g m>
9.96. :_smgm I,=1,=326g m’.
9.98. 458g m’
9.50. é a 9.100. 184 g m?
9.102. 2,06kg m-.

6 4
gii- *ﬁ-gx 1 mm, 9.104. P, =+917g m%P, =P, =0.
o4, +10,3cm. 2
9.106. P, =-a 36g m’ P =0;P _=+536g m";
9.56. 13,8 cm* 21,2 cm®: +14,2 em®. . > -

T E .y 9.108. P =-0,113kg m’; P, =P, =0
B eLaahlin Lm0 e 10wy 0.110. (@) P, =mcal20. (5)P. L =mab/ 20. (c) P, = mbe/ 20
9.60. -223322cm" 277 cm". - -‘"

9.74. I =3 ma®/8; Iy, = 5 ma*/12.

9.44. 30 mm.
9.48. a2b¥dn +1).

9.112. ’g (2 a?b?+2b% 2% ia? +6%)

9.114. 783g m®
9.116. 5ma 212

Ra*ap(: tas aos prnha"wraa pares
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9:118. 10 ma 227 10.42. 180N -m;57,0N-m.

9.120. (a) 1N3; (b) 23, 10.44. 136kN T;550 N - m.

9.122. (a) !}1(12)'6; () ma’/6; (11/12)ma* 10.46. (@) T = é P/(1-tgl). (b)36,9".
9.126. (a) 0,227 mr % (b) 0,727 mr % 10.48. 11,7 mm —.

9.128. 29,2 x 10°mm*. 10.56. 33,7 /estavel; — 146,3", instavel.
9.130. I =127x 10°mm®; I, =3,93 x 10°mm*; &, =23 mm; k, =40 mm. 10.58. 79.4° e 386", estavel 318", instavel.
9.132. 141g m% 45 mm. 10.60. 72,7".

9.134. 8mi%/9. 10.62. 12,57 ¢ 90°, estavel; 30.8%, instavel.

9.136. (5/12)ma*; (V5/12a 9 0 9
10.64. (a) 805-2" - seng =(1—-Pl/ka®) cos 0.

(b) 34,2" e 1467, estavel 90", instavel.

. 10.66. 52,2°.
CAPITULO 10 10.68. 180° estavel.
10.70. 9,6 instdvel; 40,3° estdvel.
10.72. d > 309 mm.
10.74. m, = m, (c*/ab).
10.76. @ < 3 kL.
3 10.78. P> 2,15 kN.
108. Q=3 Ftgd 10.80. 60 N.
10.82. 60",
10.84. 11,3" estavel, 78,7" instavel.
10.86. 14,2".

10.2. 65N.
104. 150N m).
106. 750N T.

10.10. @ =3 F tgb
10.12. Q = (Fl/a)cost sen” 6.

10.14. M = + Pl cotgh 4
2 10.88. (a)Qcos 6= P cos. (b) 65,1
10.16. M =4 Fl sen20

m
10.18. M = — 4 FI c0s26. 10.90. &Sg = m—‘g = sen P.
10.20. (a) 73,5 N; (b)284 N. c0s 5 A

10.22. 178 N m.
10.24. 64,9°

10.26. 14,9°

10.28. 52,2".

10.30. 330 mm.

10.32. 19,4

10.34. 79,4°;318"; 386"
10.36. (a) 12 N (b)52,8".
10.38. 339kN
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Acao e reagio, 4, 391-392
Aceleragdo da gravidade, 6-7
Adigéo
de bindrios, 155-156
de for¢as concorrentes, 180-182
de forgas concorrentes no espaco, 70
de forgas concorrentes no plano, 25, 42
de vetores, 20-24
Alavanca articulada, anilise de,
714,717
Angulo
de atrito einético, 533
de atrito estdtico, 532
de avanco, 558
de repouso, 534
Apoio, pino e suporte, 257
Apoilos
de junta ou articulacao esférica, 257
de vigas, 465-466
fixos, 219-220, 257
reacies, 217, 258
Aristétiies o
Arguinicdes, 2

Articulagdes, 218, 257
Atrito, 529-603
angulo de, 532-534
cinético, 530
circulo de, 572
coeficiente de, 530-533
de correia, 584-587
de Coulomh, 529
de giro, 572-574
em eixos, 571-572
em rodas, 574-576
estatico, 530
leis do, 530-533
seco, 530
Avango
angulo de, 558
de um parafuso, 558

B

Baricentro, 287-340

Bernoulli, Jean, 708

Binarios, 150-158
adicdo de, 155-156
equivalente, 152-154

Cabos
com cargas concentradas, 494-496
com cargas distribuidas, 496-514
parabélicos, 497-500
reagdes no, 217, 258
vdo, 499, 513
Calculadoras
precisao, 13
uso de, 28, 30, 40, 44, 53, 68
Cargas distribuidas, 327, 465
Catenana, 510-514
Centimetro, 10
Centro
de pressao, 330, 607, 632
de simetria, 293
Centroéides, 289-310, 340-344
de formas comuns de superficies, 295
de formas comuns de superficies, 296
de formas usuais de sé6lidos, 344
de superficies e linhas
compostas, 298
de superficies e retas, 289-310
determinagéo por integracio, 310,
345, 347
de volumes, 289-359
Circulo de Mohr, 641-642
Coeficiente
de atrito cinético, 531
de atrito estatico, 531
de resisténcia ao rolamento, 575
Componentes
da forga, 24, 34, 71, 76
de momento, 113-116
de produto vetorial, 107-108
Composigio de forgas (ver Adicao de
forcas)
Compressao, 102, 372, 458
Cordas flexiveis (ver Cabos)
Corpo rigido, 3,100
diagrama de corpo livre, 216
equilibrio no espaco, 255-279
equilibrio no plano, 215-286
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Corpos compostos
centréides de, 345
momentos de inércia de, 662
Correia de transmissao, 587
Correia em V, 587
Co-senos diretores, 64
Coulomb, atrito de, 529
Cunhas, 557-558

D

D’Alembert, Jean, 2
Decimetro, 10
Decomposi¢ao de uma forga
em componentes
no espaco, 62-63, 70-71
no plano, 24-26, 34-35
dada em uma forga aplicada em 0
e um bindrio, 157-158
Deslocamento, 708
virtual, 712
Determinante
para o momento de uma forca
em relagdo a um eixo, 137
em relagio a um ponto, 109
para o produto misto, 135
para o produto vetorial, 107
Diagrama
de corpo livre, 12, 50-52, 216
de um ponto material, 50-52
de um corpo rigido, 216
de forga cortante, 469
de momento fletor, 469
Direcdo de uma forga, 13
Dobradigas. 257, 258

E

Eixos
de simetria, 293
de um torsor, 178
inclinados, momentos de inércia,
635, £39, B2, 684
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Elementos redundantes, 391
Elementos submetidos a a¢do de varias
forgas, 404, 457
Embreagens a disco, 572
Energia potencial, 739
Equagdes de equilibrio
para um corpo rigido, 216
para um ponto material, 48, 80
Equilibrio
de um ponto material, 48, 50-52, 80
no espago, 80
no plano, 48-50

equacdes (ver Equagdes de equilibrio)

estabilidade do, 743-744
indiferente, 743-744

Escalares, 15

Espago, 2

Estatica, defini¢do de, 1

Estruturas, 404-408
andlise de, 369-431
bidimensionais, 111
determinadas, 407
forgas internas nas, 369
indeterminadas, 408

F

Flexa, 499, 514

Flexdo, 458

Forcas
concorrentes, 24-25, 175
conservativas, 741
coplanares, 22, 175
cortante, 458, 467-485
de entrada, 430
de saida, 430
de vinculacao, 217
distribuidas, 369, 604
em um elemento, 374
equivalentes, 100-102, 219
externas, 100
interna, 102

resultantes, 15, 70, 171
(ver também Adi¢io de forgas;

Adigao de vetores)
sobre um ponto material

no espago, 62-71

no plano, 15-25

G

Giragdo, raio de, 610, 654
Grama, 9
Graus de liberdade, 741
Gravidade, aceleragao da, 6
Gravitagio

constante de, 5

lei de Newton da, 4-6
Guldinus, teorema de, 312-314

H

Hamilton, Sir William R., 2
Hastes, 218

I

Inércia
e1x0s principals
para uma massa, 685
para uma superficie, 636
elipséide de, 684-685
momentos de (ver Momentos de
inércial
produtos de
de massas, 682-683
de superficies, 635
teorema dos eixos paralelos para
produtos de, 635, 684
[nstabilidade geométrica, 223

J

Joule, 710
Junta ou articulagdo esférica, 257
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L

Lagrange,d. L., 2
Leis de Newton
da gravitagdo, 5-6
do movimento
primeira, 3,49
segunda, 3
terceira, 4, 369
Lei do paralelogramo, 3, 16
Litro, 11

M

Macacos, 558
Mancal, 257, 258, 571-574
axial, 572
de deslizamento, 571-572
de escora, 572-574
terminal, 572
Mdquina, 430
ideal, 717
real, 717
Massa, 2
especifica, 290, 657
momento de inércia de, 654-684
Mecanica
definigdo de, 1
Newtoniana, 2
principios da, 2-4
Megagrama, 9.
Método dos nos, 374-350
Método das se¢oes, 389-390
Metro, 7
Milimetro, 9
Mddulo de uma forga, 74-75
Momento
de um bindrio, 150
de primeira ordem, 172, 347
de segunda ordem, 605-607
de uma forga
em relagdo a um eixo, 137-140
em relagdo a um ponto, 109-111
fletor, 458, 467-468

Momento estatico
de superficie, 292
de volume, 347
Momentos de inércia, 604-694
de superficies, 604-641
teorema dos eixos paralelos para, 619
de superficies compostas, 622
de corpos compostos, 662
de formas geométricas comuns,
623, 663
de corpo, 654-684
teorema dos eixos paralelos para,
655-657
de placas delgadas, 657-658
determinacdo por integragdo, 607-608
eixos inclinados, 637, 638, 682, 683
polar, 611
principais, 637, 683
retangular, 608, 655
Movimento, Leis de Newton do
(ver Leis de Newton)

N

Newton, sir Isaac, 2, 3
Nés, método dos, 374-380

P

Pappus, teorema de, 352-314
Parafusos, 558-559

de rosca quadrada, 558-559
Pascal (unidade), 328-329
Passo

de uma rosca, 559

de um torsor, 178
Peso especifico, 290, 342
Pinos, 218, 372
Plano de simetria, 343
Pélo, 608
Pontes pénseis, 495
Ponto de aplicacao de uma forga, 12, 99
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Ponto material, 3, 15
diagrama de corpo livre de, 50-52
equilibrio de
no espago, 80
no plano, 48-50
Precisdo numérica, 13-14
Principais, eixos de simetria
de massas, 684-685
de superficies, 639
Principio
de transmissibilidade, 3, 100
dos trabalhos virtuais, 712-714
Principios de Mecénica, 2-6
Problemas, métodos de resolugéo de,
12-13
Produto
de um escalar por um vetor, 23
escalar, 130-134
misto, 135-137
vetorial, 103-106
Produto de inércia
de massa, 683
de superficies, 635
Propriedade associativa para soma de
vetores, 23
Propriedade comutativa
para produtos escalares, 130
para soma de vetores, 20
Propriedade distributiva
para produto escalar, 130
para produtos vetoriais, 105

R .

Raios de giragdo, 610, 654
Reacdes
determinadas, 222
em suportes (vinculos) e conexdes,
217, 258
estaticamente determinadas, 222
estaticamente indeterminadas,
222, 259

Redugdo de um sistema de forgas,
171-179
Regra
da mao direita, 110
do poligono, 22
do tridngulo, 20
Relatividade, teoria da, 2
Rendimento mecénico, 417, 418
Repouso, 4ngulo de, 534
Resisténcia ao rolamento, 574-576
coeficiente de, 576
Reta de agdo, 15, 99
Revolugio
corpos de, 312, 659
superficies de, 312
Rodas, 257, 258, 574
Roletes, 217, 256, 257

S

Sentido de uma forga, 15
Simetria

centro de, 293

eixos de, 293

plano de, 348
Sistema

for¢a-bindrio, 99, 157

Internacional de Unidades (ST}, 6-11
Sistemas

de forcas, 171-204

de for¢as equivalentes, 173-174

de vetores eqiiipolentes, 174
Subtracéo de vetores, 21
Superficies

asperas, 218, 258

de revolugdo, 312

lisas, 257, 258

submersas, forgas sobre, 329, 366
Superficies compostas

centréides de, 298

momentos de inércia de, 622
Suportes (vinculos), 257, 716

T

Tempo, 2
Teorema de Varignon, 112
Teorema dos eixos paralelos
para momentos de inércia
de massa, 655-657
de superficies, 620
para produtos de inércia
de massas, 683
de superficie, 635
Tirante, 402
Torsor, 178
Trabalho
produzido e recebido, 717, 718
de forgas sobre um corpo rigido, 711
de um binaério, 711, 736
de uma forga, 708, 735
de uma forca exercida por uma mola,
737
de um peso, 736
virtual, 712
Transmissibilidade, principio de, 3, 100
Treligas, 370-392
compostas, 391-392
determinadas, 391
espaciais, 380-381
hiperestaticas, 391
indeterminadas, 392
rigidas, 372, 392 (»{

(74
0"

¢

i~
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simples, 372, 374
tipicas, 371, 372

U
Unidade, 6-11

(ver também Sistema Internacional de
Unidades)

v
Vetores, 17
bindrios, 156-157
coplanares, 22
deslizantes, 18, 101
fixos, 17
livres, 18
unitdrios, 34, 72, 75
Vigas

apoios de, 465-466
carregamento de, 465
combinadas, 466
tipos de, 466 |
Vinculagdo, 716
completa, 222
ineficaz, 224, 258
paraal, 222, 258
Vinculos, 257, 716



