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Variaveis aleatérias

Definicdo: Sejam £ um experimento e 2 um espago amostral associado a £. Uma fungdo X
que associa a cada elemento w € Q um namero real, X(w), é chamada de variavel aleatéria

(v.a.)

Notacdo: Letras maitsculas, comumente do fim do alfabeto, X, W, Y, Z.
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Variaveis aleatérias
Notas

Nem toda funcdo pode ser uma v.a.

X(w) =x X(w) el
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Notas

Nem toda funcdo pode ser uma v.a.
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Quando o resultado w de Q ja &€ uma caracteristica numérica de interesse, fazemos
X(w)=w.
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Variaveis aleatérias

Notas

Nem toda funcdo pode ser uma v.a.

X(w) =x X(w) el

Quando o resultado w de Q ja &€ uma caracteristica numérica de interesse, fazemos
X(w)=w.

A funcdo X n3o precisa ser bijetora.
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Variaveis aleatérias

Exemplo: Lancamento de duas moedas
Q={CC,KC,CK,KK}.

Definimos a v.a. X como sendo o nimero de caras (C). Ent3o
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Variaveis aleatérias

Notas

Podemos considerar o conjunto de todos os possiveis valores de X, Rx, como um outro
espaco amostral.
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Variaveis aleatérias

Notas

Podemos considerar o conjunto de todos os possiveis valores de X, Rx, como um outro
espaco amostral. E o Q original corresponde ao resultado do experimento (possivelmente
ndo numérico). Ja Rx é o espago amostral associado a v.a. X.

Como estamos mais interessados nos valores de X, acabamos ignorando o espaco
amostral.
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Variaveis aleatérias

Notas

Podemos considerar o conjunto de todos os possiveis valores de X, Rx, como um outro
espaco amostral. E o Q original corresponde ao resultado do experimento (possivelmente
ndo numérico). Ja Rx é o espago amostral associado a v.a. X.

Como estamos mais interessados nos valores de X, acabamos ignorando o espaco
amostral. Até abusamos e escrevemos apenas X ao invés de X(w).
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Variaveis aleatérias

Exemplo: Trés moedas sdo atiradas sobre uma mesa. Quando pararem, a fase “aleatéria” do
experimento terminou. Um resultado simples w poderia consistir na descricdo detalhada de
como e onde as moedas pararam. Possivelmente estaremos interessados em certas
caracteristicas numéricas associadas ao experimento.
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Exemplo: Trés moedas sdo atiradas sobre uma mesa. Quando pararem, a fase “aleatéria” do
experimento terminou. Um resultado simples w poderia consistir na descricdo detalhada de
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Variaveis aleatérias

Exemplo: Trés moedas sdo atiradas sobre uma mesa. Quando pararem, a fase “aleatéria” do
experimento terminou. Um resultado simples w poderia consistir na descricdo detalhada de
como e onde as moedas pararam. Possivelmente estaremos interessados em certas
caracteristicas numéricas associadas ao experimento.

X(w) = namero de caras que apareceram.
Y (w) = distancia maxima entre duas moedas quaisquer.
Z(w) = distancia minima das moedas a um ponto qualquer.
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Variaveis aleatérias

Nota: Para os valores assumidos pelas v.a. usaremos letras mindasculas.
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Variaveis aleatérias

Nota: Para os valores assumidos pelas v.a. usaremos letras minasculas. Por exemplo, x = 1,5.
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Variaveis aleatérias discretas

Definicdo: X é uma v.a. discreta se X é uma v.a. com contradominio, Rx, finito ou infinito
enumeravel.
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Variaveis aleatérias discretas

Definicdo: X é uma v.a. discreta se X é uma v.a. com contradominio, Rx, finito ou infinito
enumeravel.

Exemplo: X : nimero de pedestres que passam em frente a certa loja por um minuto.

Rx ={0,1,2,3,...,n,...,}
ou
Rx = {0,1,2,3,...,N}

N\

N & o niimero maximo de pessoas possiveis de passarem em um minuto.
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Variaveis aleatérias discretas

Definigcdo: Seja X uma v.a. discreta que assume valores {x1,x2,..., }. A
funcdo de probabilidade, p, da v.a. X satisfaz
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Variaveis aleatérias discretas

Definigcdo: Seja X uma v.a. discreta que assume valores {x1,x2,..., }. A
funcdo de probabilidade, p, da v.a. X satisfaz

@ P(X =x) = p(x;)
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Variaveis aleatérias discretas

Definigcdo: Seja X uma v.a. discreta que assume valores {x1,x2,..., }. A
funcdo de probabilidade, p, da v.a. X satisfaz
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Variaveis aleatérias discretas

Definigcdo: Seja X uma v.a. discreta que assume valores {x1,x2,..., }. A
funcdo de probabilidade, p, da v.a. X satisfaz

@ P(X =x)=p(x)

@ p(x) >0,Vi

@ Y Zip(x) =1
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Probabilidade de um evento
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Probabilidade de um evento

Nota: B pode ser um intervalo discreto, uma reunido de pontos ou um anico ponto.
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Probabilidade de um evento

Exemplo: Seja X uma v.a. discreta tal que Rx = {1,2,3,4} e também

x |1 2 3 4
p(x) | 0,L 0,4 03
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Variaveis aleatérias continuas

Definicao: Uma v.a. X, definida sobre um Q e assumindo valores num intervalo de nameros
reais é chamada de v.a. continua.

Exemplo: X : peso em kg de um saco de batatas.
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Variaveis aleatérias continuas

Definicdo: Seja X uma v.a. continua. Uma fun¢do densidade de probabilidade (fdp) de X
deve satisfazer as condicBes a seguir
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Variaveis aleatérias continuas

Definicdo: Seja X uma v.a. continua. Uma fun¢do densidade de probabilidade (fdp) de X
deve satisfazer as condicBes a seguir

@ f(x)>0,¥x

@ [T f(x)dx=1
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Variaveis aleatérias continuas

Definicdo: Seja X uma v.a. continua. Uma fun¢do densidade de probabilidade (fdp) de X
deve satisfazer as condicBes a seguir

@ f(x)>0,¥x

@ [T f(x)dx=1

@ Pla<X<b)= fab f(x)dx, para quaisquer a, b, com —oco < a < b < 0.
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Variaveis aleatérias continuas

Notas

Se X & uma v.a. continua entdo
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Variaveis aleatérias continuas

Notas

Se X & uma v.a. continua entdo

P(X = xp) = /Xo F(x)dx =

0
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Se X & uma v.a. continua entdo

P(X = xp) = /Xo F(x)dx = 0

0

Pla<X<b)=Pla<X<b)=Pla<X<b)=Pla<X<b).

Sempre que a fdp for especificada somente em determinados valores do dominio, devemos
supor que seja zero em todos os demais.
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Variaveis aleatérias continuas

Notas

Se X & uma v.a. continua entdo

Pla<X<b)=Pla<X<b)=Pla<X<b)=Pla<X<b).

Sempre que a fdp for especificada somente em determinados valores do dominio, devemos
supor que seja zero em todos os demais.

f(x) ndo representa a probabilidade de coisa alguma! f(x) é uma densidade.

fab f(x)dx & a massa total contida em [a, b].
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Variaveis aleatérias

Definicdo: Seja X uma v.a. discreta ou continua. A fungdo de distribuicdo acumulada (fda)
da v.a. X, F é definida como
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Variaveis aleatérias

Definicdo: Seja X uma v.a. discreta ou continua. A fungdo de distribuicdo acumulada (fda)
da v.a. X, F é definida como

F(x) = P(X < x).
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Variaveis aleatérias

Definicdo: Seja X uma v.a. discreta ou continua. A fungdo de distribuicdo acumulada (fda)
da v.a. X, F é definida como

F(x) = P(X < x).

Resultado
a) Se X for uma v.a. discreta com fp p entdo

F(x) = Zp(xj-), J sdo os indices tais que x; < x.
J
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Variaveis aleatérias

Definicdo: Seja X uma v.a. discreta ou continua. A fungdo de distribuicdo acumulada (fda)
da v.a. X, F é definida como

F(x) = P(X < x).

Resultado
a) Se X for uma v.a. discreta com fp p entdo

F(x) = Zp(xj-), J sdo os indices tais que x; < x.
J

b) Se X for uma v.a. continua com fdp f entdo
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Variaveis aleatérias

Definicdo: Seja X uma v.a. discreta ou continua. A fungdo de distribuicdo acumulada (fda)
da v.a. X, F é definida como

F(x) = P(X < x).

Resultado
a) Se X for uma v.a. discreta com fp p entdo

F(x) = Zp(xj-), J sdo os indices tais que x; < x.
J

b) Se X for uma v.a. continua com fdp f entdo
F(x) :/ f(u)du.

Demonstracdo: Imediata da definicdo de fda.
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Variaveis aleatérias

Exemplo: Seja X uma v.a. discreta tal que

x|

P(Xi) ‘
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Variaveis aleatérias
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Variaveis aleatérias

Exemplo: Seja X uma v.a. continua tal que

2X,

) =1
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Variaveis aleatérias

Exemplo: Seja X uma v.a. continua tal que
2 0<x<l1
F(x) = { X, X

0, caso contrario

Temos que F(x) = [*__ f(u)du, entdo
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Variaveis aleatérias
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Variaveis aleatérias

Notas

Se X & uma v.a. discreta o grafico de F tem “saltos” em x; de tamanho p(x;).
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Variaveis aleatérias

Notas
Se X & uma v.a. discreta o grafico de F tem “saltos” em x; de tamanho p(x;).

Se X & uma v.a. continua entdo F serad continua para todo x.
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Variaveis aleatérias

Resultado: A fungdo F é ndo decrescente, isto &, se x; < x» entdo F(x1) < F(x2).
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Variaveis aleatérias

Resultado: A fungdo F é ndo decrescente, isto &, se x; < x2 entdo F(x1) < F(x2).

Demonstracdo: Sejam os eventos A= {X < x1} e B = {X < x2}.
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Variaveis aleatérias

Resultado: A fungdo F é ndo decrescente, isto &, se x; < x» entdo F(x1) < F(x2).

Demonstracdo: Sejam os eventos A ={X < x;} e B={X < x}. Como x; < x, entdo
A C B e, pelo que ja vimos, neste caso
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Variaveis aleatérias

Resultado: A fungdo F é ndo decrescente, isto &, se x; < x» entdo F(x1) < F(x2).
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P(A) < P(B)
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Resultado: A fungdo F é ndo decrescente, isto &, se x; < x» entdo F(x1) < F(x2).

Demonstracdo: Sejam os eventos A ={X < x;} e B={X < x}. Como x; < x, entdo

A C B e, pelo que ja vimos, neste caso
P(A) < P(B)
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F(x1) < F(x2)
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Variaveis aleatérias

Resultado: A fungdo F é ndo decrescente, isto &, se x; < x» entdo F(x1) < F(x2).

Demonstracdo: Sejam os eventos A ={X < x;} e B={X < x}. Como x; < x, entdo
A C B e, pelo que ja vimos, neste caso

P(A) < P(B)

ou seja
F(x1) < F(x2) (casos discreto e continuo).

Juliana Cobre - ICMC/USP Probabilidade | — SME0800 21



Variaveis aleatérias
Resultado

lim F(x)=0 e lim F(x)=1.

X—r—00 X—00
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Variaveis aleatérias
Resultado

lim F(x)=0 e lim F(x)=1.

X—>—00 X—00

Demonstracdo Considere uma v.a. continua, entdo
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Variaveis aleatérias

Resultado

lim F(x)=0 e lim F(x)=

X—>—00 X—00

Demonstracdo Considere uma v.a. continua, entdo

lim F(x)= lim / f(u
X—r—00 X—>—00
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Variaveis aleatérias

Resultado

lim F(x)=0 e Ilim F(x)=

X—>—00 X—00

Demonstracdo Considere uma v.a. continua, entdo

lim F(x)= lim / f(u
X——00 X——00
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Variaveis aleatérias

Resultado

lim F(x)=0 e Ilim F(x)=

X—>—00 X—00

Demonstracdo Considere uma v.a. continua, entdo
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X—>00 X—r 00
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Variaveis aleatérias

Resultado

lim F(x)=0 e Ilim F(x)=

X—>—00 X—00

Demonstracdo Considere uma v.a. continua, entdo

lim F(x)= ||m/ f(u
X——00 X——00
lim F(x)= ||m/ f(u
X—>00 X—r 00
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Variaveis aleatérias

Resultado

lim F(x)=0 e Ilim F(x)=

X—>—00 X—00

Demonstracdo Considere uma v.a. continua, entdo

lim F(x)= lim / f(u
X——00 X——00

lim F(x)= lim / f(u
X—00 X—00

Exercicio: Caso discreto.
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Variaveis aleatérias

Resultado

(a) Seja X uma v.a. discreta com possiveis valores x; < x» < .... Seja F a fda de X. Entdo

p(x;) = P(X = x) = F(x) — F(x-1)-

Juliana Cobre - ICMC/USP Probabilidade | — SME0800 23



Variaveis aleatérias

Resultado

(a) Seja X uma v.a. discreta com possiveis valores x; < x» < .... Seja F a fda de X. Entdo

p(x;) = P(X = x) = F(x) — F(x-1)-

(b) Seja F a fda de uma uma v.a. continua com fdp f entdo

d

f(x) = o

F(x),

para todo x no qual F seja derivavel.
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Variaveis aleatérias

Demonstracao
(@) Como x1 < x2 < ... temos
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Variaveis aleatérias

Demonstracao
(@) Como x1 < x2 < ... temos

F(x) = P(X < x) =
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Variaveis aleatérias

Demonstracao
(@) Como x1 < x2 < ... temos

F(xj) = P(X <x) = P({X = x5} U{X = x1}U...U{X = x})
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Variaveis aleatérias

Demonstracao
(@) Como x1 < x2 < ... temos
Fx) = P(X < x) =PU{X =x} U{X=x1}U...U{X =x})
= p(xj) + p(xj—1) + - .. + p(xa).
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Variaveis aleatorias
Demonstracao
(@) Como x1 < x2 < ... temos
Fx) = P(X < x) =PU{X =x} U{X=x1}U...U{X =x})
= p(xj) + p(xj—1) + - .. + p(xa).

Analogamente
F(xji—1) = P(X < xj—1) = p(xj—1) + ... + p(x1).
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Variaveis aleatérias

Demonstracao
(@) Como x1 < x2 < ... temos

F(xj) = P(X <x) = P({X = x5} U{X = x1}U...U{X = x})
= p(xj) + p(xj—1) + - .. + p(xa).
Analogamente
F(xji—1) = P(X < xj—1) = p(xj—1) + ... + p(x1).

Portanto
F(xj) — F(xi-1) = p(x)) = P(X = x;).
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Variaveis aleatérias
Demonstracao
(@) Como x1 < x2 < ... temos
Fx) = P(X < x) =PU{X =x} U{X=x1}U...U{X =x})
= p(xj) + p(xj—1) + - .. + p(xa).
Analogamente
F(xji—1) = P(X < xj—1) = p(xj—1) + ... + p(x1).

Portanto
F(xj) — F(xi-1) = p(x)) = P(X = x;).

(b) Se F éfda entdo F(x) = P(X < x) = [*__ f(u)du.
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Variaveis aleatérias

Demonstracao
(@) Como x1 < x2 < ... temos
Fx) = P(X < x) =PU{X =x} U{X=x1}U...U{X =x})
= p(x;) + p(xj-1) + ... + p(x1).
Analogamente
F(xji—1) = P(X < xj—1) = p(xj—1) + ... + p(x1).
Portanto
F(x) = F(xi-1) = p(xj) = P(X = x)).

(b) Se F éfda entdo F(x) = P(X < x) = [*__ f(u)du. Pelo Teorema Fundamental do
Calculo

para todo x no qwual F seja derivavel.
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Variaveis aleatérias

Nota
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Variaveis aleatérias

Nota

Interpretacdo: “Quantidade de probabilidade no intervalo (x, x + h) em relagdo ao
comprimento de h" =
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Variaveis aleatérias

Nota

Interpretacdo: “Quantidade de probabilidade no intervalo (x, x + h) em relagdo ao
comprimento de h" = funcdo densidade de probabilidade.

Juliana Cobre - ICMC/USP Probabilidade | — SME0800

25



Variaveis aleatérias

Exemplo: Seja X uma v.a. com fda dada por

F(x):{o’ xs0

1—e™™, x>0
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Eventos equivalentes

Seja X uma v.a. definida em Q. Entdo Y = H(X) é uma v.a., pois para todo w € Q, temos
y = H[X(w)].
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Eventos equivalentes

Definicdo: Sejam B e D tais que B = {x € Rx : H(x) € D}, ou seja,
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Eventos equivalentes

Defini¢cdo: Sejam B e D tais que B = {x € Rx : H(x) € D}, ou seja, B é o conjunto de todos
os valores de X tais que H(x) € D.
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Eventos equivalentes

Defini¢cdo: Sejam B e D tais que B = {x € Rx : H(x) € D}, ou seja, B é o conjunto de todos
os valores de X tais que H(x) € D. Dessa forma B e D sdo chamados eventos equivalentes.
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Eventos equivalentes

Defini¢cdo: Sejam B e D tais que B = {x € Rx : H(x) € D}, ou seja, B é o conjunto de todos
os valores de X tais que H(x) € D. Dessa forma B e D sdo chamados eventos equivalentes.

Nota: Eventos equivalentes sdo associados a diferentes espacos amostrais:
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Eventos equivalentes

Defini¢cdo: Sejam B e D tais que B = {x € Rx : H(x) € D}, ou seja, B é o conjunto de todos
os valores de X tais que H(x) € D. Dessa forma B e D sdo chamados eventos equivalentes.

Nota: Eventos equivalentes s3o associados a diferentes espacos amostrais: B C Rx e
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Eventos equivalentes

Defini¢cdo: Sejam B e D tais que B = {x € Rx : H(x) € D}, ou seja, B é o conjunto de todos
os valores de X tais que H(x) € D. Dessa forma B e D sdo chamados eventos equivalentes.

Nota: Eventos equivalentes s3o associados a diferentes espacos amostrais: B C Rx e D C Ry.
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Eventos equivalentes

2

Exemplo: Seja X uma v.a. que representa o raio de um tubo. Seja H(x) = mx* uma fungio.

Determine o evento equivalente a B = X > 2 em relagdo a v.a. H(X).
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Eventos equivalentes

Definicdo: Sejam X uma v.a. definida em Q e Rx o seu contradominio.
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Eventos equivalentes

Definicdo: Sejam X uma v.a. definida em Q e Rx o seu contradominio. Sejam H uma fungio
real e Y uma v.a. tal que Y = H(X) com contradominio Ry.
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Eventos equivalentes

Definicdo: Sejam X uma v.a. definida em Q e Rx o seu contradominio. Sejam H uma fungio
real e Y uma v.a. tal que Y = H(X) com contradominio Ry. Para qualquer evento D C Ry
definiremos

P(D) = P(x € Rx : H(x) € D).
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Eventos equivalentes

Definicdo: Sejam X uma v.a. definida em Q e Rx o seu contradominio. Sejam H uma fungio
real e Y uma v.a. tal que Y = H(X) com contradominio Ry. Para qualquer evento D C Ry
definiremos

P(D) = P(x € Rx : H(x) € D).

Notas

A definicdo acima torna possivel calcular probabilidades que envolvam eventos associados

a Y, se conhecermos a distribuicdo de probabilidade de X e se pudermos determinar o
evento equivalente em quest3o.
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Eventos equivalentes

Definicdo: Sejam X uma v.a. definida em Q e Rx o seu contradominio. Sejam H uma fungio

real e Y uma v.a. tal que Y = H(X) com contradominio Ry. Para qualquer evento D C Ry
definiremos

P(D) = P(x € Rx : H(x) € D).

Notas

A definicdo acima torna possivel calcular probabilidades que envolvam eventos associados

a Y, se conhecermos a distribuicdo de probabilidade de X e se pudermos determinar o
evento equivalente em quest3o.

P(D) = P(x € Rx : H(x) € D) =
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Eventos equivalentes

Definicdo: Sejam X uma v.a. definida em Q e Rx o seu contradominio. Sejam H uma fungio

real e Y uma v.a. tal que Y = H(X) com contradominio Ry. Para qualquer evento D C Ry
definiremos

P(D) = P(x € Rx : H(x) € D).

Notas

A definicdo acima torna possivel calcular probabilidades que envolvam eventos associados

a Y, se conhecermos a distribuicdo de probabilidade de X e se pudermos determinar o
evento equivalente em quest3o.

P(D) = P(x € Rx : H(x) € D) = P(w € Q : H[X(w)] € D).
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Eventos equivalentes: Transformagéo de variaveis

Pergunta: Como determinar a fp ou a fdp de Y = H(X)?
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Juliana Cobre
: Transformação de variáveis


Eventos equivalentes: Transformagéo de variaveis

Pergunta: Como determinar a fp ou a fdp de Y = H(X)?

Caso 1: X v.a. discreta e H(X) uma funcdo discreta.
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Juliana Cobre
: Transformação de variáveis


Eventos equivalentes: Transformagéo de variaveis

Pergunta: Como determinar a fp ou a fdp de Y = H(X)?

Caso 1: X v.a. discreta e H(X) uma funcdo discreta.

Procedimento geral: Sejam x;,, x;,, ... os valores de X tais que H(x;) = y; para todo ;.
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Juliana Cobre
: Transformação de variáveis


Eventos equivalentes: Transformagéo de variaveis
Pergunta: Como determinar a fp ou a fdp de Y = H(X)?
Caso 1: X v.a. discreta e H(X) uma funcdo discreta.

Procedimento geral: Sejam x;,, x;,, ... os valores de X tais que H(x;) = y; para todo ;.
Entdo P(Y =y;) = p(x;,) + p(xi,) + . . ..
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Juliana Cobre
: Transformação de variáveis


Eventos equivalentes: Transformagéo de variaveis

Exemplo: Seja X uma v.a. discreta tal que Rx = {—1,0,1} e px(—1)
px(].) = %

Juliana Cobre - ICMC/USP Probabilidade | — SME0800

3. px(0)

N~

32


Juliana Cobre
: Transformação de variáveis


Eventos equivalentes: Transformagéo de variaveis

Exemplo: Seja X uma v.a. discreta tal que Rx = {—1,0,1} e px(—1)
px(1) = %. Obtenhaafpde Y =3X +1ede
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Juliana Cobre
: Transformação de variáveis


Eventos equivalentes: Transformagéo de variaveis

Exemplo: Seja X uma v.a. discreta tal que Rx = {—1,0,1} e px(—1)
px(1) = §. Obtenha afpde Y =3X + 1 ede W = X2.
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Juliana Cobre
: Transformação de variáveis


Eventos equivalentes: Transformagéo de variaveis

Exemplo: Seja X uma v.a. discreta tal que Rx = {—1,0,1} e px(—1)
px(1) = §. Obtenha afpde Y =3X + 1 ede W = X2.

Soluc3o:
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Juliana Cobre
: Transformação de variáveis


Eventos equivalentes: Transformagéo de variaveis

Caso 2: X v.a. continua e H(X) uma funcdo discreta.

1 X >
’ - O. Obtenha a fp de Y.

Exemplo: Seja X uma v.a. continua com Rx =Re Y =
-1, X<0
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Juliana Cobre
: Transformação de variáveis


Eventos equivalentes: Transformagéo de variaveis

Caso 2: X v.a. continua e H(X) uma funcdo discreta.

1 X >
’ - O. Obtenha a fp de Y.

Exemplo: Seja X uma v.a. continua com Rx =Re Y =
-1, X<0

Solug3o:
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Juliana Cobre
: Transformação de variáveis


Eventos equivalentes: Transformagéo de variaveis

Caso 2: X v.a. continua e H(X) uma funcdo discreta.

Procedimento geral: Seja A C Rx equivalente a Y = {y;} entdo

1, X>0
Exemplo: Seja X uma v.a. continua com Rx =Re Y = { L x - o Obtenha afp de Y.
-1, <

Solug3o:
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Juliana Cobre
: Transformação de variáveis


Eventos equivalentes: Transformagéo de variaveis
Caso 2: X v.a. continua e H(X) uma funcdo discreta.

Procedimento geral: Seja A C Rx equivalente a Y = {y;} entdo

py(yi) = P(Y =yi) =

1, X>0
Exemplo: Seja X uma v.a. continua com Rx =Re Y = { L X - 0 Obtenha afp de Y.
-1, <

Solug3o:
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Juliana Cobre
: Transformação de variáveis


Eventos equivalentes: Transformagéo de variaveis

Caso 2: X v.a. continua e H(X) uma funcdo discreta.

Procedimento geral: Seja A C Rx equivalente a Y = {y;} entdo

py(yi) =P(Y =y) = /Af(x)dx

1, X>0
Exemplo: Seja X uma v.a. continua com Rx =Re Y = { L x - o Obtenha afp de Y.
-1, <

Solug3o:
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Juliana Cobre
: Transformação de variáveis


Eventos equivalentes: Transformagéo de variaveis

Caso 3: X v.a. continua e H(X) uma funcdo continua.
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Juliana Cobre
: Transformação de variáveis


Eventos equivalentes: Transformagéo de variaveis

Caso 3: X v.a. continua e H(X) uma funcdo continua.

Procedimento geral

Juliana Cobre - ICMC/USP Probabilidade | — SME0800

34


Juliana Cobre
: Transformação de variáveis


Eventos equivalentes: Transformagéo de variaveis

Caso 3: X v.a. continua e H(X) uma funcdo continua.

Procedimento geral
(1) Obter a fda de Y, Fy, achando o evento A no contradominio de X equivalente a {Y < y}.
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Juliana Cobre
: Transformação de variáveis


Eventos equivalentes: Transformagéo de variaveis

Caso 3: X v.a. continua e H(X) uma funcdo continua.

Procedimento geral
(1) Obter a fda de Y, Fy, achando o evento A no contradominio de X equivalente a {Y < y}.
(2) Derivar Fy(y) para obter fy(y).
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Juliana Cobre
: Transformação de variáveis


Eventos equivalentes: Transformagéo de variaveis

Caso 3: X v.a. continua e H(X) uma funcdo continua.

Procedimento geral

(1) Obter a fda de Y, Fy, achando o evento A no contradominio de X equivalente a {Y < y}.
(2) Derivar Fy(y) para obter fy(y).

(3) Determinar aqueles valores de y para os quais fy(y) > 0.
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Juliana Cobre
: Transformação de variáveis


Eventos equivalentes: Transformagas d6eoLaxsiss

Exemplo: Seja X uma v.a. tal que a fdp é

2x, 0<x<«1
fx(x):{o e .

Seja Y = H(X) = e=X. Obtenha fy(y).
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Juliana Cobre
: Transformação de variáveis

Juliana Cobre
: Transformação de variáveis


Eventos equivalentes: Transformagéo de variaveis

Exemplo: Seja X uma v.a. tal que a fdp é

2x, 0<x<«1
fx(x):{o e .

Seja Y = H(X) = e=X. Obtenha fy(y).

Soluc3o:
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Juliana Cobre
: Transformação de variáveis


Eventos equivalentes: Transformagéo de variaveis

Continuagdo: Como fx(x) > 0 para 0 < x < 1 entdo para % <y < 1temos g(y) > 0.
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Juliana Cobre
: Transformação de variáveis


Eventos equivalentes: Transformagéo de variaveis

Resultado: Seja X uma v.a. continua com fdp fx tal que fx(x) > 0 para a < x < b. Seja

H(x) uma fungdo estritamente monétona (crescente ou descrescente) e derivavel para todo x.
Entdo a fdp de Y = H(X) é dada por

Foly) = f(H () ](H*(y))

em que H~! é a funcdo inversa de H.
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Juliana Cobre
: Transformação de variáveis


Eventos equivalentes: Transformagéo de variaveis

Demonstragdo: (a) Suponha H estritamente crescente.
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Juliana Cobre
: Transformação de variáveis


Eventos equivalentes: Transformagéo de variaveis

Demonstragdo: (b) Suponha H estritamente decrescente.
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Juliana Cobre
: Transformação de variáveis


Eventos equivalentes: Transformagéo de variaveis

Nota: Se H for crescente entdo fy serd ndo nula para y tais que H(a) < y < H(b).
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Juliana Cobre
: Transformação de variáveis


Eventos equivalentes: Transformagéo de variaveis

Nota: Se H for crescente entdo fy serd n3o nula para y tais que H(a) < y < H(b). Se H for
decrescente entdo fy sera ndo nula para y tais que H(b) < y < H(a).
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Juliana Cobre
: Transformação de variáveis


Eventos equivalentes: Transformagéo de variaveis
Nota: Se H for crescente entdo fy serd n3o nula para y tais que H(a) < y < H(b). Se H for
decrescente entdo fy sera ndo nula para y tais que H(b) < y < H(a).

Exemplo: Refazer o exemplo anterior.
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Juliana Cobre
: Transformação de variáveis


Eventos equivalentes: Transformagéo de variaveis

Resultado: Seja X uma v.a. continua com fdp fx. Se Y = X?, entdo a v.a. Y tem a fdp
dada por
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Juliana Cobre
: Transformação de variáveis


Eventos equivalentes: Transformagéo de variaveis

Resultado: Seja X uma v.a. continua com fdp fx. Se Y = X?, entdo a v.a. Y tem a fdp
dada por

@) = 5 =Ix(Vy) + & (=vY)l-

v
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Juliana Cobre
: Transformação de variáveis

Juliana Cobre

Juliana Cobre

Juliana Cobre
y


Eventos equivalentes: Transformagéo de variaveis

Resultado: Seja X uma v.a. continua com fdp fx. Se Y = X?, entdo a v.a. Y tem a fdp
dada por

fr(x) = 5= (VY) + & (=)l

v

Demonstracio:
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Juliana Cobre
: Transformação de variáveis


Vetores aleatérios

Motivacado: Observar duas ou mais caracteristicas simultaneamente.
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Vetores aleatérios

Motivagdo: Observar duas ou mais caracteristicas simultaneamente. Exemplo: Estatura (H) e
peso (W) de uma pessoa escolhida, (h,w).
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Vetores aleatérios

Motivagdo: Observar duas ou mais caracteristicas simultaneamente. Exemplo: Estatura (H) e
peso (W) de uma pessoa escolhida, (h,w).

Definicdo: Seja £ um experimento aleatério e 2 um espaco amostral associado a £.
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Vetores aleatérios

Motivagdo: Observar duas ou mais caracteristicas simultaneamente. Exemplo: Estatura (H) e
peso (W) de uma pessoa escolhida, (h,w).

Definicdo: Seja £ um experimento aleatério e  um espaco amostral associado a £. Sejam
X = X(w) e Y = Y(w) duas fungdes que associam um namero real a cada w € Q.
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Vetores aleatérios

Motivagdo: Observar duas ou mais caracteristicas simultaneamente. Exemplo: Estatura (H) e
peso (W) de uma pessoa escolhida, (h,w).

Definicdo: Seja £ um experimento aleatério e  um espaco amostral associado a £. Sejam
X = X(w) e Y = Y(w) duas fungBes que associam um nimero real a cada w € Q. Definimos
(X, Y) como sendo uma v.a. bidimensional (vetor aleatério).
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Vetores aleatérios

Motivagdo: Observar duas ou mais caracteristicas simultaneamente. Exemplo: Estatura (H) e
peso (W) de uma pessoa escolhida, (h,w).

Definicdo: Seja £ um experimento aleatério e  um espaco amostral associado a £. Sejam
X = X(w) e Y = Y(w) duas fungBes que associam um nimero real a cada w € Q. Definimos
(X, Y) como sendo uma v.a. bidimensional (vetor aleatério).

Nota: Analogamente, se tivermos n funcdes, temos

X1,Xo, ..., X, um vetor aleatério n — dimensional.
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Vetores aleatérios

Nota: Por comodidade de notacdo, vamos nos restringir neste curso a um vetor aleatério
bidimensional. Analogamente pode ser feito para um vetor aleatério n-dimensional.
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Vetores aleatérios

Nota: Por comodidade de notacdo, vamos nos restringir neste curso a um vetor aleatério
bidimensional. Analogamente pode ser feito para um vetor aleatério n-dimensional.

Definicdo: (X, Y) & um vetor aleatério discreto bidimensional se os possiveis valores de (X, Y)
forem finitos ou infinitos enumeraveis, isto &, (X, Y) assumem valores (x;,y;),i =1,2,..., e

ji=12,....
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Vetores aleatérios

Nota: Por comodidade de notacdo, vamos nos restringir neste curso a um vetor aleatério
bidimensional. Analogamente pode ser feito para um vetor aleatério n-dimensional.

Definicdo: (X, Y) & um vetor aleatério discreto bidimensional se os possiveis valores de (X, Y)
forem finitos ou infinitos enumeraveis, isto &, (X, Y) assumem valores (x;,y;),i =1,2,..., e

ji=12,....

Notas
Vetores aleatérios continuos serdo estudados em Probabilidade II.
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Vetores aleatérios

Nota: Por comodidade de notacdo, vamos nos restringir neste curso a um vetor aleatério
bidimensional. Analogamente pode ser feito para um vetor aleatério n-dimensional.

Definicdo: (X, Y) & um vetor aleatério discreto bidimensional se os possiveis valores de (X, Y)
forem finitos ou infinitos enumeraveis, isto &, (X, Y) assumem valores (x;,y;),i =1,2,..., e

ji=12,....

Notas
Vetores aleatérios continuos serdo estudados em Probabilidade II.

E possivel existir vetores aleatérios com componentes continuas e outras discretas.
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Vetores aleatérios

Nota: Por comodidade de notacdo, vamos nos restringir neste curso a um vetor aleatério
bidimensional. Analogamente pode ser feito para um vetor aleatério n-dimensional.

Definicdo: (X, Y) & um vetor aleatério discreto bidimensional se os possiveis valores de (X, Y)
forem finitos ou infinitos enumeraveis, isto &, (X, Y) assumem valores (x;,y;),i =1,2,..., e

j=12,...,.
Notas

Vetores aleatérios continuos serdo estudados em Probabilidade II.

E possivel existir vetores aleatérios com componentes continuas e outras discretas.

X e Y podem estar associados a espacos amostrais diferentes.
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Vetores aleatérios

Definicdo: Seja (X, Y) um vetor aleatério (bidmensional).

Assim

P(B)=>_> p(xi,y))
B
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Vetores aleatérios

Definicdo: Seja (X, Y) um vetor aleatério (bidmensional). Definimos a
fungdo de probabilidade conjunta de (X, Y) como sendo

Assim

P(B)=>_> p(xi,y))
B
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Vetores aleatérios

Definicdo: Seja (X, Y) um vetor aleatério (bidmensional). Definimos a
funcdo de probabilidade conjunta de (X, Y) como sendo p(x;,y;) = P(X = x;, Y = y;) para
cada possivel resultado (x;, y;) tal que

Assim

P(B)=>_> p(xi,y))
B
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Vetores aleatérios

Definicdo: Seja (X, Y) um vetor aleatério (bidmensional). Definimos a
funcdo de probabilidade conjunta de (X, Y) como sendo p(x;,y;) = P(X = x;, Y = y;) para
cada possivel resultado (x;, y;) tal que

1. p(xi,y;) > 0 para todo (x;, ;).

Assim

P(B)=>_> p(xi,y))
B
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Vetores aleatérios

Definicdo: Seja (X, Y) um vetor aleatério (bidmensional). Definimos a
funcdo de probabilidade conjunta de (X, Y) como sendo p(x;,y;) = P(X = x;, Y = y;) para
cada possivel resultado (x;, y;) tal que

1. p(xi,y;) > 0 para todo (x;, ;).
2. Yt 2t p(xiyj) = 1.

Assim

P(B)=>_> p(xi,y))
B
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Vetores aleatérios

Definicdo: Seja (X, Y) um vetor aleatério (bidmensional). Definimos a
funcdo de probabilidade conjunta de (X, Y) como sendo p(x;,y;) = P(X = x;, Y = y;) para
cada possivel resultado (x;, y;) tal que

1. p(xi,yj) > 0 para todo (x;, yj).
2. Zf.; >t P(xiyyy) = L.

Nota: A distribuicdo de probabilidade de (X, Y) é induzida pela probabilidade dos eventos

associados ao espaco amostral 2. Mas estaremos focados em um evento do contradominio de
(X,Y).

Assim

P(B)=>_> p(xi,y))
B
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Vetores aleatérios

Definicdo: Seja (X, Y) um vetor aleatério (bidmensional). Definimos a
funcdo de probabilidade conjunta de (X, Y) como sendo p(x;,y;) = P(X = x;, Y = y;) para
cada possivel resultado (x;, y;) tal que

1. p(xi,yj) > 0 para todo (x;, yj).

2. Zf.; >oic1 p(xisyj) = 1.

Nota: A distribuicdo de probabilidade de (X, Y) é induzida pela probabilidade dos eventos
associados ao espaco amostral 2. Mas estaremos focados em um evento do contradominio de
(X,Y). Notemos que para B C Rxxy

P(B) = P[(X(w), Y(w)) € B] = P(w : (X(w), Y(w)) € B).

P(B)=>_> p(xi,y))
B
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Vetores aleatérios

Exemplo: Duas moedas equilibradas sdo lancadas de forma independente
X: nimero de caras nos dois lancamentos.
Y: funcdo indicadora de faces iguais nos dois lancamentos.
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. Sejam

45



Vetores aleatérios

Definicdo: Seja (X, Y) um vetor aleatério (bidimensional). A fungdo de distribui¢do
acumulada conjunta (fda) F do vetor aleatério (X, Y) & definida por
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Vetores aleatérios

Definicdo: Seja (X, Y) um vetor aleatério (bidimensional). A fungdo de distribui¢do
acumulada conjunta (fda) F do vetor aleatério (X, Y) & definida por

F(x,y) =P(X <x,Y <y).
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Vetores aleatérios

Definicdo: Seja (X, Y) um vetor aleatério (bidimensional). A fungdo de distribui¢do
acumulada conjunta (fda) F do vetor aleatério (X, Y) & definida por

F(x,y) =P(X <x,Y <y).

Exemplo: Obter a fda do exemplo anterior.
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Vetores aleatérios

Definicdo: Seja (X, Y) um vetor aleatério (bidimensional). A fungdo de distribui¢do
acumulada conjunta (fda) F do vetor aleatério (X, Y) & definida por

F(x,y) =P(X <x,Y <y).

Exemplo: Obter a fda do exemplo anterior.
Soluc3o:
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Vetores aleatérios

Continuag3o:
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Distribuicdo de probabilidade marginal

Motivagdo: Temos (X, Y), mas podemos estar interessados apenas em X ou Y.
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Distribuicdo de probabilidade marginal

Motivagdo: Temos (X, Y), mas podemos estar interessados apenas em X ou Y.

Definicdo: A distribuicdo de probabilidade marginal de X é a funcdo definida para x1, x2,
tal que
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Distribuicdo de probabilidade marginal

Motivagdo: Temos (X, Y), mas podemos estar interessados apenas em X ou Y.
Definicdo: A distribuicdo de probabilidade marginal de X é a funcdo definida para x1, x2,
tal que

p(xi) = P(X = xi) =
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Distribuicdo de probabilidade marginal

Motivagdo: Temos (X, Y), mas podemos estar interessados apenas em X ou Y.
Definicdo: A distribuicdo de probabilidade marginal de X é a funcdo definida para x1, x2,
tal que

p(xi))=P(X=x)=P(X=x;,)Y=ypouY =y o0u ...)=
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Distribuicdo de probabilidade marginal

Motivagdo: Temos (X, Y), mas podemos estar interessados apenas em X ou Y.

Definicdo: A distribuicdo de probabilidade marginal de X é a funcdo definida para x1, xo, . . .
tal que

(e 9]

p(xi))=P(X=x)=P(X=x;,)Y=ypouY =y o0u ...)= Zp(x,-,yj).
j=1
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Distribuicdo de probabilidade marginal

Motivagdo: Temos (X, Y), mas podemos estar interessados apenas em X ou Y.

Definicdo: A distribuicdo de probabilidade marginal de X é a funcdo definida para x1, xo, . . .
tal que

(e 9]

p(xi) =P(X =x)=P(X=x,Y =yiouY =yy0u...)= > p(x,y)-
j=1
Nota: Analogo para a distribuicdo de probabilidade marginal de Y (ou mais variaveis).
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Distribuicdo de probabilidade marginal

Exemplo: Obter as distribuicdes de probabilidade marginais do exemplo anterior.
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Distribuicdo de probabilidade condicional

Motivacdo: Se Y = y;, qual é a probabilidade de X = x;?
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Distribuicdo de probabilidade condicional

Motivacdo: Se Y = y;, qual & a probabilidade de X = x;?

Definigdo: Seja (X, Y) um vetor aleatério.
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Distribuicdo de probabilidade condicional

Motivacdo: Se Y = y;, qual & a probabilidade de X = x;?

Definicdo: Seja (X, Y') um vetor aleatério. Sejam By C Rx e B, C Ry, com P(Y € By) > 0.
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Distribuicdo de probabilidade condicional

Motivacdo: Se Y = y;, qual & a probabilidade de X = x;?

Definigdo: Seja (X, Y) um vetor aleatério. Sejam By C Rx e B, C Ry, com P(Y € Bp)
Definimos a distribuicdo condicional de X dado Y € B> por
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Distribuicdo de probabilidade condicional

Motivacdo: Se Y = y;, qual & a probabilidade de X = x;?

Definicdo: Seja (X, Y') um vetor aleatério. Sejam By C Rx e B, C Ry, com P(Y € By) > 0.
Definimos a distribuicdo condicional de X dado Y € B> por
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Distribuicdo de probabilidade condicional

Motivacdo: Se Y = y;, qual & a probabilidade de X = x;?

Definicdo: Seja (X, Y') um vetor aleatério. Sejam By C Rx e B, C Ry, com P(Y € By) > 0.

Definimos a distribuicdo condicional de X dado Y € B> por

Se P(Y € By) =0, definimos P(X € B1|Y € Bx) = P(X € By).
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Teorema da Probabilidade Total

Resultado:
P(X € B)=>_ P(X€B|Y=y)P(Y=y).
y
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Teorema da Probabilidade Total

Resultado:
P(X € B)=>_ P(X€B|Y=y)P(Y=y).
y

Demonstracio:
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Teorema da Probabilidade Total

Resultado:
P(X € B)=>_ P(X€B|Y=y)P(Y=y).
y

Demonstracdo: Por definicdo temos
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Teorema da Probabilidade Total

Nota: Se B = (—o0, x|, x € R, obtemos a fung¢&o distribui¢do condicional de X dado Y =y
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Teorema da Probabilidade Total

Exemplo: A tabela representa a funcdo de probabilidade conjunta entre os nimeros de
criangas atendidas com alergia (X) e com pneumonia (Y).

XY |0 1 2[PX=x)
0 lw % sl 3
1ofs s 0o 3
2 I & 5l &
310 5 %l %
PY=y1z & wl 1

Condicionando a ocorréncia ou ndo de casos de pneumonia, como se comporta o nimero de
criangas alérgicas?
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Teorema da Probabilidade Total

Soluc3o:
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Variaveis aleatérias independentes

Motivacao: O resultado da v.a. Y influencia o resultado da v.a. X?
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Variaveis aleatérias independentes

Motivacdo: O resultado da v.a. Y influencia o resultado da v.a. X?

Definicdo: Seja (X, Y) um vetor aleatério. Sejam B; C Rx e B, C Ry.
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Variaveis aleatérias independentes

Motivacdo: O resultado da v.a. Y influencia o resultado da v.a. X?

Definicdo: Seja (X, Y) um vetor aleatério. Sejam B; C Rx e By C Ry. Dizemos que X e Y
sdo independentes se, e somente se,
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Variaveis aleatérias independentes

Motivacdo: O resultado da v.a. Y influencia o resultado da v.a. X?

Definicdo: Seja (X, Y) um vetor aleatério. Sejam B; C Rx e By C Ry. Dizemos que X e Y
sdo independentes se, e somente se,

P(X S Bl, Y € BQ) = P(X S Bl)P(Y S Bg),VBl,VBQ.
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Variaveis aleatérias independentes

Resultado: Seja (X, Y) um vetor aleatério. X e Y sdo independentes se, e somente se,
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Variaveis aleatérias independentes

Resultado: Seja (X, Y) um vetor aleatério. X e Y sdo independentes se, e somente se,

P(X S 31|Y € Bz) = P(X (S Bl),VBl,VBQ
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Variaveis aleatérias independentes

Resultado: Seja (X, Y) um vetor aleatério. X e Y sdo independentes se, e somente se,

P(X S 31|Y € Bz) = P(X (S Bl),VBl,VBQ

Demonstracio:
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Variaveis aleatérias independentes

Continuag3o:

Juliana Cobre - ICMC/USP
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Variaveis aleatérias independentes

Exemplo: No exemplo anterior as v.a. X e Y s3o independentes?
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Variaveis aleatérias independentes

Exemplo: No exemplo anterior as v.a. X e Y s3o independentes?

Soluc3o:
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Variaveis aleatérias independentes

Exemplo: Sejam X e Y v.a. independentes e identicamente distribuidas (iid), com valores -1 e
1 com mesma probabilidade.
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Variaveis aleatérias independentes

Exemplo: Sejam X e Y v.a. independentes e identicamente distribuidas (iid), com valores -1 e
1 com mesma probabilidade. Verifique se X e Z = XY sdo independentes.
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Variaveis aleatérias independentes

Exemplo: Sejam X e Y v.a. independentes e identicamente distribuidas (iid), com valores -1 e
1 com mesma probabilidade. Verifique se X e Z = XY sdo independentes.

Soluc3o:
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Variaveis aleatérias independentes
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