Formalismo Lagrangeano

1 Introducao

Em um curso anterior de Mecanica Classica ou até mesmo em um curso de
Fisica 1 onde fazemos um tratamento por meio das Leis de Newton, vimos
como ¢é dificil em certos problemas resolver o sistema de equacoes diferénciais
associada ao mesmo por meio da segunda Lei de Newton, seria algo como:
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Onde as respectivas Fj sao as forcas que atuam sobre o sistema, a é a
aceleracao e m é a massa do corpo que estamos estudando. Como visto, esse
é um sistema de equagoes diferéncias ordinarias de segunda ordem que muitas
vezes podem ser acopladas e até mesmo nao lineares. Escrevendo esse sistema
explicitamente, temos algo como
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Neste momento, se torna claro o quao complicado pode ser resolver essas
equagoes no caso mais geral possivel, sendo assim, se faz necessario uma teoria
que seja nao s6 abrangente as Leis de Newton, mas de certa forma, um pouco
mais simples do que as mesmas. Ademais, outro ponto a verificar é a com-
plicacao que seria fazer a andlise do diagrama de corpo livre, decompor forcas,
escrever versores e etc. . .

2 O Principio de Hamilton

Para comecar a construir um formalismo diferente, é necesséario fazer algumas
suposigoes sobre os sistemas que estamos interessados e para isso vamos supor
um sistema com N graus de liberdade e definir as coordenadas generalizadas
desse sistema como (g1, ...,qn) e essas coordenadas podem ser independentes
ou nao.

Como queremos chegar as mesmas conclusoes das Leis de Newton, também
temos o mesmo objetivo que é determinar a evolugao temporal desse sistema e



ainda, como queremos uma teoria escalar, vamos supor que exista um campo
escalar convenientemente representado por L e que iremos chamar de fungao
lagrangeana, ou simplesmente, Lagrangeana. E mais, vamos supor que essa
funcao dependa tanto das coordenadas generalizadas do sistema, como das ve-
locidades generalizadas, ou seja
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Aqui, a notacdo do ponto é equivalente a uma derivada temporal.

Dado esse contexto, vamos ao ponto chave da teoria que é definir um fun-
cional linear que vamos denominar Agao do Sistema e representa-lo por meio
da letra S, ela é definida entre dois instantes de tempo t; e to da seguinte forma

12
S = L(q,q,t)dt (2)
t1
O Principio de Hamilton ou alternativamente Principio da Minima
Acao diz que na evolugao do sistema da condicao 1 para a condigao 2 entre t;
e to, a agao deve ser minima e dai vem o nome tao sugestivo. Em uma notagao
de Célculo Variacional, podemos escrever

55 =0 (3)

Posteriormente, veremos que esse principio define todo um sistema de N

equagoes que sao nao s6 equivalentes as Leis de Newton, mas também mais
gerais e talvez até um pouco abstratas.

3 As Equacgoes de Euler-Lagrange

Bem, agora que temos a ferramenta que necessitavemos, podemos manipulé-la
de forma a obter o resultado que queriamos e na verdade precisamos, para isso,
vamos esclarecer um pouco mais a notacao Variacional

08 = S(q+09,q+069) — S(q,4) =0 (4)

Para comecar a fazer algumas manipulagoes, vamos escrever esse primeiro
termo explicitamente
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Podemos entao langar a mao de uma aproximacao de primeira ordem na
Lagrangeana a qual temos alguns deslocamentos nas posigoes e velocidades da
seguinte forma
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Substituindo essa simplificagao na expressao 5
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Vamos agora examinar o termo que depende das velocidades generalizadas,
para isso, podemos simplesmente efetetuar uma integracao por partes em t
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Mas uma das condicoes é a extremizacao da integral, ou seja, as variacoes
das coordenadas generalizadas nos extremos de integragao que definimos como
0q;(t1) = d¢;(t2) = 0 sendo assim, temos
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Com isso, chegamos a uma expressao muito conveniente para S(q+dq, q+9q)
somente substituindo essas manipulagoes na equagao (5)
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Finalmente podemos escrever a variagao da agio em termos da expresséo (7)
chegando ao resultado que procuravamos desde o comego
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Caso apliquemos a imposi¢ao do principio da minima agao, chegamos a
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Nesta expressao, hd uma soma sobre N equacoes, cada uma com relagao
somente a derivadas de ¢;, ou seja, podemos dizer que os integrandos sao lin-
earmente independentes, possibilitando assim igualar cada uma das expressoes
a zero pela condigao de minimizagao da acao.




E assim chegamos a conclusdo de que a integral é minima se dg;(t) = 0, que
é a solugdo trivial que ndo queremos de jeito nenhum, e a outra condicao (essa
sim nds queremos e muito!) possivel é
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Essas meus caros, sao as equagoes de Euler-Lagrange! Logo de cara, pode-
mos ver que sao um conjunto de N equagoes diferenciais sobre o sistema que esta-
mos analizando, cada uma delas descreve a evolugao temporal de uma das coor-
denadas generalizadas e precisamos basicamente saber a escrever a Lagrangeana
do sistema para determinar essas equagoes.



