Mecanica: Péndulo duplo
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Lagrangiana:

Mecanica: Péndulo duplo
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Equacdes de Lagrange: ;




Aproximacao: m; > m,

Isto implica em:
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Para colocarmos em uma forma que possamos aplicar o método de Runge-

Kutta, Dreusamos Inverter as duas primeiras equacoes:
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Aproximacao: m; > m,

Equacdes de movimento:
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dt mll%
d_92 _ Po2
dt mgl%

X

dpe1 _
dt
dpe2 _

N dt
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Condigdes iniciais: 8,(0) , 0,(0) e pg,(0).




Aproximacao: m; > m,

Energia: E=T+V (escrevendo em termos dos

momentos e angulos)

—

Ps1 X Pgo _ Pg1Pg2 cos (01 — 02)
lel% ngl% mllllg
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Dado um valor de E, escolhemos : 6,(0)=172, 0,(0)=0, p4,(0)=0 e pgy;(0)=7".

E —

(Pel(o))2

lel%

+ maglo

= Do1 (0) — ﬂ:\/lel% [E — mgglg]




Resumo (c/ aproximacao: m; > m,)

EquacOes de movimento:

( @ Po1  Po2 COS (61 — 02)
dt m 2 malyls
dfy Po2  Pe1cos (01 — 02)
) dt mal3 malyls
dpe1 . Po1Pe2 sin (01 — 02)
—mqgly sinf; —
dt malyla
dpo2 gl sin 8y + POPO2ST (01 — 62)
| dt milylo

Condicoes Iniciais: 6,(0)=0, 6,(0)=1v2, p4,(0)=0 e

p91(0) — :I:\/Zmll% [E — mgglg]

Parametros a serem escolhidos: E , m;=20m, , |, , |,

0. m
0, "2

RK2: definir quatro k1,
guatro k2 e gquatro
valores a meio-passo!



RK2 para N eq. diferenciais acopladas

[ dx
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Definimos um “k1” para cada um dos x,(t) :

1= falza(t), ... 2N (1)) At

-+ ZN)| Defininos os “valores em meio passo”:

T, (t+ At/2) = x,(t) + kT /2

Finalmente, definimos os “k2”:

Metodo de Runge-Kutta
de 2a ordem (RK2):

At At

e “avancamos” no tempo:

rn(t+ At) = x,(t) + k)

Ou seja, dados todos os x,(t), podemos calcula-los em t+ At:



Aula 9 — Tarefa (Fazer upload!)

Considere um péndulo duplo de massas m,=0,1 kg e m,=0,05 kg
comprimentos |,=50 cm |,=20 cm e energia E. Utilize condicoes
Iniciais 8,(0)=1v2, 0,(0)=0, pg,(0)=0 e determine py,(0) a partir de E
(escolha o sinal).

Varie a energia de E=0,1J até E=1,6J com passo 0.2 J.

Para cada valor de energia E, calcule os angulos &(t) e 6,(t) e os

momentos angularer p4(t) e pg(t) do corpo usando o método de
Runge-Kutta (RK2).

Para cada Energia, plote o par [EL(t), pg(t)] como um ponto em um
grafico nos instantes em que 6,(t) mudar de sinal e p (t)>0.

Com isso voce estara plotando uma Secéao de Poincaré , gue é um
“corte” em 2D do espaco de fase em 4D.



Aula 9 — Tarefa - Dicas

Use tempos longos! Voceé precisa de muitas oscilacoes para ter um
numero razoavel de pontos na sua secao de Poincare.

Uma sugestao e usar t.=n.4t de 0 até t,=100 com 4t =0.01.
Para saber se &,(t,) mudou se sinal, utilize a fungao sign . Exemplo:

If ( sign(Theta2(n))~=sign(Theta2 (n-1)) ) ...

No RK2, vocé tera que calcular as quatro f.(6,,6,,p4.P) (N=1 a 4)
do lado direito repetidas vezes (para os k1 e para os k2).

Para evitar escrever varias vezes o0 mesma coisa, a dica é definir
funcdes no MatLab e chama-las de dentro do seu script.

Veja como definir funcdes no MatLab a sequir:



Escreva sua propria funcao no I\/IatLabI
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 function d = Ftest {:{, V) Declara a funcao.
' Lest func ste Note a sintaxe!

DESCricéc dadag a8 coordéenadas

X e y, calcula a distancia
a o¥igem = Sgrt{(x=2 + =) ;
Tmportante: Declaramos a funcao como

-
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function d = Ftest (x,Vy)
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I-J
et
|
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Isto diz gue X,y sdo os argumentos e

O

A Tupcag rebtprnsa um: valoryr "dW.

et
-]

"d™ tem dgue Ser caldédulado e algum lugar.
d=sqrt (x"2+y"2) D€
|

Calculo da variavel que sera
ol retornada (pode ser array, etc.)

-
[
|

@tm - |\)‘ Salva em arquivo .m COM O MESMO NOME da funcao!



Usando sua funcao

Current Folder (¥

' Name
#] Aula6 Tarefal.m A @ < Chama a funcéao (pode ser
£ Aula6_Tarefa2.m na janela de comando

® Aula7 Tarefa1 OscHar.. ans = ou em um arquivo “.m”)
® Aula7 Tarefa2 OscHar...
] Aula8 _Tarefa_Pendulo.m < >
: . ; < Resultado.
®1 Aula9 Tarefa Pendulo... pedinl
QE relp Fiesbe——— Imprime a descrigio em Frestm
Details S Ftest : funcdo teste
Vorkspace 7] P v
:kﬁ - > Descricdo: dadas as coordenadas
- g 64031 X e y, calcula a distancia

a origem d= sqrt(x~2 + y*2);

Arquivo da funcao tem que  Importante: Declaramos a funcio como
estar em um diretorio function d = Ftest(x,y)
“visivel”. Por exemplo,

o, Isto diz que x,y sdo os argumentos e
o diretdrio atual

a funcdo retorna um valor "d".




Aula 9 — Tarefa — Dicas para o grafico.

Utilize a opcao 'k.’ para plotar pontos pretos ao invés de simbolos.
Utilize letras gregas (sintaxe tipo Latex) fontes grandes nos labels

do grafico. Por exemplo:

xlabel(\theta_ 1(t)','FontSize',22);
ylabel(‘p {\theta 1}','FontSize',22);

N=1:
N=2:
N=3:
N=4:
N=5:

Para gerar um pdf da figura, use:
print -r300 -dpdf PenduloDuplo.pdf

Debug: primeiros valores das coordenadas para E=0,1.
Energia= 0.1000, P10=0.0672

tempo=0.
tempo=0.
tempo=0.
tempo=0.
tempo=0.

0000
0100
0200
0300
0400

thetal=0.
thetal=0.
thetal=0.
thetal=0.
thetal=0.

0000
0269
0537
0804
1070

Pthetal=0.
Pthetal=0.
Pthetal=0.
Pthetal=0.
Pthetal=0.

Oe72
Oe71
0669
0665
Oebl

thetaZz=1.
thetaz=1.
thetaz=1.
thetaZ=1.
thetaZ=1.

2708
2674
5573
5401
5159

0001
0002
0003

Ptheta2=0.0000
Ptheta2=-0.
Pthetaz2=-0.
PthetaZ2=-0.
PthetaZ2=-0.

0003



Aula 9 — Tarefa — Dicas para o grafico.

O grafico final deve ficar mais ou menos assim.
Compare com o grafico do Péndulo Simples. Quais as diferencas?

0.3

0.2

-0.1

-0.2

_0.3 1 1 1



Lagrangiana:

Mecanica: Péndulo duplo (completo)
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Mecanica: Péndulo duplo (completo)

Para colocarmos em uma forma que possamos

\

lll%(ml + mo Sin2 (91 — 92))

e substituir para obter o Hamiltoniano. H = 911?91 + 921992 — L

aplicar o método de Runge-Kutta, precisamos N/ 51
Inverter as duas primeiras equacoes: i 0
( A ) (m1 + mo)l70, 1
2 mglllg COS (91 — 92) ',L‘
: [ — 1 6, — 0
6 = 221091 1Po2 C.OSQ( 1 2)
leg(ml -+ Mo SIn (91 — 92))
. —lopgicos (01 — O2) + 11 (1 +m1/m2)pe2
= 0y =
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1 p31

1+ 22 gin? (01 — 65) | 2mal3
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. 2m1m2l2

—|—(m1 + mg)gll(l — COS 91) -+ mgglg(l — COS 92)
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(m1 + ma2)pgs . P51Pgo €08 (61 — 02)




Mecanica: Péndulo duplo (completo)

e chegamos as Equacoes de Hamilton:

d, _ OH _ laper — Lippzcos (01 — 02)
dt Opor  13la(my + mo sin® (61 — 62))
@ _ OH _ —l9pp1 COS (91 — 92) + ll(l =+ ml/m2)p92
dt Opeo [113(my + masin? (01 — 02))
d OH .
% _ ~ 9. = —(m1 + m2)gly sin 01 — A(61,02, pg1, pe2) + B(01, 02, D1, Po2)
d OH .
% — _8—92 = —magls sin s + A(01, 02, po1, po2) — B(01, 62, po1, pe2)

onde A e B sao dadas por:

Po1Pe2 sin (61 — 62)
lllg[ml + To sin2 (91 — 92)]

I3mopa, + 15(ma + m2)pia, — l1lomapgpea cos (61 — 6-)

21213[m1 + meo sin” (61 — 02)]

A(91,92,p91,p92) =

B(01,02,p01,p02) sin 2(0; — 60s)




