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Medida Angular entre vetores

Definigdo: Sejam G = AB e v = AC vetores nio nulos. A
medida angular entre U e v é a medida ¢ do angulo BAC.
Observe que:
@ 0 <0< nsedforemradianos ou 0 < # < 180 se 6 for em
graus.
© A medida do angulo entre i e v independe dos
representantes AB e AC com a mesma origem de d e V,
respectivamente.
© Se ¢ < 5 dizemos que U e v formam angulo agudo.
Q Se ¢ > % dizemos que U e v formam angulo obtuso.
© Se ¢ = 7 dizemos que U e v formam angulo reto.
©Q Seja a a medida do angulo entre i e w. Se # = o dizemos
que d forma angulos congruentescom ve w. Se+a =
dizemos que U forma angulos suplementares com v e w.



Notagdo: 6 = ang(d, V).
Vamos aplicar a lei dos cossenos no triangulo BAC:
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Ondeid=AB,v=ACeu— v = CB.
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Produto Escalar

Definicdo: O produto escalar dos vetores i e vV, denotado por
U - v é o numero real definido por:

aSeli=0ouv=0entdo i -V=0:
b Sei#0ev+#0,

—

U-v=|u||v| cosb

onde # é a medida angular entre eles.



Proposicao:
aSeii#0,v+#0e6=ang(d,V)entio

u-v
cosf = ———
[aflivl]
b ||d]| =Vd-d.
c Uéortogonalav+— -v=0



Proposicéo: Seja E = (€;, €, €3) uma base ortonormal e
U= (x1,Y1,21)E € V= (X, y2, Z2)e- Entéo

U-V=x1X2+ yi1¥o + 21 2.
Prova: Vimos que:
1= VI? = [|d)|® + | V]| - 24 -V,
(=3 + (1 =2 H(21-22)° = X HyF+ By + B 200,
—2X1Xo — 2y Yo — 22120 = —2U - V.

Portanto U - V = Xy Xo + Y1 Yo + 21 2Z5.



Exercicios

Nos exercicios todas as coordenadas se referem a uma base
ortonormal fixada.

Exercicio 1: Determine x de modo que iU = (x,0,3) e
v = (1, x, 3) sejam ortogonais.
Solucao:
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Exercicio 2: Obtenha um vetor U ortogonal a v = (4,-1,5) e
w=(1,-2,3)talque G- (1,1,1) = —1.
Solugao: Seja U = (x,y, 2).



Exercicio 2: Obtenha um vetor U ortogonal a v = (4,-1,5) e
w=(1,-2,3)talque G- (1,1,1) = —1.
Solugao: Seja U = (x,y, 2).

4x -y +5z=0
x—2y+3z=0
X+y+z=-1

u=(1,-1,-1).



Exercicio 3: Decomponha 4 = (1,0, 3) como soma dos vetores
Ve wtaisque v, (1,1,1) e (—1,1,2) sejam LD e w seja
ortogonal aos dois ultimos.

Solugéo: Seja v = (x, y, z). Como U = V + w podemos
escreverw=0—V=(1-x,—-y,3—2).
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ortogonal aos dois ultimos.

Solugéo: Seja v = (x, y, z). Como U = V + w podemos
escreverw=0—V=(1-x,—-y,3—2).
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Xy
det | 1 1
1 1

N = N

) =x—-3y+2z=0



Exercicio 3: Decomponha 4 = (1,0, 3) como soma dos vetores
Ve wtaisque v, (1,1,1) e (—1,1,2) sejam LD e w seja
ortogonal aos dois ultimos.

Solugéo: Seja v = (x, y, z). Como U = V + w podemos
escreverw=0—V=(1-x,—-y,3—2).

v,(1,1,1) e (—1,1,2) séo LD:

Xy
det | 1 1
1 1

w é ortogonal a (1,1,1) e (—1,1,2):

N = N

) =x—-3y+2z=0

1-X—-y+3-2z=0 —x+y+z=4
-(1—-x)—y+283-2)=0 —x—y—-2z=-5



x—3y+2z=0

X+y+z=4

X—y—2z=-5

13 - 1 3
V=1_(= = = ——.1
V (27272) (27 27 )



Proposicdo: Sejam u, vV, w € V
a i

[ i -
—~~
> <
S+
I =
—_
é’l Il
—
<t <y

+

!

3
“00
>
m
=

b
c
d

Exercicio: Classifique como verdadeiro ou falso.
Q@ Sei-v=uU-wentdov=w.

© Seu-v=u-wentio U é ortogonala v — w.
@ Seii-v=0entaoii=00uv=0.

a-v v
Oﬁ:j

u-w w



Projecao Ortogonal

Exercicio: Decomponha o vetor Vv = (—3,4, 1) como uma soma
de um vetor paralelo a 4 = (1,5, 4) e um vetor ortogonal a &.
%

/1%
UA u
Vamos escrever vV = U + Up onde Uy = al = o(1,5,4) e
Up - U =0.
Up=V—Uy=(-3—-0a,4—-5a,1—4a)
=lp U= (-3—a,4—5a,1—4a)-(1,5,4) =21 — 42a.
Portanto o = 1/2, 0y = (1/2,5/2,2) e U = (—7/2,3/2,—1).



Definigao: Seja ¢ um vetor ndo nulo. Dado um vetor qualquer v
o vetor w satisfazendo as propriedades abaixo é chamado de
projecéo ortogonal de Vv sobre u:

a w é paralelo a 4.
b v — w é ortogonal a 4.
Notagdo: w = proj;V.
"4

projgv. Y



Proposicao:
vV-u .

projzv =
Prova: proj;vV = au onde
0= (V—proj;V)-d=Vv-d—projv-u=Vv-U—al-d.

Portanto,




Exercicio

(Exercicio 9-61 Boulos) Em relacdo a uma base ortonormal,
sebe-se que AB = (2,v/3,1) e AC = (-1,V3,1).
a Verifique que A, B e C sao vértices de um tridngulo.

b Calcule o comprimento da altura relativa ao vértice Ae a
area do triangulo.

Resolucao:
(a) Segue do fato de /ﬁ e R ser LI. Alternativamente, seja § a
medida angular entre /@ e /@

AB-AC _(2.43.1)-(-1.431)  -243+1
H’@”H/@H VET3+1v/1 341 Ja0

Como cos =
um tridngulo.

5 #1,—1segue que A, Be C sdo vértices de



A

X

Vamos_p)rojetar ortogonalmente CA— (1,—+/3,—1) sobre
CB=CA+AB=(1,-v3,-1)+(2,v/3,1) = (3,0,0).

H
s CA.cB (1,—v/3,-1)-(3,0,0)

CX = proj—CA = cB— LV 2. 0) B
Prolcs ICB|=2 1(3,0,0)|12

c—>:g(3,o,0)=(1,o,0).



Portanto o comprimento da altura é
Y —
JAX]| = |[AC + CX| = (=1, V3, 1) + (1,0,0)] = [|(0, V3, 1)]
IAX| = V31 1=2

e a area do triangulo é

2|CB|l/2 = v/3 = 3.



Processo de Ortonormalizacao de Gram-Schmidt

Seja F = (f1, >, f3) uma base dada. Vamos construir uma base
ortonormal E = (€4, €p, 63) onde & é paralelo a f; e €, fi,

séo LD.
= f1 . - s 7
é; = ——, ou seja, €4 é o versor de fy.
1

. f> — projs f;

Q &= —_,2 P J.e1_‘2

|2 — projg, ||
A W

projg, o fi é f
o f—proig s — projg

3 - - . — i =
|3 — projg, f3 — projg, f ||



Exercicio 1: Mostre que &; é ortogonal a &; e é ortogonal a é..

Exercicio 2: Aplique o processo de ortonormalizagéo de
Gram-Schmidt na base F = (fi, >, f3) onde f; = (1,2, 2),
fr=(1,0,1)efz=(1,1,1).

P f1 (17272)

e1 = — =
[l 3
.7 2 Lo 122
@ projg o = (- €1)ey = 1(§7§a§)-
- — 122 2 21
fz_pr01é1f2:(17071)—(§a§,§):(57—575)-

~ (2/3,-2/3,1/3) 2

_ 2 1
€ = ezt ~ (3733



.7 2 Lo 5122
@ projg, 3 = (f3- €1)er = §(§’§’§)
.2 > Lo 1.2 21
projg,f3 = (f3 - €2)€2 = §(§7 3 5)
fy — projg, 3 — projg, f3
512 2 1



