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Produto Vetorial

Definigao: O produto vetorial de U por v é o vetor, indicado por
uA v, tal que:
©Q Se (U,vV)éLDentédo i AV =0.
© Se (U,V) éLledéamedida angular entre U e vV entdo
a Médulo: |G A V|| = ||d|l||V] sin®,
b Diregdo: U AV é ortogonala tie a Vv,
¢ Sentido: (U, v, U A V) é uma base positiva.



Observacgéao 1: Caso (4, v) LI: considere o paralelogramo
ABCD onde i — AB e v — AC. Entao |G A V| éaareado
paralelogramo. De fato, ||d|| é a base e se 6 for um angulo
agudo ||V|| sin @ é a altura. Se 6 for um angulo obtuso

| V|| sin( — 6) = ||V||sin @ é a altura.




Observagéo 2: Se (i, V) LI entdo i A v # 0 (por que?). Logo

—

GAV=0 < (4,V)é LD

Observacao 3: Seja h a altura do triangulo ABC relativa ao

lado AB. Entao
. _ IABAAC|
|AB|

A B

|ABAAC|  |/AB|h
De fato, 5 ="




Exercicio 1: O triangulo ABC tem &rea 4. Sendo U = ABe
V= R calcule ||d A V.

Exercicio 2: Seja E uma base ortonormal. A medida angular
entre os vetores unitarios ievér/6e dA Ve (2,2,1)g sdo
de mesmo sentido. Determine as coordenadas de U A V na
base E.

UAV=a(2,2,1) = (20,20, )

— — — = . 1
lu A vil= V] sin(r/6) = 3

1
5= V402 + 402 + a2 = 3|a

Portanto oo = +1/6. Como G A V e (2,2, 1) sdo de mesmo
sentido,a =1/6e dAV=(1/3,1/3,1/6)¢.



Proposigao: Seja B = (7,], E) uma base ortonormal positiva. Se
U= (x1,y1,21)p €V = (X, y2,22) entéo

UNV = (Y120 — YoZ1, X221 — X122, X1Y2 — X2)/1)

Para decorar:

i j kK
UAV=det X1 Y1 Z
X2 Yo 2o

Seja W = (Y122 — YoZ1, XoZ1 — X122, X1 Y2 — X2)/1)-



Prova:
@ Caso (4, V) LD. Entao (x1, y1,21) € (X2, y2, Zo) sd0
proporcionais € o determinante acima € nulo.
@ Caso (4, V) LI.
a Seja 0 medida angular entre G e V.
lanvl? |, (a9
laf2(ivi® - laj?viiz

G A V2 + (@ v)? = [|d)?] V]2

1 =sin?6 + cos? § =

lGAVI?P = O +y7+22) (G +yE+25) — (xixetyiye + 21 22)°

= X2Y2 + X225 + y2XZ + y2Z5 + Z2X5 + Z2yE — 2X1XoY1 Yo —
2X1X2Z12Z2 — 2Y1Y22125.

= (X1Y2 — Xo¥1)? + (X122 — X221)? + (Y122 — Yo21)?

= ||(V122 — YoZ1, X021 — X122, X1 Y2 — Xoy1)||2 = ||W|]2.



b (V122 — yo21, X021 — X122, X1Y2 — Xoy1) - (X1, Y1, 21) =
X1Y12Z2 — X1Y2Z1 + Y1 X221 — Y1X1Z2 + Z1 X1 Y2 — Zi1 X2yt = 0.

(V122 — YoZi, XoZ1 — X122, X1 Y2 — XoY1) - (X2, Y2, 22) = 0.
c Seja E = (U,v,w).

X1 Xo Y120 — YoZy
Mge=1| vi Yo Xoz1 — X122
Z1 2o X1Y2 — XoY4

_ _ i ye
det Mge = (V122 — yo2y) 2 2
X1 Xo X1 Xo
XoZ4 — X1Z + (X710 — X:
(X221 122) 2 2 (X1y2 2}/1)‘ Vi v ’

= (V122 — ¥221)? + (X122 — X221 )2 + (X1¥2 — Xoy1)? > 0.
Portanto E é base positiva.



GAV=-10i—10j— 10k = (=10,-10, —10)



Proposicédo: Sejam u,vV,w € V3 e )\ € R.

b dA (M) =(AU)AV=XUAV).
CcUAN(V+W)=UAV+TAW.
d (U+V)AW=UAW+VAW

Exercicio 1: Prove que se (U,V) éLle wA U =w AV =0 entdo

w = 0.

Vimos na observagéo 2 que w A i = 0 < (W, i) é LD.
Analogamente, (w, V) é LD. Assim w é um vetor paralelo a u e
a . Observe que Ui £ 0 e vV # 0. Se w # 0 entdo teremos 3
vetores ndo nulos e paralelos entre si, logo (4, v) é LD,
contrariando a hipotese.



Exercicio 2: Demonstre a lei dos senos, segunda a qual, em
qualquer triangulo, sdo iguais as razdes entre os senos dos
angulos internos e as medidas dos respectivos lados opostos.

C

~ 0 Q

A B

|AB A AC|| = ||AB||||AC]| sin 0
|BA A BC|| = | BA|||BC]|sin o
BANBCG — BAN (BA+AC) = BANBA+ BANAC = —ABAAC
|AB||AC]| sin ¢ = | BAI||[BC] sin o

sin@ sin«

[EEe]




