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Produto Misto

Objetivo: Calcular o volume do paralelepípedo ABCDEFGH.
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Onde ~u =
−→
AB, ~v =

−→
AD, ~w =

−→
AE .



A altura do paralelepípedo é o módulo da projeção ortogonal
de ~w sobre ~u ∧ ~v :

proj~u∧~v ~w =
~w · (~u ∧ ~v)
‖~u ∧ ~v‖2

~u ∧ ~v .

h = ‖proj~u∧~v ~w‖ =
|~w · (~u ∧ ~v)|
‖~u ∧ ~v‖2

‖~u ∧ ~v‖ = |
~w · (~u ∧ ~v)|
‖~u ∧ ~v‖

.

O volume do paralelepípedo é área da base vezes a altura:

V = ‖~u ∧ ~v‖|
~w · (~u ∧ ~v)|
‖~u ∧ ~v‖

= |~w · (~u ∧ ~v)| = |(~u ∧ ~v) · ~w |

Definição: O produto misto dos vetores ~u, ~v e ~w (NESTA
ORDEM) é o número real:

[~u, ~v , ~w ] = ~u ∧ ~v · ~w



Proposição: Em relação à base (~i ,~j , ~k), sejam ~u = (a1,b1, c1),
~v = (a2,b2, c2) e ~w = (a3,b3, c3). Então:

[~u, ~v , ~w ] = det

 a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3


︸ ︷︷ ︸

A

Prova:

~u ∧ ~v · ~w =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
a1 b1 c1
a2 b2 c2

∣∣∣∣∣∣ · (a3,b3, c3)

= a3

∣∣∣∣ b1 c1
b2 c2

∣∣∣∣− b3

∣∣∣∣ a1 c1
a2 c2

∣∣∣∣+ c3

∣∣∣∣ a1 b1
a2 b2

∣∣∣∣ = detA



Propriedades:
1 [~u, ~v , ~w ] = −[~u, ~w , ~v ] = −[~v , ~u, ~w ] = [~v , ~w , ~u] = [~w , ~u, ~v ] =
−[~w , ~v , ~u].

2 (~u, ~v , ~w) é LD⇔ [~u, ~v , ~w ] = 0
3 Se [~u, ~v , ~w ] > 0 então (~u, ~v , ~w) é base positiva.
4 Se [~u, ~v , ~w ] < 0 então (~u, ~v , ~w) é base negativa.
5 [α~u1 + β~u2, ~v , ~w ] = α[~u1, ~v , ~w ] + β[~u2, ~v , ~w ].
6 [~u, α~v1 + β~v2, ~w ] = α[~u, ~v1, ~w ] + β[~u, ~v2, ~w ].
7 [~u, ~v , α~w1 + β~w2] = α[~u, ~v , ~w1] + β[~u, ~v , ~w2].
8 [~u, ~v , ~w ] = [~u, ~v , ~w + α~u + β~v ].



Exercício Calcule o volume do tetraedro ABDE , onde−→
AB = (1,0,1),

−→
AD = (0,3,3),

−→
AE = (2,1,2) (em relação a

base (~i ,~j , ~k)).

A B

D

E

[
−→
AB,
−→
AD,
−→
AE ] =

∣∣∣∣∣∣
1 0 1
0 3 3
2 1 2

∣∣∣∣∣∣ = −3

V = | − 3|/6 = 3/6 = 1/2
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