SMA0300-Geometria Analitica - Aula 9
Planos
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Axioma: Tr@s pontos n&o colineares em E® determinam um
anico plano.

Objetivo: Encontrar uma equacao do plano determinado pelos

pontos A, B e C nao colineares. Observe que (/TB>, /@) éLl
Seja 7 o plano determinado por A, B e C. Seja X um ponto
qualquer de 7. Note que X = A+ AX

Xen & (AX,AB,AC) é LD
& EI)\,/LER/H(:)\/@—%,W@

o X = A+ \AB + uAC,

para um par de numeros reais A, u.



Equacao vetorial do plano ABC:

X=A+\AB+ uAC, ¥\ pucR

Definicdo: Dois vetores i e V LI paralelos ao plano 7 sé&o
chamados de vetores diretores deste plano.

Observacao: Os vetores A—B> e /@ sao vetores diretores do
plano ABC.



Um ponto e dois vetores LI determinam um unico plano. Seja
A € E3 um ponto e (4, V) LI. Se X é um ponto do plano,

(H(, U, v) é LD. Logo existem \, 11 € R tais que AX = Al + uv.
Assim, a equagéo vetorial do plano que passa por A e cujos
vetores diretores sdo e V é:

X=A+Al+puV, VApeR




Equacoes paramétricas do plano

Dados S = (O, (7, ], k)) um sistema de coordenadas,

A= (X0, Yo, 20) ponto em E3, i = (a,b,¢), Vv = (m, n, p) vetores
LI. Seja 7 o plano determinado por A, e V. Seja X = (x, y, 2)
um ponto qualquer de 7:

X = (X,y,2) = A+ XU+pv = (X0, Yo, Z0) +A(a, b, ¢)+p(m, n, p),
VA ueR,
(X,¥,2) = (xo + Aa+ pum, yo + Ab 4 un, zy + Ac + pup),

X =Xo+ Aa+pum
Yy=Yo+Ab+pun (V A\, p€R)
Z=2yp+ AC+ pup



Exemplo 1: Sejam A= (1,2,1), B=(2,1,3) e C=(3,1,0).
Determine uma equacao vetorial e equacdes paramétricas do
plano 7 determinado por A, Be C.

AB=(2,1,3)— (1,2,1) = (1,-1,2),

AC = (3,1,0)— (1,2,1) = (2,—1,-1).
X =(1,2,1)+ A1, -1,2) + (2,1, —1).

X=1+\+2u
y=2-XA—u (VA neR)
z=14+2\—pu

Exemplo 2: A= (1,0,3) € #? Encontre um ponto do plano .



Equacao geral do plano

Seja 7 o plano determinado por A = (xo, Yo, Z0), U = (1, S, t) €
v =(m,n,p).

X=(x.yz)ene (AX,0,V) é LD &

X—Xo Y—Yo Z2—2
r S t =0«
m n p

(sp—tn)(x — Xo) + (tm —rp)(y — Yo) + (rn —sm)(z — 2p) =0 &
a(x —xo) +b(y —yo) +c(z—-20) =0«
ax+by+cz+d=0.



Equacédo Geral do Plano:

ax+by+cz+d=0

Exercicio 1: Encontre uma equacéao geral do plano
determinado por A= (1,1,0), 4= (0,2,1) e v =(2,1,0).

x—1 y—1 z-0
0 2 1
2 1 0

=0=

—Xx+2y—4z—-1=0
xX—2y+4z+1=0.



Exercicio 2: Encontre uma equacéao geral para o plano que
passa por P = (4,1,—1) e contém a reta
r:X=A+\i=(24,1)+X1,-1,2).

Observe primeiro que P nao pertence a r.



Exercicio 2: Encontre uma equacéao geral para o plano que
passa por P = (4,1,—1) e contém a reta
roX=A+xi=(24,1)+X1,-1,2).

Observe primeiro que P nao pertence a r.

AP e U sdo vetores diretores do plano.



Exercicio 2: Encontre uma equacéao geral para o plano que
passa por P = (4,1,—1) e contém a reta
r:X=A+\i=(24,1)+X1,-1,2).

Observe primeiro que P nao pertence a r.

AP e U sdo vetores diretores do plano.

AP = (4,1,-1) — (2,4,1) = (2,-3, -2)

X—4 y—1 z+1
2 -3 -2
1 —1 2

—8x—-6y+z+39=0.

=0=




Posicao relativa entre reta e plano

Considere uma reta r e um plano =. Podemos ter:

@ r é paralela a .

@ r esta contida em 7.

@ r é transversal a = (ou concorrente com 7).
Sejam A € r e t um vetor diretor de r. Sejam v; e V» vetores
diretores de .

@ Se (U, vy, Vo) LD e ANAOQ pertence a 7 entéo r é paralela

am.



Exemplo 1: Estude a posigéo relativa entre
r: x—1=2y=2z e
m: X=(3,0,1)+ X(1,0,1) + u(2,2,0).



Exemplo 1: Estude a posigéo relativa entre
r: x—1=2y=2z e
m: X=(3,0,1)+ X(1,0,1) + u(2,2,0).

i=(2,1,1),vy =(1,0,1) e o = (2,2,0).

2 1 1
M=11 0 1
2 20



Exemplo 1: Estude a posigéo relativa entre
r: x—1=2y=2z e
m: X=(3,0,1)+ X(1,0,1) + u(2,2,0).

i=(2,1,1),vy =(1,0,1) e o = (2,2,0).

2 1 1
M=11 0 1
2 20

det M = 0.



Exemplo 1: Estude a posigéo relativa entre
r: x—1=2y=2z e
m: X=(3,0,1)+ X(1,0,1) + u(2,2,0).

i=(2,1,1),vy =(1,0,1) e o = (2,2,0).

2 1 1
M = 1 0 1
2 20
det M = 0.

SejaA=(1,0,0)er.



Exemplo 1: Estude a posigéo relativa entre
r: x—1=2y=2z e
m: X=(3,0,1)+ X(1,0,1) + u(2,2,0).

i=(2,1,1),vy =(1,0,1) e o = (2,2,0).

2 1 1
M = 1 0 1
2 20
det M = 0.

SejaA=(1,0,0)er.
Como A nao pertence a = entao r é paralela a .



Exemplo 2: Encontre mparaque r: X =(1,0,0) + {(m, 2, m)
seja transversalaoplanon: x+my +z=0.



Exemplo 2: Encontre mparaque r: X =(1,0,0) + t(m,2, m)
seja transversalaoplanon: x+my +z=0.

d=(m,2,m). Sejam A= (1,0,—1),B=(0,1,—-m) e
C=(—m,1,0) pontosde 7. V{ = AB=(—1,1,—-m+1),

Vo =AC=(-m—1,1,1).

m 2 m
M = —1 1 —m+1
-m-1 1 1

det(M) = 4m?. Entéo a reta é tranversal ao plano para todo
m # 0.



Vetor normal a um plano

Definigdo: Um vetor n&o nulo 77 € V2 é um vetor normal a um
plano 7 se for ortogonal a todo vetor paralelo a .

Sejam V; e v, vetores diretores de «. Todo vetor V paralelo a =
é combinacéo linear de V; e ,. Isto é, existem escalares a e 3
tais que vV = aVj + Svb. Se ij é ortogonal a V4 e V» entdo

i7-V=1-(avs + BV2) = aif- Vs + B7j- Vo = 0.

Proposicdo: Um vetor 7 € V3 é normal a um plano = se for
ortogonal aos vetores diretores de .

Proposicédo: V4 A Vo é normal a .



Proposic¢édo: Se ax + by + ¢z + d = 0 é uma equagao geral do
plano 7 entdo 77 = (&, b, ¢) € um vetor normal a 7.

Prova: Seja v = (m, n, p) um vetor paralelo a 7. Seja

A = (X0, Y0, 20) um ponto de 7 (= axgp + byp + ¢zo + d = 0) .
Entdo A+ v = (xo + m, Yo + N, 2y + p) € um ponto de 7, logo
satisfaz a equagéo:

0=a(xo+m)+b(yo+n)+c(z+p)+d=

=axp+byo+czp+d+am-+bn+cp=am+ bn+ cp

—

i7-v=(ab,c) - (mn,p)=am+ bn+ cp=0.



Um ponto e um vetor normal determinam um plano: seja
A = (X0, Yo, Z0) um ponto e 77 = (&, b, ¢) um vetor ndo nulo. O
plano = que passa por A e 77 € normal tem equacao:

X=(Xxy,2)enm & H(-ﬁzO
& (X—X0,¥Y—Y0,2—20)-(a,b,¢) = a(x—Xo)+b(y—yo)+c(z—2) =0

& ax+by+cz—axg—byg—czg=0

fazendo d = —axg — byy — czotemosque ax + by +cz+d =0
€ uma equagao de 7.



Exemplo 1: Seja 7 o plano dado por 2x — 5y + z = 0. Entao
7= (2,-5,1) € um vetor normal a .
Exemplo 2: Seja 7 0 plano dado pelas equagdes

Xx=14+X4+2p
y=2-X—p (VA ueR)
z=1+2\—p

Entdo v; = (1,—1,2) e Vb = (2, -1, —1) sdo vetores diretores

de 7. Logo V4 A Vo é normal a :

Vi AVp = :(3,5,1)

N = —g
|
—



Exemplo 3: Encontre uma equacéo geral para o plano que
passapor A= (1,2,1) e 7= (3,3,—1) é um vetor normal:

3x—1)+3(y—-2)—(z—1)=3x+3y—-z-8=0.

Posigéo relativa entre plano e plano:

(a) Dois planos sao paralelos ou coincidentes se tém vetores
normais paralelos.

(b) Dois planos sao transversais se tém vetores normais LlI.

Exemplos:

Q@ x-2y+z-2=0ex—-2y+z—3=0sao paralelos.
Q@ x—-2y+z-2=0ex+2y+z-2=0sao transversais.
Q x—2y+z-2=0e2x—4y+2z—4 = 0 sao coincidentes.



