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Definicao: Sejam F; e F, dois pontos distintos, 2¢ a distancia
entre eles e a > ¢ um numero real. Elipse é o lugar geométrico
dos pontos cuja soma das distanciasa F1 e F, é2a. Fi e F
sdo chamados focos.

Equacao Reduzida: Suponha F; = (—c,0) e F, = (c,0). Seja
b? = & — ¢2. A equacéo reduzida da elipse é



Prova

Seja P = (x,y) um ponto da elipse: d(P, F1) + d(P, F2) = 2a

Vo ty24/(x—cpty2=2a

Elevando ao quadrado:

(X+C)2+y2+(X—C)2+y2+2\/(X +c)? +y2\/(x 024y =42

2\/(x+ c)2 +y2\/(x —C)2+y2 =422 —2x> - 2y® —2¢?
Dividindo por 2 e elevando novamente ao quadrado temos
(x+C)2(x—c)+y2(x+C)?+y2(x—c)+y* = (28 —x*—y?—c?)?

(82—02)X2—|-82 27a2(32_02) :>L2+L2—1
y-= 2






Hipérbole

Definicao: Sejam F; e F, dois pontos distintos, 2¢ a distancia
entre eles e a < ¢ um numero real positivo. Hipérbole é o lugar
geométrico dos pontos cujo modulo da diferenca das
distancias a F{ e F> é 2a. F; e F» sao chamados focos.

Equacado Reduzida: Suponha F; = (—c,0) e F, = (c,0). Seja
b? = ¢® — &°. A equacéo reduzida da hipérbole é

X2
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Parabola

Definicao: Sejam r uma reta e F um ponto néo pertencente a
r. Parabola é o lugar geométrico dos pontos equidistantes de r
e F. F é chamado foco e r é chamada diretriz.

Equacédo Reduzida: Suponhar:x+p=0e F = (p,0). A
equacao reduzida da parabola é

y? = 4px.

Prova: Seja P = (x, y), d(P,r) = d(P, F):

X+pl=\/(x=pP+y2 = (x+p)?=(x-p)7+y"
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Secoes conicas




Conica

Definicdo: Uma cénica é o lugar geométrico dos pontos de E?
que satisfazem uma equacao do segundo grau em 2 variaveis:

ax®> + bxy +cy? +dx+ ey +f=0.

Uma cdnica é obtida da interse¢cao de um cone (duplo) com um
plano e pode ser:

© Elipse,

© Circunferéncia,

© Ponto,

Q Vazio,

© Hipérbole,

© Duas retas concorrentes,

@ Parabola

© Duas retas paralelas,

© Uma reta.



@ Tipo Eliptico: b? — 4ac < 0 (1-4).
@ Tipo Hiperbélico: b®> — 4ac > 0 (5,6).
@ Tipo Parabdlico: b®> — 4ac = 0 (7-9).



Reconhecimento de conicas

Definicdo: Uma translagdo é uma mudanca de coordenadas

em E? do tipo:
X=u+h
y=v+k

y v

---- u
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Translacgao e eliminacao dos termos lineares

Dada a cénica:

ax®> +bxy +cy? +dx+ey+f=0
vamos fazer uma translacdo x =u+h, y = v+ k:
a(u+h)?+b(u+h)(v+k)+e(v+k)>+d(u+h)+e(v+k)+f=0

a(u? +2hu + h?) 4 b(uv + ku + hv + hk) + c(v® + 2kv + k?)+
+d(u+h)+e(v+k)+f = au® + buv + cv? + (2ah + bk + d)u+
+(2ck + bh + e)v + ah® + bhk + ck® + dh+ ek + f =0



Queremos encontrar h e k tais que

2ah+bk+d =0
2ck+bh+e=0

Exemplo: Reconhega a conica: 2x2 + 3y? — 8x + 6y — 7 = 0.

22h+0k—-8=0 — 4h-8=0
23k+0.h+6=0 — 6k+6=0

Logo h=2¢e k = —1. A nova equagao é:

2UP+3v24+2.2243.(—1)2-8.246.(—1)-7 = 2u°+3v*-18 = 0






Definicao: Uma rotacao de um angulo # € uma mudanca de
coordenadas em E? do tipo:

X =Ucosf — vsinf
Yy =usinf + vcosf

y




Seja E = (&, 8;) uma base ortonormal de E2 e F = (?1,?2)
uma base obtida da base E através de uma rotacao no sentido
anti-horario de um angulo 6.

Temos f; = ||fy|| cos 6 &; + ||f;|| sin 6 &, = cos 0 & +sinf & e
fr = —sin0§1 +C05952. Se

W= ufj+vh = (ucosf—vsinf)ej+(usinH+Vcosh)r = x81+y6és

entao
X =uUcosf —Vvsinf, y=usinf+ vcosf



rotacao e eliminacao do termo misto

a(ucosf — vsin )2 + b(ucosf — vsin @) (usinf + v cos §)+

+c(usin 6+v cos 0)?+d(u cos §—v sin 0)+e(usin f+Vv cos §)+f = 0
d+buv+cviP+du+ev+f =0

a = acos? 0 + bsinfcosh + csin® 6

b = (c— a)sin 20 + bcos 26

¢ = asin?6 — bsinf cosf + ccos? 6

d = dcosf + esinf

€ = —dsin + ecosf
ff=f




b'=0 = tan 20:31_90 oufd=m/4(a=c)

b
/A
a-c sin 20

Usando sin? o + cos? o = 1 obtemos

1

\/1+ cotg®20

{a’+c’a+c

sin 20 =



Exemplo: Reconheca a conica: 4x% + 3v/3xy + y2 — 1 = 0.
Temos tan 20 = 3v/3/3 = /3. Logo 20 = /3 e sin 20 = /3/2.

a+c=>5
d—dzgﬁgze
V3/2
d=11/2, ¢ =-1/2
1M, 1,
?ufgv_1

que € uma hipérbole.



Exemplo: Reconhega a cénica:
7x% +6xy — y? +28x + 12y +28 = 0.
Translacao:

2ah+ bk +d =0=14h+ 6k + 28
2ck+bh+e=0= -2k +6h-+12

= h = -2, k = 0. Nova equacao depois da translagao:

7U% +6uv — v2 + f' = 0 onde
f'=7(-2)>+6(—2).0-0+28(—2)+12.0+28 = 28-56+28 = 0
= 7U? 4+ 6uv — v2 = 0.



Rotago: tan 26 = -2

4
sinZGZ;isin29:7:f

i+ corg?es NESDOE

o

a—-c= sinb29 =6/(3/5) =10

{a’+c’a+06

= & =8 e ¢’ = —2. Nova equacdo depois da rotagao:
812 —2w? = 0 = 2(2t + w)(2t — w) = 0. Temos duas retas
concorrentes: w = 2te w = —21.






Exemplo: Reconheca a conica:

16x% — 24xy +9y? —38x — 34y +71 =0

Translacao:

2ah+ bk +d=0=32h—-24k -38 = 4h—-3k—-19/4=0
2ck+bh+e=0=18k -24h—-34 = —4h+3k—-17/3=0

Logo o sistema € impossivel. Nao ha translagdo que elimine os
termos lineares.



Rotag&o: tan 29 =L =2
sin20 = —— isinZQ:%Z%
1 +cot9229 1+49/576
{a’+c’a+025
b
/o — _ _ _
d - = = -24/(24/25) = -25

= ad =0ec =25. Temos cos 20 = -7/25 =
cos? § = 1+<gs20 — 9/25 sin? g = 1=cg520 — 16 /25,

d = dcosf + esind = —38.3/5 — 34.4/5 = —250/5 = —50
¢ = —dsinf + ecos = 38.4/5 — 34.3/5 = 50/5 = 10 =

Nova equacéo depois da rotacéo: 25v2 — 50u + 10v + 71 = 0.



Completando o quadrado em v temos

25v2 — 50u + 10v + 71 :25(v2+£v) —50u+71=

2 1 1
2 C N _ Te 1,
25(v- + 5v) 50u+ 71 =25[(v + 5) 5 50u + 71

1 1 7
25(v + 5)2 —50u+ 70 = 25(v + 5)2 —50(u—¢) =0

Escrevendo t = u— £ e w = v + } obtemos: 25w? — 50t =0
ou 2t = w?



