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Objetivo

Definir o lugar geométrico chamado quadricas:

- superficies descritas por uma equagao de segundo grau em trés variaveis.
- listar o elenco de quadricas

Estudar os lugares geométricos de E? chamados: esfera, elipsdide, hiper-

boldide, cone e paraboldide:

- aprender suas equacoes;

- estudar suas propriedades geométricas.

(fixado um sistema de coordenadas)

Peron

SMA300 - Geometria Analitica Quddricas



Geometria Analitica, 21 de junho de 2023 Q.2

FIXE EM E? UM SISTEMA DE COORDENADAS ORTOGONAL ¥ = (O, (I, 7, &)).

Q.1 Quadricas

Uma quédrica é o lugar geométrico de pontos de E? descrito, em relacdo a um
sistema de coordenadas ortogonal, por uma equacao de segundo grau em z,y e
Z:

ax? + by? + c2* + daey + exz + fyz + gr + hy +iz + j = 0.

Um estudo andlogo ao que foi feito em conicas pode ser feito para quadricas,
e uma lista completa de todas as quadricas sao:

1. superficie esférica;
elipséide;
hiperboldide;
paraboldide;
quadrica cilindrica;
quédrica coOnica;
conjunto vazio;

conjunto de um tunico ponto;

A N A e

reta;

—_
S

. plano;

—_
—_

. reuniao de dois planos paralelos;
12. reuniao de dois planos transversais.

Destacamos os casos particulares: esfera, eclipsoide, hiperboldide e para-
boléide.
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Q.2 Esfera

Definicao Q.2.1. Sejam C um ponto de E? e p um ntimero real positivo. A
esfera (ou superficie esférica) S de centro C' e raio p é o lugar geométrico dos
pontos X de E? tais que

d(X,C) = p.

L4 C — (xOJyO)zO)
e X =(x,9,2)

XeS< (v—20)*+ (y—w)+(z—2)* =p°

A equacao acima é chamada equacao reduzida da esfera de centro C' e
raio p.

o (z—z0)*+(y—1)+ (2 —2)* =p" =

P+ tar+by+cez+d=0, (Q.2.1)
onde

2

a=—2xy; b= —2yy;, c=2z; d:xg—l—yg—kzg—p

A equacao acima é chamada equacao geral da esfera de centro C' e raio
p.
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Nota.

e Nem toda equacao da forma

[ P+ + P2 4ar+by+cz+d=0, abec,deR (Q.2.2)

é equacao de uma esfera. Por exemplo,
0:a224+y*+22+1=0.

e A Eq. (Q.2.2) é equivalente a:

(x+g)2+ +§ 2+<Z+E>2_a2+b2+c2—4d
2 Y73 2) ~ 1 |

Proposicao Q.2.2. A equagao (Q.2.2) descreve:

o a esfera de centro C = (—%, -2, —£) e raio p = 1Va? + 0> + 2 — 4d, se

a>+ b0+ —4d > 0:;
e 0 ponto C' = (-4, —%, —35), se

a2+ b+ —4d=0;

e 0 conjunto vazio (), se

>+ 02+ —4d < 0.

Exemplo Q.2.3. Ver Exercicios 87 a 89 em Slide de Exercicios.

Proposicao Q.2.4. Existe uma unica esfera que contém quatro pontos distintos
P,Q,R e S se, somente se, esses pontos nao sao coplanares.
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Q.2.1 Posigao relativa de reta/plano e esfera

Definigao Q.2.5. Seja S uma superficie esférica de centro C' e raio p. Dizemos
que um ponto P é

e interior a S se d(P,(C) < p;
e exterior a S se d(P,C) > p.

Um conjunto de pontos é interior (respec., exterior) a S quando todos seus
pontos s@o interiores (respec., exteriores) a S.

Exemplo Q.2.6. Ver Exercicio 90 em Slide de Exercicios.

Q.2.1.1 Posicao relativa e interseccao de reta e esfera

\ A
reta exterior a § reta tangente a S em T’ reta secante a S
d(C,7) > p, 7115 = 0) (d(Cr)=p. rNS=A{T}) (d(C,r) < p, NS = {A, B})

e S esfera de centro C' e raio p
e 7 uma reta

e a posicao relativa de r e S é determinada pela comparacao entre p e a
distancia de r a C'*:

d(r,C) :=min{d(P,C); P e r} =d(T,C), (Q.2.3)

onde 1" é a projecao ortogonal de C' sobre r.

Wer Definigao Pad.3.2
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Q.6

e fixe X = (O, (€1, &, €3)) sistema de coordenadas ortogonal tal que

O=C e 7| é&=(001)

St +yt+ 2= p?

T = (x0,90,0) a projecao ortogonal de C' sobre r

o7 : X =T+ X0,0,1) = (xg,y0,A\), A € R

QUANDO T E EXTERIOR, PERTENCE OU E INTERIOR A S7

Peron

XernsS < X = (xp,y0,\) e X €S

= ity + N =p
= N =p"—(z5+ )

—

o d(T,C) > p:
mrNS =10

d(P,C) > d(r,C) = d(T,C) > p; YP € r

A= p2 - (d(T7 C))2

.. todo ponto de r é exterior a S (rnN .S =0)

o d(T,C) = p:

SMA300 - Geometria Analitica
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m pela Eq. (Q.2.4) (que tem unica solugao, A = 0):
existe um tnico ponto em r N .S: T = (xg, Yo, 0);

m pela Eq (Q.2.3):
d(P,C) > d(T,C) = p, para todo P € r,T # C.

*. todo ponto de r, exceto T, é exterior a S (rN S = {T})

e d(T,C) < p:

m pela Eq. (Q.2.4) (que tem duas solucoes A\ < 0 < )\2):
x existem 2 pontos em rNS: A = (zo,y0, \2) e B = (20, Y0, \1);
* A\ = —\y e T é o ponto médio de AB:;

x X = (20,%0,A), A1 < A < Ay, pontos de 7 entre A e
B: sao pontos interiores a S}

* X = (29,0, A), A < A\ ou A > Ay, demais pontos de
r: sao pontos exteriores a S

.. os pontos de r entre A e B sao interiores e os demais sao
exteriores a S (rN S ={A, B})

T
‘‘‘‘‘
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Proposicao Q.2.7. Sejam r uma reta e S uma superficie esférica de centro C
e raio p.

1. Se d(r,C) > p, entao rN S =0 er € exterior a S;

2. Se d(r,C) = p, entio rN .S = {T}, onde T ¢é a projecio ortogonal de C
sobre r e os demais pontos de r sao exteriores a S. Neste caso, r € reta
tangente a S em T

3. Se d(r,C) < p, entao rNS ={A, B}, onde A e B sdo distintos e o ponto
médio de AB ¢é a projecdo ortogonal de C sobre r. Todos os pontos do
segmento AB sdo interiores a S e todos os demais pontos de r exteriores
a AB sdo exteriores a S. Neste caso, r € reta secante a S.

reta tangente a S em T reta secante a S

o S 9 (d(Cyr) = p, 7N S = {T}) (d(C.r) < p, 715 = {A, B})

Q.2.1.2 Posicao relativa e interseccao de plano e esfera

N

e S esfera de centro C' e raio p

e 7 um plano
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e a posicao relativa de m e S é determinada pela comparacao entre p e a
distancia de 7 a C*:

d(m,C) ;== min{d(P,C); P € v} =d(T,C), (Q.2.5)

onde T é a projegao ortogonal de C' a 7.

e fixe X = (O, (€1, €, €3)) sistema de coordenadas ortogonal tal que

O=C e 17,/ €& =1(0,0,1)

¢ Syt 422=p?
eT:Iz=m

e T'=(0,0,m) é a projegao ortogonal de C sobre r
o d(m,C) = |m)|

o

XemrnsS <= X =(xg,yo,m)e X €S

o+ g +m? = p?
Z=1MmM

(Q.2.6)

5132 2 _ 2_d 02
i O+y() P (7T7 )
Z=1Mm

QUANDO T E EXTERIOR, PERTENCE OU E INTERIOR A S7

o d(m,C) > p:

aTNS =10

2Ver Defini¢ao Pad.3.4
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nd(m,C) > p<=d(X,C) >d(r,C)>p; VX e
.. todo ponto de 7 é exterior a S (7 NS =)
e d(m,C) = p:

m pela Eq. (Q.2.6) (que tem tUnica solu(;éo)i
* existe um tnico ponto em 7N S: T = (0,0, m);
x T' é a projecao ortogonal de C' em 7
m pela Eq (Q.2.3):
d(P,C) > d(T,C) = p, para todo P € m,T # C.
.. todo ponto de 7, exceto T, é exterior a S (71 NS = {T})
o d(m,C) < p:

m pela Eq. (Q.Q.G) (que tem unica solu(;zio):
* existem infinitos pontos em 7 N S: Q = (x,y,m);
22+ y? = p* —d(m,0)%
x 0 centro de () é a projecao ortogonal 1" de C' em 7;
x 08 pontos no interior do circulo () sao interiores a S;

x 08 pontos exteriores ao circulo () sao exteriores a S.

.. 0s pontos de 7 interiores ao circulo () sao interiores a S e
os demais sdo exteriores a S (1 NS = Q)

Proposicao Q.2.8. Sejam m um plano e S uma superficie esférica de centro
C' e raio p.

1. Se d(m,C) > p, entao TN S =0 e € exterior a S;

2. Se d(m,C) = p, entao 7 NS = {T}, onde T € a projecao ortogonal de C
sobre ™ e 0s demais pontos de w sao exteriores a S. Neste caso, m € plano
tangente a S em T e CT é um vetor normal a ;

8. Sed(m,C) > p, entdo 7NS é um circulo Q de raior = \/p* — d(m, C)? cujo
centro € a projecao ortogonal de C' sobre w. Todos os pontos interiores a ()
sao interiores a S e todos os demais pontos de exteriores a () sao exteriores
a S. Neste caso, m ¢ plano secante a S.
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Mo,
. e e
. plano secante a S
plano exterior a S plano tangente a S em T’ (d(C,m) < p, 1NS=Q,
(d(C,m) > p, w05 =) (d(C.7)=p, TS ={T}) Q ¢é um circulo de centro C' e raio r)

Exemplo Q.2.9. Ver Exercicio 91 em Slide de Exercicios.

Q.3 Elipsodide

Uma quédrica €2 é um elipsdide se existem nimeros reais positivos a, b, ¢, pelo
menos dois deles distintos, e um sistema de coordenadas ortogonal em relacao

ao qual {2 pode ser descrita pela equacao:
2 2 2
: Yy ~
Q: po + =+ 2= 1,

chamada equacao reduzida de ().

Nota.

1. Se a=b=c¢> 0, entdo 2 é uma esfera de centro (0,0,0) e raio a.

2. A intersec¢ao com os eixos coordenados Oz, Oy e Oz ocorrem respectiva-
mente em (+a,0,0), (0,£b,0) e (0,0 £ ¢).

3. (1 é totalmente simétrico em relagao ao sistema de coordenadas: ¢
simétrico em relacao aos planos coordenados, eixos coordenados e a origem:

P = (xayaz) €Q<:'>Pl — (—[L’,y,Z),PQZ (—x,—y,z),P3: (_xa_ya_z)

CoMO E UM ELIPSOIDE?

Peron SMA300 - Geometria Analitica Quddricas
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Q.3.0.

1 Intersecao de elipsdide e planos paralelos aos planos coordenados

As equagoes dos planos coordenados sao: z =0,z =0e y = 0.

miz=k| m . x=m, TIYy=mn

X=(ry2)ernQ «— J& FTa= 1 ]l atp=i-a
z=%k .
]{72
.p:: _g

e TN 0, sep<O0,istoé, |kl >c

e TNQ: oponto T =(0,0,k), sep=0,istoé, |k| =c

ZI?2 y2

e TN — + == =1 (elipse?), sep >0, isto é, |k] <c

pa?  pb?

m | vértices da elipse no plano z = k: (£a./p,0,k) e (0,%b/p, k)

]C2
3Se a = b, uma circunferéncia, no plano z = k, de centro (0,0, k) e raio a /1= —.
c

Peron
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Q.4 Hiperboléide de uma folha

Uma quédrica €2 é um hiperboléide de uma folha se existem ntimeros reais
positivos a, b, c e um sistema de coordenadas ortogonal em relagao ao qual )
pode ser descrita pela equacao:

2 2 2
T A A
Qg—i_ﬁ_?_l’

chamada equacao reduzida de (2.

Nota.

1. Q é totalmente simétrico em relacao ao sistema de coordenadas.

2. A intersecgao com os eixos coordenados Ox e Oy ocorrem respectivamente
em (+a,0,0) e (0,%£b,0) e Q nado intercepta o eixo Oz (chamado eixo
distinguido).

COMO E UM HIPERBOLOIDE DE UMA FOLHA?

Q.4.0.1 Intersecao de hiperboléide de uma folha e planos paralelos aos coordena-
dos

22 g2 2
AR
o X =(r,y,2) emrNQ <= a2 2 c?
z=k
2
.p:1+—2>0
c
2 2
o TN ]%—I—;J—Iﬂ =1 (elipse?)

2

4Se a = b, uma circunferéncia, no plano z = k, de centro (0,0, k) e raio a /1 + —-
c

Peron SMA300 - Geometria Analitica Quddricas



Geometria Analitica, 21 de junho de 2023 Q.14

o T IT =1, TIYy=mn
2 22 n?
e X =(z,y,2) e TNQ <= g_g_l_ﬁ
y=n
2
n
op:zl—ﬁ
T Z\ [T Oz
o TN (———)(——I——):O, sep=0,isto é, |n| =10
a ¢/ \a c
m duas retas concorrentes no plano y = n de equacoes
r oz r oz
— =0 —+-=0
a c e a c
y=n y=n
2 2
x z
e TN — —— =1, se 0:
e R p7F

m hipérbole no plano y = n de centro (0,n,0)

* p> 0 (i.e.. |n| <b): os focos da hipérbole estao na reta
r: X =(0,n,0)+A(1,0,0), MeR;
* p <0 (ie. |n| > b): os focos da hipérbole estao na reta

r: X =(0,n,0)+A(0,0,1), XeR.

(Geogebra-hiperb.1folha)

y=mn, [n|>b /
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Q.5 Hiperboldide de duas folhas

Uma quadrica €2 é um hiperboldide de duas folhas se existem nimeros reais
positivos a, b, c e um sistema de coordenadas ortogonal em relagao ao qual 2
pode ser descrita pela equacao:

chamada equacao reduzida de ().

Tarefa: estude a interseccao de 2 com os planos paralelos aos planos coor-
denados (Geogebra-hiperboldide 2 folhas).

Q.6 Cone

Uma quadrica €} é um cone se existem niumeros reais positivos a,b,c e um
sistema de coordenadas ortogonal em relacao ao qual €2 pode ser descrita pela
equacao: , ) ,
0: 4+ _Z
a2 b2 2
chamada equacao reduzida de €). Se a # b, €2 é um cone eliptico e se a = b,
(2 é um cone circular (ou cone de rotagao).

Nota. A equacao reduzida do cone é equivalente a
2?2 = Az? + By?, para algum A, B > 0

ou

5
2= —=+4+ = para algum a,b > 0
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Tarefa: estude a interseccao de 2 com os planos paralelos aos planos coor-
denados (Geogebra-cone/paraboldide).

Wikipedia: hiperboldides e cone
Wikipedia: cilindro, hiperboldide e cone

Q.7 Paraboléide eliptico e circular

Uma quadrica €2 é um paraboldide se existem nimeros reais positivos a,b e
um sistema de coordenadas ortogonal em relacao ao qual €2 pode ser descrita
pela equacao:
2 2
LT Y
chamada equacao reduzida de 2. Se a # b, 2 é um paraboléide eliptico e
se a = b, 2 é um paraboldide circular (ou paraboléide de rotagao).

vy

Tarefa: estude a interseccao de 2 com os planos paralelos aos planos coor-
denados (Geogebra -paraboléide/cone).
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Q.8 Paraboléide hiperbdlico (sela)

Uma quadrica 2 é um paraboléide hiperbdlico (sela) se existem nimeros
reais positivos a,b e um sistema de coordenadas ortogonal em relacao ao qual
() pode ser descrita pela equacao:

2 2

€T
QZZ:—E—F?,

chamada equacao reduzida de €.

Tarefa: estude a interseccao de €2 com os planos paralelos aos planos coor-
denados ( ).

Q.9 Quadricas Cilindras

Se existem numeros reais positivos a, b e um sistema de coordenadas ortogonal
em relacao ao qual uma quadrica €2 pode ser descrita:
e Pela equacao reduzida:

ela é chamada de quadrica cilindrica eliptica (a # b) ou quadrica cilindrica
circular/de rotagao (a = b) (cilindro).

-
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e Pela equacao reduzida:

ela é chamada de quadrica cilindrica hiperbdlica.

e Pela equacao reduzida:
Q: 9y’ = az,

ela é chamada de quadrica cilindrica parabdlica.

(Geogebra-cilindro parabdlico)

Exemplo Q.9.1. Ver Exercicios 92 e 93 em Slide de Exercicios.
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Q.10 Tabela de equacoes reduzidas das principais quadricas

Elipséide ou esfera

Hiperboldide de uma folha

Hiperboldide de duas folhas

Paraboldide (eliptico ou circular)

Parabolodide hiperbdlico
(sela)

Quadrica conica

(cone eliptico ou circular/de rotagao)

Quédrica cilindrica’

(cilindro eliptico ou circular/de rotagao)

Quédrica cilindrica hiperbélica®
(cilindro hiperbdlico)
Quédrica cilindrica parabdlica®

(cilindro parabdlico)

2 2 2
x Y z
St t g1

Superficies no espago!! Nao confunda com as conicas (elipse, hipérbole, pardbola) que possuem equagdes equivalentes mas sao curvas no plano!!
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