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C.1.3 Parábola . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . C.7

Objetivo

Verificar a posição relativa de uma reta e uma cônica e suas intersecções.

C.1 Retas secantes, tangentes e normais

• Σ = (O, (~ι,~)) sistema de coordenadas ortogonal no plano π

Qual a posição relativa de uma reta r e uma cônica C em π ?

• r : X = (h, k) + λ(m,n), λ ∈ R

• C : g(x, y) = ax2 + bxy + cy2 + dx+ ey + f = 0 (Proposição C.2.3):

� o conjunto vazio: X

� um ponto: X

� uma reta ou duas retas idênticas ou duas retas paralelas ou duas retas
concorrentes: Seção R.4.1: Posição relativa entre retas X

� uma circunferência (caso particular da elipse),

� uma elipse, ou

� uma hipérbole, ou

� uma parábola.

• Vamos considerar C uma elipse ou hipérbole ou parábola
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• X ∈ r ∩ C ⇐⇒ X = (h+ λm, k + λn) e g(X) = 0 para algum λ ∈ R:

� equação de grau no máximo 2 na variável λ, a saber:

(am2+bmn+cn2)λ2+(2ahm+bmk+bnh+2cnk+dm+en)λ+(f+ah2+bhk+ck2+dh+ek) = 0

� cada solução λ da equação acima corresponde a um ponto X de r∩C:

∗ r ∩ C pode possuir 2 pontos distintos;

∗ r ∩ C pode possuir 1 único ponto;

∗ r ∩ C pode ser ∅ .

Definição C.1.1. Seja C uma elipse, hipérbole ou parábola.

1. Uma reta r é secante a C se r ∩ C possui 2 pontos distintos.

2. Uma reta r é tangente a

(a) elipse C se r ∩ C possui 1 único ponto T ;

(b) hipérbole C se r ∩C possui 1 único ponto T e r não é paralela a uma
asśıntota;

(c) parábola C se r ∩C possui 1 único ponto T e r não é paralela ao eixo
de simetria.

i. O ponto T é chamado ponto de tangência e qualquer vetor di-
retor de r é chamado vetor tangente a C em T .

3. A reta perpendicular a reta tangente no ponto de tangência T é chamada
reta normal a C em T .
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C.1.1 Elipse

• Σ = (O, (~ι,~)) sistema de coordenadas ortogonal tal que

C : g(x, y) =
x2

a2
+
y2

b2
− 1 = 0.

r : X = (h+ λm, k + λn), λ ∈ R, ~r = (m,n) 6= ~0

• X ∈ r ∩ C ⇐⇒ (h+λm)2

a2 + (k+λn)2

b2 − 1 = 0⇐⇒

(∗)

m2

a2
+
n2

b2︸ ︷︷ ︸
>0

λ2 +2
(m
a2
h+

n

b2
k
)
λ+

(
h2

a2
+
k2

b2
− 1

)
= 0

• a equação (*) é de 2o grau

•

∆ = 4

[(m
a2
h+

n

b2
k
)2

−
(
m2

a2
+
n2

b2

)(
h2

a2
+
k2

b2
− 1

)]
Os três posśıveis casos da posição relativa da reta e elipse são:

• ∆ > 0: r é reta secante a C

• ∆ = 0: r é reta tangente a C em T = (h+ λ0m, k+ λ0n), onde λ0 é a raiz
de (∗)

• ∆ < 0: r não intercepta C
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Proposição C.1.2. Seja
x2

a2
+
y2

b2
= 1 uma equação reduzida da elipse C.

Se T = (h, k) é um ponto da elipse, então a equação da reta tangente a C
em T é dada por

h

a2
x+

k

b2
y = 1.

C.1.2 Hipérbole

• Σ = (O, (~ι,~)) sistema de coordenadas ortogonal tal que

C : g(x, y) =
x2

a2
− y2

b2
− 1 = 0,

cujas asśıntotas são1 A1 : y =
b

a
x e A2 : y = − b

a
x.

r : X = (h+ λm, k + λn), λ ∈ R, ~r = (m,n) 6= ~0

•

X ∈ r ∩ C ⇐⇒ (h+ λm)2

a2
− (k + λn)2

b2
− 1 = 0⇐⇒

1Ver p. Ehp.13
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(∗∗)

m2

a2
− n2

b2︸ ︷︷ ︸
6=0?

λ2+2
(m
a2
h− n

b2
k
)
λ+

(
h2

a2
− k2

b2
− 1

)
= 0

m2

a2
− n2

b2
=
(m
a
− n

b

)(m
a

+
n

b

)
= 0

⇐⇒ m

a
=
n

b
ou

m

a
= −n

b

⇐⇒ m

n
=
a

b
ou

m

n
= −a

b

⇐⇒ ~r = (m,n) ‖ (a, b) ou ~r = (m,n) ‖ (a,−b)

(Ehp.1.1)⇐⇒ r é paralela a uma das asśıntotas de C

• Se r não é paralela a qualquer das asśıntotas de C:

- a equação (**) é de segundo grau, e portanto:

� ∆ > 0: r é reta secante a C

� ∆ = 0: r é reta tangente a C em T = (h+λ0m, k+λ0n),
onde λ0 é a raiz de (∗∗)

� ∆ < 0: r não intercepta C

• Se r é paralela a uma das asśıntotas de C:

- a equação (**) é de primeiro grau, e portanto:

� paralela coincidente: r é a asśıntota e não intercepta C

� paralela distinta: r é paralela à asśıntota e intercepta C
em P1 = (h+ λ1m, k + λ1n), onde λ1 é a raiz de (∗∗)
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� tome ~r = (m,n) = (a, b) (o caso ~r = (m,n) = (a,−b) é

similar)

� a eq. de 2o grau (**) fica:

(∗∗∗) 2

(
1

a
h− 1

b
k

)
λ+

(
h2

a2
− k2

b2
− 1

)
= 0

� (***) tem nenhuma solução:

h

a
=
k

b
⇐⇒ h2

a2
− k2

b2
= 0 6= 1 e k =

b

a
h

∴ (h, k) ∈ r ∩ A1 =⇒ r = A1

� (***) tem uma única solução λ1:

P1 = (h+ λ1m, k + λ1n) ∈ r ∩ C

∴ r ∩ A1 = ∅ =⇒ r ‖ A1, r 6= A1

Os cinco posśıveis casos da posição relativa da reta e hipérbole são:
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C.1.3 Parábola

• Σ = (O, (~ι,~)) sistema de coordenadas ortogonal tal que

C : g(x, y) = y2 − 4px = 0.

•

diretriz

eixo de C
p−p

r : X = (h+ λm, k + λn), λ ∈ R, ~r = (m,n) 6= ~0

• X ∈ r ∩ C ⇐⇒ (k + λn)2 = 4p(h+ λm)⇐⇒
(�) n2︸︷︷︸

6=0?

λ2 + 2(nk − 2pm)λ+ (k2 − 4ph) = 0

• n 6= 0:

- a equação (�) é de 2o grau e portanto:

� ∆ > 0: r é reta secante a C

� ∆ = 0: r é reta tangente a C em T = (h+λ0m, k+λ0n),
onde λ0 é a raiz de (�)

� ∆ < 0: r não intercepta C

• n = 0:

� ~r = (m, 0), m 6= 0 e p 6= 0

� (�) é de 1o grau e tem uma única solução: λ1 = k2−4ph
4pm

� r é paralela ao eixo de simetria de C a e intercepta C no
ponto P1 = (h+ λ1m, k + λ1n).

aVer Definição Ehp.4.1 e (Ehp.4.2)
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Os quatro posśıveis casos da posição relativa da reta e parábola são:

Se r é uma reta tangente a C no ponto T e ~r = (m,n) é um vetor diretor
de r, então a reta normal a C no ponto T é a reta que passa por T e tem
~n = (n,−m) como um vetor diretor.

Exemplo C.1.3. Ver Exerćıcio 86 em Slide de Exerćıcios.
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