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Objetivo

Estudar o lugar geométrico chamado conica:

- curvas planas descritas por uma equacao de segundo grau em duas variaveis.
(fixado um sistema de coordenadas)

C.1 Elipse, Hipérbole e Parabola

Fixado um sistema de coordenadas ortogonal > = (O, B) em um plano m,
vimos que as equacoes reduzidas de elipses, hipérboles e parabolas sao dadas
por formas particulares de equacao de grau 2 em duas variaveis:

2 2
=y
—+==1, p#4q,p,qg>0
P q

2 2
X
=T o1 pg<o
P q
1 1
y=-2°, ou x=-y*, q#0
q q

Trataremos agora do caso geral de uma equacao de grau 2 em duas variaveis:

azx® + by + cy® + dr + ey + f = 0.

Peron SMA300 - Geometria Analitica Conicas



Geometria Analitica, 19 de junho de 2023

C.2

C.2 Conicas: classificacao

Definicao C.2.1. Uma conica é o lugar geométrico dos pontos X = (z,y) no

plano 7 que satisfazem uma equacao de segundo grau
g(z,y) =0
onde

g(z,y) =ax® +bry + c’ +do+ey+ f,  a>+b+E£0.

o ax? bxy,cy®: termos quadraticos
e bxy: termo quadratico misto
e dx,ey: termos lineares

e f: termo independente

Exemplo C.2.2. Fixe um s.c.o. ¥ = (0,7,]).!

1. 22 +y?> = —1: conjunto vazio

2. 2 +y? = 0: um ponto P = (0,0)

3. ¢+ 1=0: uma reta

4. 2+ 22y +y? = 0 <= (x + y)? = 0: duas retas paralelas idénticas

5. 2 +2xy+ 1y’ +2+y=0<= (z+y)(x+y+1)=0: duas retas paralelas

distintas
2? —y? =0 <= (v — y)(z + y) = 0: duas retas concorrentes
2? + 9% = 1: circunferéncia

2?4+ 2y? = 1: elipse

© 0 o

x? — y?> = 1: hipérbole
10. 22 — y = 0: pardbola

Lembrar da equagao geral da reta no plano (Ehp.1.1)
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C.3

Proposicao C.2.3. Um subconjunto C' do plano m é uma conica se, e somente

se C é:

1. o conjunto vazio, ou

S L X xRS ;oA

~

]

vazlo

circunferencia

Peron

um ponto, ou

uma reta, ou

uma elipse, ou
uma hipérbole, ou

uma parabola.

ponto

duas retas idénticas, ou
duas retas paralelas, ou
duas retas concorrentes, ou

uma circunferéencia, ou

duas retas

identicas
duas retas

paralelas

N

elipse

hipérbole
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C.3 Identificacao: uso de translacao e rotacao

Dada uma equagao de 2° grau, identificar e esbocar a conica.
e fazendo uma mudanca do sistema de coordenadas:

m a geometria da conica é mantida;

m a equacao da conica se reduz a uma mais simples.
e possiveis mudancas:

m translacoes;

m rotagoes.

C" conica g(x,y) = 0, onde

g(z,y) = ax’ +bry +cy’ +dz+ey+ f,  a>+b+ 2 #0.

o b =d = e =0: sabemos identificar a conica

Objetivo: eliminar os termos lineares e o termo quadratico

misto:

m caso 1: eliminar os termos lineares

* buscar alguma translacao que transforme g em um polinémio
g sem os termos lineares

m caso 2: eliminar o termo quadratico misto

* buscar alguma rotacao que transforme g em um polinomio
g sem o termo quadratico misto

m quando necessario aplicar uma translacao em ¢ para obter um
polinomio g sem os termos lineares e uma rotacao em ¢ para

obter um polinomio g sem o termo quadratico Misto ( sem os tincarcs).
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C.3.1 Eliminacao dos termos lineares por translacao

g(z,y) =ar’ +bry + ey’ +dz tey+f, A+ 4+ H£0.

e 3 = (0, ¢y, ) sistema de coordenadas ortogonal
o O = (h,

k)y, ponto no plano 7

¥y = (0, &), &) translacao de ¥ para o ponto O'?

o P=(z,y)s, = (u,v)s,:
r=h+u

y=k+wv

QUAL O EFEITO DA TRANSLAGAO NO POLINOMIO ¢ ?

g(h+u, k4 v) = au® + buv + cv* + (2ah + bk + d)u + (bh + 2ck + e)v + g(h, k)

e Para eliminar os termos lineares:

() 2ah + bk +d =0
bh + 2ck +e =0

e Se o sistema tem solugao, encontramos g dada por:

g(u,v) :=glh+u, k +v),

g(u,v) = au® + buv + cv® + g(h, k)

2Veja Secao M.1.2
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PARA QUAL TRANSLAGAO (ESCOLHA DE h E k) O SISTEMA

2ah + bk +d =0
(%)

bh + 2ck +e =0

TEM SOLUGAO?

2a b )
D = =4ac—b
b 2c

(D # 0, (*) tem uma unica solugao (h, k) (SPD)
{ D =0, (%) tem infinitas solugoes (h, k) (SPI)

| D=0, () ndo tem solucao (incompativel) (SI)

(
D # 0, podemos eliminar os termos lineares

—> 4§ D=0 e SPI, podemos eliminar os termos lineares

\ D =0 e SI, nao podemos eliminar os termos lineares

Nota. Se o sistema (%) possui infinitas solugoes, o valor de g(h, k) nao
depende da escolha da solucao (h, k) (Verifique! veja Boulos, Ex. 23.10, p. 372
(sugestao p. 525))

3SPD: sistema possivel determinado, SPI: sistema possivel indeterminado, SI: sistema impossivel
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Roteiro: determinar se é possivel e entao eliminar os termos

lineares por meio de uma translacao de ¥, para O' = (h, k)

Dada a coOnica

g(:C,y):ax2+bxy+cy2—|—da:—l—ey+f20, onde a® + b* + ¢* # 0,

2a
e Passo 1: Calcular o determinante D = = 4ac — b2

b 2c
e Passo 2:

m Se D # 0, entdo existe uma unica translacao para o ponto O' =
(h, k) de modo que ¢ ndo contém os termos lineares.

m Se D = 0, entao pode ou nao existir alguma translacao para o
ponto O = (h, k) de modo que § nao contém os termos lineares.

m Os escalares h e k, quando existem, sao solugoes do sistema

) 2ah +bk +d =0
bh + 2ck + e = 0.

e Passo 4: A equacdo g(u,v) = 0 no novo sistema de coordenadas
satisfaz:

m os coeficientes dos termos quadraticos sao iguais em g e g;
m 0s termos lineares sao nulos;

m o termo independente em ¢ é

g(h, k),
onde h e k sao solugoes de (%)

isto é,
G(u,v) = au® + buv + cv® + g(h, k).
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Observe:
e g(x,y) =ax’ + by +cy’ +dov +ey + f
[ )
2ah + bk +d =0 ah+2k+4=0
(%) — g, ‘
bh + 2ck +e =0 sh+ck+5=0
o g(h,k) =4h+tk+ f
o §(u,v) = au® +buv + v’ + Lh+ Sk + f

2@ b a % b2
o D= =dac—V? =0 =ac— % =0
b 2c % c
[ ]
d
2
— b ¢
M=1"1 Q (C.3.1)
d e
25/
e (x) ¢ obtido pelas 2 primeira linhas da matriz acima

o termo constante de g é obtido pela ultima linha da matriz acima

D é o determinante da submatriz principal

Definicao C.3.1. A matriz simétrica M acima é chamada de matriz de g.

Exercicio. Verifique que g(z,y) = X'M X, onde X = (z y 1)1x3. (tarefal)

Exemplo C.3.2. Ver Exercicio 84 em Slide de FExercicios.
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C.3.2 C(Classificagcao das conicas através do centro

COMO DECIDIR QUAL E A CONICA QUE TEM EQUACAO

G(u,v) = au® + buv + cv* + g(h, k) = 0?

Definicao C.3.3. Um ponto O é o centro de uma conica C' nao-vazia quando:
Pe(C<«+= P eC,

onde P’ é o simétrico de P em relacao a O.

Observando as possiveis conicas (Proposicao C.2.3) podemos inferir que a
conica dada por:

1. um ponto: tem um tnico centro,

uma reta: tem infinitos centros,

duas retas idénticas: tem infinitos centros,
duas retas paralelas: tem infinitos centros,
duas retas concorrentes: tem um unico centro,
uma circunferéncia: tem um unico centro,
uma elipse: tem um tunico centro,

uma hipérbole: tem um tnico centro,

e N A T o B

uma parabola: tem 0 centro.

—_
S

. 0 conjunto vazio: tem 0, 1 ou infinitos centros

COMO DECIDIR, QUANDO EXISTE, QUAL PONTO E CENTRO DE UMA CONICA?
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Exemplo C.3.4. Em §(u,v) = au® + buv + cv® + g(h, k) = 0,
* §(=u, —v) = g(u,v)
e (—u,—wv) é o simétrico de (u,v) em relagdo a O = (h, k), = (0,0)y,
e O' = (h,k) é o centro da conica de equagao g(u,v) = 0, onde (h, k) satisfaz

o sistema

(%) 2ah + bk +d =0
bh + 2ck +e =0

Para uma conica nao vazia C, se h e k satisfazem o sistema (x):

o C:g(x,y)=ax®> +bry+cy> +dx+ey+ f=0

e (h,k) ponto no plano, com s.c.o 3y, tal que h e k satisfazem
o sistema (%)

e translada o sistema X, para O' = (h, k)

e obtemos ¢ como no Exemplo C.3.4

e O'=(h,k) é o centro da conica C'

Para uma conica nao vazia C, se O’ = (h, k) é o centro de C: (tarefa!)

o C:g(x,y)=ar®> +bry+cy> +dx+ey+ f=0
e O' = (h,k) é o centro da conica C'
e transladar o sistema > para O' = (h, k)y, = (0,0)s,

C': §lu,v) = g(h+u, k+v) = au®+buv+cv’+(2ah + bk + d) u+(bh + 2ck + €) v+g(h, k)

/

d e’

® (—u,—v) é o simétrico de (u,v) em relagao a O e (u,v) € C & (—u, —v) € C:

g(_uv _U) = g(uav) =0
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{auz + buv + cv® + d'u+ €v+ g(h, k) =0 = d'u+€'v=0,

au® + buv + cv? — d'u — v+ g(h, k) =0

d = 2ah + bk +d
onde
e :=bh+ 2ck + e

md =¢ =0= h ek satisfazem ()
m d’ ou ¢ nao nulo:
* I': d'u + /v = 0 é uma reta que contém (0, 0)
* CCI:" ouC ={(0,0)} ouC =T que contém (0, 0)

* em ambos casos:
(0,0) € C = §(0,0) =0 = g(h,k) =0
x em ambos casos: Vm € R, m # —g—: ou m # —%:
['y:v=muétal que 'y NC = {(0,0)}
* g(x,mzx) = 0 tem solucdo unica
<~ zl(a+bm+cem*z— (d —em) =0
d —e'm

= r=0= 2+ + A0
o a+bm+cm2(@jL +c#0)

—> d = ¢e'm, para infinitos valores de m
— d=€=0

e h e k satisfazem o sistema (%)

“*Ver Proposicao C.2.3

Peron SMA300 - Geometria Analitica Conicas



Geometria Analitica, 19 de junho de 2023 C.12

Proposicao C.3.5. O = (h, k) € centro de uma coénica nao vazia de equagdo
gla,y) =ax® +bay +cy’* +dr +ey+ f=0
se, e somente se, (h, k) € solucao do sistema

%) 2ah +bk +d =10
bh + 2ck + e = 0.

Pela discussao das paginas C.9 e C.6 temos um critério preliminar para
identificar uma coOnica:

Corolario C.3.6.

Conicas com unico centro 4ac — b* # 0 | ponto, circunferéncia, elipse,

hipérbole, duas retas concorrentes

(x) é um SPD

Conicas com infinitos centros dac —b?> =0 | duas retas paralelas ou idénticas,

(%) € um SPI uma reta
Cénicas que ndo possuem centro| 4ac —b*> =0 pardbola
(%) € um SI

Nota. O conjunto vazio pode ser considerado uma conica com um, infinitos
ou nenhum centro.
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Para uma dada conica, sabemos:
e sua equagao: g(z,y) = azx? +bry + cy® + dv + ey + f = 0;

. 2ah +0k+d=0
e determinar se: (x) é¢ SPD ou SPI ou SI:
bh + 2ck +e =0
m se SPD: é possivel eliminar termos lineares e a conica tem um centro:
como decidir qual ¢ a conica (ponto, circunf., elipse, hip., retas concorrentes)?

m se SPI: é possivel eliminar termos lineares e a conica tem infinitos
centros: como decidir qual é a conica (retas paralelas ou idénticas)?
* no Ex. 84b (esbogo feito no ):
Y

; G(u,v) = Tu? + 28uv + 28v? — &
, , nao fatoram a expressao da conica (nem de g nem de §)!

m se SI: é impossivel eliminar termos lineares e a conica nao tem centro
(parabola):

* no Ex. 84a, a conica é uma pardbola: como fazer seu esboco*?

- g(z,y) = 42? — 4oy +y? — 4o — 30y + 175

e nos casos SPD e SPI, escrever: §(u,v) = au® + buv + cv® + g(h, k) =0

4Feito no
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C.3.3 Eliminacao do termo quadratico misto por rotacao

g(x,y) = ax® + bxy + cy® + dx + ey + f, a>+ b2+ £0, b#£0.

e 31 = (0, ¢y, é) sistema de coordenadas ortogonal

o ¥y = (O, f1, f2) rotacdo de 2 de 6 radianos em sentido anti-horario?

o P= (xay)Zh - (u,’l})gzi

T =ucosf) —vsinf

y =usinf +vcost

Nota. A matriz do sistema acima, matriz da rotacao®, e sua respectiva

matriz inversa sao:

cosf) —sind ) cosf) sind
M, = M =

T
sinf cosf —sinf cosf

QUAL O EFEITO DA ROTACAO NO POLINOMIO ¢ ?

g(ucos® —vsinf, usinf 4+ v cos ) =7

5Veja Secao M.1.3
6F uma matriz ortogonal.
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g(ucosf —vsinh, usinf 4 v cosf) = a'u® + buv + v + du+ v + f,

onde
a' = acos’h + bsinfcosh + csin’ 6
b’ | = (c — a)sin 26 + bcos 20
¢ = asin®0 — bsin 6 cosh + ccos® 0
d’|=dcosf + esin b
e'|l=ecosf —dsinf
1= f.

Nota.

1. Rotacoes nao alteram o termo independente.

2. Sed=e¢=0, entdo d = ¢’ = 0, ou seja, rotagoes nao criam novos termos

lineares.
d’ cosf sind d
3. =
e —sinf cosf e

Vv
inversa da matriz de rotagao
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e Para eliminar o termo quadratico misto:

V' =(c—a)sin20 +bcos20 =0

e Neste caso, encontramos g dada por:

G(u,v) :== g(ucosf — vsin b, usinh + v cosh),

g(u,v) =dv?+dv*+du+ev+ f

PARA QUAL ROTAGAO (ESCOLHA DE ) TEMOS

V' =(c—a)sin20+bcos26 =07

Basta escolher 6 € (0, %) tal que’

cot(20) = a—c

Nota. Valem as relacoes:

— U b
¢ T sin(20)
_ 2
a’—c':b\/l—lr (a bQC)

"Podemos considerar b # 0, pois caso contrario a equacdo da conica j4 ndo possui o termo misto e nao é
preciso fazer rotagao.
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Roteiro: é sempre possivel eliminar o termo quadratico misto
por meio de uma rotacao no sentido anti-horario de X»; de angulo

0 < (0,3)

Dada a conica
g(z,y) = ax® + bxy + cy* + dr + ey + f, com b # 0,

sempre é possivel encontrar uma rotagao (Passo 1) de modo que a equagao

Gu,v) =du + v +du+ev+f=0

no novo sistema de coordenadas satisfaz:

e 0 coeficiente do termo quadratico misto é nulo;

o termo independente fica inalterado;

os coeficientes dos termos quadraticos sao solugoes de (x) (Passo 2);

os coeficientes dos termos lineares sao solucgoes de (xx) (Passo 3).

Passo 1: Tome 0 € (0, §) tal que

a—=c¢

cot(20) = 7

e Passo 2: d’ e ¢ sdo solucoes do sistema:

(/ /
a+c =a+c

b / 2
A =bi/1 (0*20)
@ sin(26) L

e Passo 3: d’ e ¢ sdo solucoes do sistema:

(%) 4

d cosf sin@ d
() =

e —sinf cos6 e
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Nota. Como rotagoes nao criam novos termos lineares, podemos alcancar
o Objetivo da pag. C.4 se aplicarmos primeiro uma translacao para eliminar
(quando possivel) os termos lineares e depois uma rotagao para eliminar o termo
quadratico misto!

Férmulas uteis:

Sabendo o valor de cot(26), sabemos o valor de sin(26):

1

\/cot(26)

sin(26) =

e portanto de cos(26):

cos(260) = cot(20) sin(26).

Consequentemente, mesmo sem saber o exato valor do angulo 6 que nos for-
nece a rotacao desejada, podemos determinar os valores de cosf e sin 6 através
do sistema:

{00829 +sin?60 =1

cos? ) — sin® § = cos(20)

Assim, os coeficientes de § ficam bem determinados através dos sistemas
(*) e (**) nos Passos 2 e 3 do Roteiro na pagina C.17 e a conica pode ser
identificada.

Exemplo C.3.7. Ver Exercicio 85 em Slide de Exercicios.
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