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Objetivo

Estudar os lugares geométricos de E? chamados: elipse, hipérbole e pardbola:
- deduzir suas equacoes;

- estudar suas propriedades geométricas.
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Ehp.2

Ehp.1 Ambiente

e 7 um plano em E3

—

—

e e J dois vetores diretores de 7 tais que

e O um ponto de 7

[ =1yr= 5

B = (7,]): base ortonormal® de 7

P = (x7y>2 — (l’,y)

0=(0,0)

P€E3,PEW@Hx,yERtaisqueO?:xFerf

¥ = (O, B): sistema de coordenadas ortogonal em 7 (origem O e base B)

as coordenadas de P € 7 sao as coordenadas do vetor 53 na base B:

LA base ndo precisa ser ortonormal, mas lembre que esta escolha permite calcular produto escalar, norma
de vetores, distancia entre pontos de maneira facil.
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Nota.

e Y = (O,(5,],TA])) é um sistema de coordenadas ortogonal? em E? com
base positiva

e Uma equacao geral® do plano m em relacao ao sistema de coordenadas ¥,

’

¢
z =0,

e os pontos de 7 tém coordenadas da forma (z,y,0).

e Uma equacao geral de uma reta r no plano 7 é da forma:*

rrar+by+d=0, (a,b)#(0,0) (Ehp.1.1)

onde o vetor 77 = (a,b) é ortogonal a r e
7= (=b,a) ou 7= (b, —a)

sao vetores diretores de 7.

VAMOS SUPOR FIXADO UM PLANO 7 EM E? COM UM SISTEMA DE COOR-
DENADAS ORTOGONAL (S.C.0.) X = (O, (4,])).

0=(0,0)

2Lembre-se da Definigao OPv.2.1 de produto vetorial e que ||’AJ]| = ||2]]/|7]] sin 6
3Ver Exercicio 39
4Veja Secao R.4.3.1
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Ehp.2 Elipse

Definicao Ehp.2.1. Sejam Fj e I3 dois pontos distintos de m e a € R tal que
a > c > 0, onde
2c = d(Fl, Fg)

Uma elipse é o lugar geométrico dos pontos X de 7 tais que

d(X, F1) + d(X, Fy) = 2a. (Ehp.2.1)

e focos da elipse: Fj e Fy;
e segmento focal: F)Fy;
e distancia focal: 2c = d(Fy, Fy);

e reta focal: reta [ [5;

e centro da elipse: ponto médio de F} Fb;

e corda da elipse: X P, para quaisquer
X, P na elipse.

Construcao de uma elipse:

: Método do jardineiro
“o comprimento da corda é 2a, a qual deve ser maior que a distancia entre os
pinos”

; : Geogebra.

Peron SMA300 - Geometria Analitica  FElipse, hipérbole, pardbola


https://www.youtube.com/watch?v=RYV-uBWdb8Y
https://www.geogebra.org/m/zdz3chzr
https://www.geogebra.org/m/cSpcbk4B

Geometria Analitica, 7 de junho de 2023 Ehp.5

Nota.
e dois pontos Fy, Fy e um numero real 2a > d(F}, F5) determinam uma elipse

e dada uma elipse F, existem um tnico par de pontos F}, F5 e um tinico nimero
real 2a > d(Fy, F3) tais que os pontos de E satisfazem (Ehp.2.1): ax,r)sacx, r) = 2.

Portanto, a cada elipse estao associados um tnico ntmero real a e um unico
segmento focal.

e Quando F; = F5, temos ¢ = 0 e para todo a > 0 o lugar geométrico dos
pontos X de 7 tais que d(X, F1) + d(X, F5) = 2a, isto é, dos pontos que sao
equidistantes de F7, é a circunferéncia de centro F) e raio a.

Exemplo Ehp.2.2. Ver Exercicios 77 e 78 em Slide de Exercicios.

Ehp.2.1 Equacao da elipse

Ehp.2.1.1 Com focos no eixo Oz

e > = (0,(1,])) sistema de coordenadas ortogonal tal que:

F1 = (—C, 0), FQ = (C, O)

° d(Fl, Fg) = 2c

ea>c>0

W
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X = (z,y) € Elipse <= d(X, F)+d(X, F3) = 2a

= VTP =20 o—

— <\/(a:+c)2+y2>2 = (2a— \/(x—c)2+y2>2

<~
2 2
N x y e 2 2 2
ﬁ 3b>0, ?‘l_ﬁ—l, ondea >b>0¢e¢ a“ =b" + ¢
2 92
X:(aj,y) 2_'—@:17 ondea>b>0e a’> =0+ = X € Elipse

LI B} (Ehp.2.2)

onde a >b> 0, a®> =b*+c? e 2a > 2c=d(F, F) > 0.

AY

B w R
!_/ G nl % >

ANY

—i
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Proposicao Ehp.2.3. Um ponto X = (x,y) € um ponto da elipse de equagao
reduzida

2 2
z Y
_ + ﬁ =1

se, e somente se as distancias de X aos focos Fy = (—c,0) e Fy = (¢,0) sao
dX,F)=a+ e, dX,F)=a- "‘a.
a a
NY
By = (0,b)

=|{—c,0) \fz—m Ay = (‘{_0)
(—a,0) I ‘/J/ ?C

e Ay =(—a,0), Ay = (a,0), By = (0, —b) e By = (0,b): vértices da elipse,

corda AiAs: eixo maior da elipse,

corda B1By: eixo menor da elipse,

amplitude focal é o comprimento de uma corda que contém um foco e é
perpendicular ao segmento focal.

Peron SMA300 - Geometria Analitica  FElipse, hipérbole, pardbola



Geometria Analitica, 7 de junho de 2023 Ehp.8

Ehp.2.1.2 Com focos no eixo Oy

e ¥ = (0, (i,])) sistema ortogonal tal que F; = (0, —c) e F» = (0, ¢);
\ Y

/
/n Fs (0, C) ﬂ -
0 g 0 x
FE(0,-¢) A

ea>c>0

X = (z,y) € Elipse <= d(X,F)+d(X,F)=2a

2 2
verifique! X
f ﬁ—l—y—2=1, ondea>b>0e a’>=0b>+c?
a

A equacao reduzida da elipse de centro O e focos no eixo Oy é dada por

.CU2 yQ

onde a > b >0, a®> = b*> + ¢ e 2a > 2c = d(F}, Fy) > 0.

ANY
a
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Ehp.2.2 Algumas propriedades de uma elipse

Proposicao Ehp.2.4. A elipse é uma curva simétrica em relagdo a reta (focal)
que passa Fy e Fy e em relagdo a reta mediatriz do segmento (focal) F1Fs.

Observacao. Precisamos de técnicas de Calculo para ter certeza que o desenho
da elipse é como o apresentado: sem “bicos”, concavo para baixo “na parte de
cima” e concavo para cima “na parte de baixo”! O método algébrico que
funcionou para retas e planos nio é eficiente para curvas e superficies. &

Proposicao Ehp.2.5. Uma equacao da forma

SHES

+Z =1 (Ehp.2.4)

descreve uma elipse em rela¢ao a um s.c.o. X = (O, B) se, e somente se, p
e q sao numeros reais distintos e positivos.

Corolario. Sejam p e q sao numeros reais distintos e positivos.
A Equagao (Ehp.2.4) representa:

1. uma elipse com centro O e focos em Ox quando p > q;  meste cosoa =y cv=va)

2. uma elipse com centro O e focos em Oy quando p < q.  (restc casoa= vacb=yp)

Yy
/i N
Fy
*ﬁ!‘/ﬁ x
il © VB

Vi

Vi

(Geogebra): (num espelho eliptico) os raios de luz
que passam por um foco sao refletidos no outro foco.
(video)

Exemplo Ehp.2.6. Ver Exercicio 79 em Slide de Exercicios.
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Ehp.3 Hipérbole

Definicao Ehp.3.1. Sejam Fj e I3 dois pontos distintos de m e a € R tal que
0 <a<c onde
2c = d(Fl, Fg)

Uma hipérbole é o lugar geométrico dos pontos X de 7 tais que

d(X, F) — d(X, Fy)| = 2a. (Ehp.3.1)

e focos da hipérbole: F e F5;

e segmento focal: FyFy;

e distancia focal: 2¢ = d(Fy, F);
e reta focal: reta I Fb;

e centro da hipérbole: ponto médio de
F1F2; ramo ramo

Fonte:

e corda da hipérbole: X P, para quais-
quer pontos X # P na hipérbole.

Construcao de uma hipérbole:

: Corda e régua
: Geogebra

A cada hipérbole estao associados um tnico ntimero real a e um unico seg-
mento focal.

Exemplo Ehp.3.2. Ver Exercicios 80 e 81 em Slide de Exercicios (tarefal).
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Ehp.3.1 Equacao da hipérbole

Ehp.3.1.1 Com focos no eixo Oz

e ¥ =(0,(}])) s. c. ortogonal tal que F; = (—¢,0) e Fy = (¢,0)

jl j CFZ d(Fl,FQ) = 2c
el<a<c

X = (z,y) € Hipérbole <= d(X,F1)—d(X, F;) = £2a

— V(@+)2+y2=+2a+ /(x — )2+ 32

A equacao reduzida da hipérbole de centro O e focos no eixo Ox é dada
por

33'2 2
- ?Z—2 — 1, (Ehp.3.2)

onde ¢ >b>0,c?=a’>+ 1% e2c=d(F, F;) > 2a>0.

Fonte: Slides da profa. Maria do Carmo

e Ay = (—a,0), Ay = (a,0): vértices da hipérbole.
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Ehp.3.1.2 Com focos no eixo Oy
e ¥ = (0, (i,])) sistema ortogonal tal que F; = (0, —c) e F» = (0, ¢);

ea>c>0

X = (z,y) € Hipérbole <= d(X,F)—d(X,F;) ==+2a

2 2
i
—ﬁ‘l‘y—Z:l, onde a >b>0e a? =b*+ ¢
a

veri fique!

A equacao reduzida da hipérbole de centro O e focos no eixo Oy é dada
por

_T LY (Ehp.3.3)

Y
\ Fy = (¢,0
N _
Ag = (a,0)
i

Fonte: Slides da profa. Maria do Carmo
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Ehp.3.2 Algumas propriedades de uma hipérbole

Proposicao Ehp.3.3. A hipérbole ¢ uma curva simétrica em relagao a reta
focal F1Fy e em relagao a reta mediatriz do segmento focal F1F5.

Observacao. Precisamos de técnicas de Célculo para ter certeza que o desenho
da hipérbole com focos no eixo Oz é como o apresentado: a hipérbole é a uniao
dos graficos das funcoes:

b b z? 2
y=—\a?—a? y=——vaz2—a (—2—%:1>
a a a
Estudando o dominio, crescimento, concavidade e assintotas, obtemos:
Yy
Bo
2 2 e As retas:
1l |2 x
b
y=-r e y=——x
a a
B sao as assintotas da hipérbole.
Fonte: Slides da profa. Maria do Carmo
v 22
Analogamente, para a hipérbole com focos no eixo Oy: <—2 — = 1)
a
Yy
Fo
B, e As retas:
x
B a a
7 2 y=1T e y=-—
F sao as assintotas da hipérbole.

Fonte: Slides da profa. Maria do Carmo
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Proposicao Ehp.3.4. Uma equacao da forma

T+l (Ehp.3.4)

descreve uma hipérbole em relacao a um sistema de coordenadas ortogonal
Y = (0, B) se, e somente se, pq < 0.

Corolario. Sejam p e q sao numeros reais tais que pq < 0.
A Equacgao (Ehp.3.4) representa:

1. uma hipérbole com centro O e focos em Ox quando p >0 e q < 0;
(neste caso a = \/p e b =+/—q)

2. uma hipérbole com centro O e focos em Oy quando p <0 e q > 0.

(neste caso a = \/q e b=+/—p)

Exemplo Ehp.3.5. Ver Exercicio 82 em Slide de Exercicios.
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Ehp.4 Parabola

Definigao Ehp.4.1. Sejam r uma reta de m e F' um ponto de m, F' & r.
Uma parabola é o lugar geométrico dos pontos X de 7 que sao equidistantes

de Feder,i.e.,

d(X,F) = d(X,r).

e foco da parabola: F’

e diretriz: reta r;

(Ehp.4.1)

e parametro p: p > 0; 2p = d(F,r) > 0;

e cixo (de simetria) da pardbola: reta
s que contém F' perpendicular a r;

e vértice da parabola V: ponto médio

de FH, onde H =7rN's;

e corda da parabola: X P, para quaisquer

pontos X # P na parabola.

Fonte: Slides da profa. Maria do Carmo

Construcao de uma parabola:

: Corda e esquadro

: Wikipedia:

“raios paralelos ao eixo de simetria é direcionado para o seu foco”

T
¥

i
Vi)

\ 1

A
Y

af

A cada pardbola estao associados um unico foco F' e uma unica diretriz r.
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Ehp.4.1 Equacao da parabola

Ehp.4.1.1 Com foco no semi-eixo positivo de Ox

e > = (0, (1,])) sistema de coordenadas ortogonal tal que a origem O coin-
cide com o vértice da parabola e o foco F' pertence ao semi-eixo positivo

de Ox
e 2p=d(F,r)

@Oﬁj

Fonte: Slides da profa. Maria do Carmo

X = (z,y) € Pardbola <— d(X,F)=d(X,r)

= \(x—p?2+y>=|z+p|

A equagao reduzida da parabola de vértice O e foco no semi-eixo positivo
Ox é dada por

y? = 4pz, (Ehp.4.2)

onde 2p = d(F,r) > 0.
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Ehp.4.1.2 Com foco no semi-eixo positivo de Oy

e ¥ = (0, (#,))) sistema de coordenadas ortogonal tal que a origem O coin-
cide com o vértice da parabola e o foco F' pertence ao semi-eixo positivo

de Oy

X = (z,y) € Pardbola <— d(X,F)=d(X,r)

= (z—p?2+y2=|r+p

A equacao reduzida da parabola de vértice O e foco no semi-eixo positivo
de Oy é dada por

z? = 4py, (Ehp.4.3)
onde 2p = d(F,r) > 0.

Fonte: Slides da profa. Maria do Carmo
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Ehp.4.2 Algumas propriedades de uma parabola

Proposicao Ehp.4.2. A pardbola® é uma curva simétrica em relacdo ao seu
eixo (reta que passa pelo foco F' e € perpendicular a reta diretriz r).

Proposicao Ehp.4.3. As equacoes da forma

y? = qu, (Ehp.4.4)
2% = qy (Ehp.4.5)

descrevem pardbolas em relacao a um sistema de coordenadas ortogonal > =
(O, B) se, e somente se, q # 0.

Coroldrio. A Equagdo (Ehp.4.4): y* = qu, representa:
1. uma pardabola com vértice O e foco em Ox positivo quando q > 0;

2. uma parabola com vértice O e foco em Ox negativo quando q < 0;

Y Y

¢
'8y

q>0:4dp=gqdF,r)=2%,r:a=— q<0:4p=—qd(F,r)=—-% r:z=—

27

NS

5Precisamos de técnicas de Céalculo para ter certeza que os desenhos das pardbolas sio de fato como os

P
>

apresentados. ——
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Coroldrio. A Equagdo (Ehp.4.5): 2? = qy, representa:
1. uma pardbola com vértice O e foco em Oy positivo quando q > 0;

2. uma parabola com vértice O e foco em Oy negativo quando q < 0;

Y

A

T

q>0:4dp=gqdF,r)=2,r:y=—

NS

4 <0: dp=—q,d(F.r) = 4, riy=—1

Exemplo Ehp.4.4. Ver Exercicio 83 em Slide de Exercicios.
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Ehp.5 Secoes Conicas

As elipse, hipérbole e parabola podem ser definidas como intersecoes de um
cone com um plano.

———

7
gﬁ_- - ,ﬂi hipérbole
AN

Figura 1: Fonte:

Se C' é a superficie conica de duas folhas (rotagao de um reta - geratriz - em
torno de um eixo) e V' seu vértice:

e elipse: interseccao de C' com um plano que nao contém V, intercepta
apenas uma das folhas de C' e nao é perpendicular ao eixo;

e hipérbole: interseccao de C' com um plano que nao contém V e intercepta
as duas das folhas de

e parabola: interseccao de C' com um plano que é paralelo a geratriz;

Tais curvas sao conhecidas como secoes conicas.

Tal abordagem é equivalente ao que foi feito até aqui (provado por Dandelin,
1822, veja P. Boulos, p. 346) e ndo trataremos desta nova abordagem neste
curso.
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