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Objetivo

Tratar sobre a mudanca de sistema de coordenadas:

- estudar como passar as coordenadas de um ponto em um sistema de coor-
denadas para um outro sistema de coordenadas;

- estabelecer relacoes entre as coordenadas de um ponto dado num sistema
com as coordenadas relacao ao outro sistema.

Estudar os casos particulares de translacao e rotacao:
serao utilizados no estudo de conicas.

M.1 Mudancga de Sistema de Coordenadas

Um sistema de coordenadas em E? depende de uma origem O e de uma base
E. Portanto uma mudanca no sistema pode envolver:

e mudar a origem O e a base F
e mudar a origem O e manter a mesma base E (translacoes)

e manter a origem O e mudar a base E (rotagoes)
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M.1.1 Origem e Base distintas

e ¥ = (Oy, E) um sistema de coordenadas em E?

e Y = (09, F') um novo sistema de coordenadas em E?
ef.R —_—

o 0o = (hk,D)s, "L 0,05 = (h, k. 1)p

o X = (z,v, )21@02 (x,y, 2

o X = (u,v,w)y, < 05(1 (u,v,w)p

QUAL A RELACAO ENTRE ,¥,2 COM u,v,w?

e OoX = 050, + O1X —

02:2 :<x_h7y_k72_l)E

e Mpr a matriz de mudanga da base E para a base F' (ver Eq. (B.1.2)):

a1 13
MEF - 91 93 ’
31 Q33

onde as colunas contém as coordenadas dos elementos de F' na base
e Pela férmula de mudanga de base, Eq. (B.1.3),
x—h U
((ﬁ)E:MEF(O?())F@ y—k| =Mgr| v

z— 1 w
E F
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Portanto, a relagao entre as antigas (z, y, )y, e novas coordenadas (u, v, w)s,
de X é dada por:

T h U
y| =1k| +Mer|ow
z [ w
E E F

onde 21 = (Ol,E), 22 = (OQ,F) c 02 = (h, k,l)zl.

As equacoes de mudanca de coordenadas de Y| para > sao:

;
r=h+ Q11U + Q12U + Q3w

4 Yy = k—l—ozglu—l—ozggv—l—ozggw

\ z=1+ 31U + 32U + 33w,

onde X = (z,y, 2)s, = (u,v,w)s,, Os = (h,k, 1)y,

Nota. Temos que

U z—h z—h
v _ ME;J{-’ y— e Corol.:B.l.ll MFE B I ’ (Mll)
w z—1 z—1

F E E

o que nos fornece as equacgoes de mudanca de coordenadas de >y para ;.

Exemplo M.1.1. Ver Exercicio 76 em Slide de Exercicios.
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M.1.2 Origens distintas: Translacao

Se as origens (01, Oy sao distintas e a base dos sistemas de coordenadas ¥ =
(01, FE) e 39 = (09, F) sao iguais, dizemos que s é obtido pela translacao de
Y1 para o ponto O,

"'OQ
O,

Neste caso,

Mgpg =1d

e portanto, as

equagoes de mudanca de coordenadas de X1 = (Oq, E) para ¥y = (O, E)

(por translagao) sao:
)

r=h+u
| z=I1l+w,

onde X = (z,y, 2)y, = (u,v,w)x,, Oy = (h, k,1)x,.
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M.1.3 Bases disitintas: Rotacao

Se a origem dos sistemas de coordenadas ¥; = (O, E) e ¥y = (O, F) sao iguais,

dizemos que X5 é obtido pela rotacao de >;.

Caso Particular: a base F' é obtida “girando” a base E em torno de Oz no sentido

anti-horario por um angulo ¢

e ¥ = (O, (€1, ey, €3)) sistema ortogonal

o 25(0, (f1, f2, f3)) sistema ortogonal

o f3=0¢3

e fi e fysaoobtidos “girando” €] e €; em torno de Oz no sentido anti-horario

por um angulo 6:

Logo,
f1 = cosfe; + sin féy;
cosd —sinf 0
o Mpr = sinf cosf 0

0 0 1
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as equacoes da rotacao de X; em torno de Oz, de 6 radianos,
em sentido anti-horario sao:

)
T =ucosf —vsind

§ ¥y =wusind + vcosf (M.1.3)

Z=w,

onde X = (z,y,2)y, ¢ X = (u,v,w)y,.

Nota. (Verifique!)

1 0 0

1. Mantendo €7 fixo: Mgr=| 0 cosf —sinh

0 sinf cosf

€

€4, €3 sentido anti-horario

cosf 0 —sind

2. Mantendo €, fixo: Mgpr = 0 1 0

sinf 0 cos6f

€1, €3 sentido horario
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Tarefa: Um sistema de coordenadas ortogonal ¥ = (O, F) esta fixado.
Sabendo-se que um cubo tem uma face contida no plano 7 : x — y = 0, ou-
tras duas faces paralelas a Ozy e que uma diagonal tem extremidades A =
(vV2,—v2,1) e G = (v/2,4/2,3), aplique translacdo e rotacio para determinar
os outros seis vértices.

Fonte: Boulos, Geometria Analitica

e fazer rotagdo de X de 7 /4 radianos: ¥ = (O, F)

m cada face do cubo é paralela aos planos coordenados de X,
e M = (1/2,0,2)s, ponto médio de AG
e fazer translagao de 3y para M: 3y = (M, F)

= usando a relagao (M.1.1) (e lembre-se que Mpgp = ML), encontre as
coordenadas de A em relagao a 3s: A = (a,b,¢)x,;

m 0 cubo é simétrico em relacao aos planos coordenados, aos eixos coor-
denados ou a origem de Xo:

G =(-a,—b,—¢)y,, B=(a,b,—c)s,, C=(a,—b,—0)s,,...

Resp.:
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Nota. (Verifique!)

3. No plano:

as equacoes de mudanca de coordenadas por translacao de > para o
ponto Oy sao:

r=h+u
y=k+uv,
onde X = (z,y)x, = (u,v)y,, Oy = (h,k)x,;

as equacoes de mudanca de coordenadas por rotacao de X; de 6 ra-
dianos em sentido anti-horario sao:

T =wucosf —uvsind

y =usinf +vcost

onde X = (z,y)s, = (u,v)y,.

Até o momento estudamos:
e sistemas de coordenadas de pontos no espaco E3
e lugares geométricos de pontos no espaco E3: retas, planos
e as equacoes que determinam tais lugares geométricos satisfazem equacgoes

de primeiro grau:
equacoes da reta na forma planar, equacao geral do plano.

Préximo passo:

e estudar lugares geométricos de pontos cujas coordenadas satisfazem uma
equacao de segundo grau:
- conicas: mno plano
- quddricas: no espago.
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