Geometria Analitica, 19 de junho de 2023 Pad.1
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Objetivo

Estudar ortogonalidade e perpendicularismo de retas e planos do espaco Eucli-
deano E3.

Obter a medida angular entre retas ou entre planos ou entre reta e plano e
a distancia entre pontos, retas e planos.

Lembre-se:

Para usarmos as férmulas para o calculo de distancia entre pontos ou de pro-
duto escalar entre vetores precisamos de uma base ortonormal e portanto de
um sistema de coordenadas ortogonal: veja Teorema P’.2.2.

Para usarmos as formulas para o calculo de produto vetorial entre vetores
precisamos de uma base ortonormal positiva: veja Teorema OPv.2.2.

SEMPRE QUE USARMOS TAIS FORMULAS ESTAREMOS CONSIDERANDO UM
SISTEMA ORTOGONAL COM BASE POSITIVA.
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Geometria Analitica, 19 de junho de 2023 Pad.2

Pad.1 Ortogonalidade e perpendicularismo

Vimos na Proposicao R.4.1 que duas retas r e s no espaco podem ser paralelas,
concorrentes ou reversas e que: se L §, e

e se r e s sao concorrentes, entao r e s sao perpendiculares.

e se r e S sao reversas, entao r e s sao ortogonais ou perpendiculares.

g ya

QUANDO UMA RETA E PERPENDICULAR A UM PLANO?

QUANDO DOIS PLANOS SAO PERPENDICULARES?

Pad.1.1 Vetor Normal

Seja m um plano em E3. Um vetor normal a 7 é qualquer vetor nao nulo 77
ortogonal a 7.

Nota.

e Um vetor é normal ao plano se, e somente se, é ortogonal a qualquer vetor
paralelo ao plano.

e Um vetor é normal ao plano se, e somente se, é ortogonal a quaisquer
vetores diretores do plano.

e Um vetor é normal ao plano se, e somente se, é ortogonal a dois vetores
diretores do plano.
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COMO ENCONTRAR UM VETOR NORMAL A 77

e 1 e U vetores diretores de .

77 nao nulo é normal a m <=1 ¢é ortogonal a u e a ¥

@, 5LI .

Def.OPuv.2.1

— — ~

e U A\ U sao paralelos.

e 7) =1 /AU éum vetor normal a 7

Figura 1: P. Boulos

QUAL A RELACAO ENTRE VETOR NORMAL E EQUACAO GERAL DE 77

e m:ax+by+cz+d=0 com a,b, c nao todos nulos
[ ]

Prop.R.A4.3
—

U= (m,n,p) || m (a,b,c) - (m,n,p) =0

base orton.

Prop.P.2.2 77 _ (CL, ’ b, C) i

base orton.
e 7= (a,,b,c) # 0 é vetor normal a 7
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A reciproca também vale:

Proposicao Pad.1.1. Considere em E3 um sistema de coordenadas ortogo-
nal. Entao 77 = (a,b,c) # 0 € um vetor normal a se, e somente se, T PoSSul
equacao geral da forma

axr +by+cz+d=0.

Nota. A proposicao acima nao é valida se o sistema de coordenadas nao
é ortogonal.

Exemplo Pad.1.2. Sejam B = (i}, K) uma base ortonormal e E' = (€}, é&, €3)
outra base onde

—

€1 =14, €27,

—

€3 =1+ 7]+ K.
Considere o sistema de coordenadas ¥ = (O, E). Obtenha um vetor normal ao
plano 7w de equacao z = 0 no sistema ..

Consequéncia:

1. Se 71 e my sao vetores normais, respectivamente, aos planos m e m e 7 €
um vetor diretor da reta r, entao
(a) r e ™ sao perpendiculares se e somente se 7 e 7 sao paralelos;
(b) 71 e my sdo perpendiculares se e somente se 711 e 7y sdo ortogonais;

(c) m e m sdo paralelos se e somente se 7 e 7y sdo paralelos.

Figura 2: P. Boulos
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Exemplo Pad.1.3. Ver Exercicios 63 e 64 em Slide de Exercicios.

Pad.2 Medida Angular

Pad.2.1 Medida angular entre retas

Sejam 7 e s duas retas com vetores diretores 7 e 5.
A medida angular (ou o angulo) entre r e s é a menor medida entre as
medidas angulares dos vetores diretores de r e de s:

min{ang<777 5') - CI/]’Lg(—F, —§)7 CLTLg(?T, _§) - ang(_f; g)u }

Denotamos por ang(r, s) a medida angular entre r e s e temos

0 <ang(r,s) < g

e se ang(r,s) = 0 entdo r e s sdo paralelas

e se ang(r,s) = % entdo r e s sdo ortogonais (podem ser concorrentes ou

reversas)

s
2

COMO CALCULAR O ANGULO ENTRE DUAS RETAS?

I_# e -5 também sdo vetores diretores
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e 01 = ang(r,3)

¢ 02 = a'ng(_f; §)

e ) =1 — 0, = cosby = —cosb,
cosbq, 0, € 10,2
e cos(ang(r, s)) = 1 01 €10, 3] = | cos 61
—costh, 0, € [§,7]
Prop.P.1.5 r-5
e cost = T
1711151
Portanto,
se r e s sdo duas retas em E3, entdo
cos(ang(r, s)) = 7 5 (Pad.2.1)

17115117

onde 7 e § sao vetores diretores de r e s, respectivamente.

Exemplo Pad.2.1. Ver Exercicio 65 em Slide de Exercicios.
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Pad.2.2 Medida angular entre reta e plano

Sejam 7 uma reta transversal a um plano m em E?.
A medida angular (ou o angulo) entre r e 7 é a menor medida dentre
todas as medidas angulares entre r e retas s contidas em 7.

COMO CALCULAR O ANGULO ENTRE UMA RETA E UM PLANO?

e 7 um vetor diretor da reta r

e s uma reta qualquer em 7w

QUANDO O ANGULO ENTRE 7 E s E MINIMO?
QUAL UM VETOR DIRETOR ADEQUADO PARA s7

e 77 um vetor normal ao plano .

e U a projecao ortogonal de " ao plano 7:
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projar = ;‘nﬁHT;F (Proposicao P.2.7)
— — — — — — — — F. ﬁ —
F=projr +uU=— U =7—projar = |4 =7 — Hﬁ”Zn

® § = cosai+ sinaj é um vetor diretor unitario de s, @ = ang(§,7)

73|
7115

=77

cos(ang(r,s)) =

o - §=(cosa)r- '+ (sina)r-J
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Geometria Analitica, 19 de junho de 2023
— — — — — — F‘ ﬁ — - =
ejlue J1ln e |lu=r-— ||_)H2n =—=7-7=0
n
o - 5= (cosa)r-i
°
|cosar - | |cosal|F- | Des.Schwarzr.1.5 | cosall|7||||Z]|
= ) -
T T

, ;. arccos dec. , .~
® ang(r,s) é minimo =~ = m <= s ¢ a projecao ortogonal de r em 7

T

Proposicao Pad.2.2. A medida angular entre uma reta r transversal a um
ang(r,m) = 5 ang(r,n),

plano m € dada por

onde n € uma reta ortogonal a .

ang(r,n)) = cos(ang(r,n))

T _

e sin(ang(r,m)) = sin(3

(Pad.2.2)

Por (Pad.2.1),
se r é uma reta transversal ao plano m, entao
|7 7|

17 {H177 1|

sin(ang(r, 7)) =

onde 77 é um vetor normal a 7.
SMA300 - Geometria Analitica Perpend., angulo, distancia

Peron



Geometria Analitica, 19 de junho de 2023 Pad.10

Pad.2.3 Medida angular entre planos

Sejam 7 e m dois planos transversais em E3.
A medida angular (ou o angulo) entre m; e m é a medida angular entre
duas retas quaisquer r; e ro perpendiculares a m; e 7o, respectivamente.

o

Figura 3: P. Boulos

COMO CALCULAR O ANGULO ENTRE DOIS PLANOS?

e 777 um vetor normal ao plano m

e 75 um vetor normal ao plano 7y

e 71, 72 sao vetores diretores de r1 e 79
e cos(ang(my, m)) = cos(ang(ry,r2))

Por (Pad.2.1),

se m e My sao planos transversais, entao

- 7
cos(ang(my, m)) = m, (Pad.2.3)

onde 17, e 7, sao vetores normais aos planos m e 7y, respectivamente.

Exemplo Pad.2.3. Ver Exercicios 66 e 67 em Slide de Exercicios.
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Pad.3 Distancia

Pad.3.1 Entre dois pontos

A distancia entre dois pontos A = (z1,y1,21)x € B = (22, 1s, 22)y de E? é 0
numero real

d(A,B) = |4B|.

Se ¥ é um sistema de coordenadas ortogonal, d(A, B) pode ser calculada por
(ver Proposicao R.1.3):

d(A, B) = \/(QZQ — ZL‘1>2 + (y2 - y1)2 + (ZQ — 21)2. (Pad.3.1)

Exemplo Pad.3.1. Ver Exercicio 68 em Slide de Exercicios.

Pad.3.2 Entre um ponto e uma reta
Sejam P um ponto e r uma reta em E? tais que P ndo pertenca a .

Definicao Pad.3.2. A distancia entre o ponto P e a reta r, denotada por
d(P,r), é a menor das distancias entre P e os pontos de r, a qual é dada pela
distancia de P ao ponto () da projecao ortogonal de P a r.

AN

Q

COMO CALCULAR d(P,Q)?
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Pad.12

j_.i
P
h /N
h
p .
A @ B A Q g 7
e A e B pontos distintos de r
L] Q a.r prOj egao Ortogonal de P a T (Q = r N s, s Unica reta perpendicular a r passando por P)

o h=d(P,Q) ="

e area do triangulo ABP é:

ShIAB|
AP A AB||

1
area(ABP) = §area(ABXP)

e area do paralelogramo ABPX é

Como r := Ag ¢ um vetor diretor de r, temos

se P é um ponto ndo pertencente a uma reta r em E3, entdo

d(P,r) =

onde 7 é um vetor diretor de r e A um ponto de r quaisquer.

(Pad.3.2)

Exemplo Pad.3.3. Ver Exercicio 69 em Slide de Exercicios.
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Pad.3.3 Entre um ponto e um plano
Sejam P um ponto e 7 um plano em E? tais que P ndo pertenca a .

Definicao Pad.3.4. A distancia entre o ponto P e o plano 7, denotada
por d(P,7), é a menor das distancias entre P e os pontos de m e é dada pela
distancia d(P, Q) de P ao ponto ) da projecao ortogonal de P a 7.

COMO CALCULAR d(P,Q)?

157

e A ponto qualquer de 7
e () a projecao ortogonal de P a

e d(P,7) = d(P,Q) = |[projsAP |

Pela Proposicao P.2.7,

se P é um ponto nao pertencente a um plano 7 em E?, entdo
d(P,m) = (Pad.3.3)

onde n é um vetor normal a m e A um ponto de 7 quaisquer.
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Em particular:

Serm:ar+by+cz+d=0, P=(x9,10,2) ¢ A= (21,91, 21), entao

_axg + by + cz + d

va?+ b2+ 2

d(P, )

Exemplo Pad.3.5. Ver Exercicio 70 em Slide de Exercicios.

Pad.3.4 Entre retas

Sejam 7 e s duas retas em ES.

Definicao Pad.3.6. A distancia entre a reta r e a reta s, denotada por
d(r,s), é a menor das distancias entre os pontos A de r e os pontos B de s.

Se r e s sao concorrentes ou paralelas idénticas, entao

d(r,s) = 0.

Se r e s sao paralelas distintas, entao

peraiss |AB AT _ |ABAS|

17

d(r,s) =d(A,s) =d(B,r)

—

I5°]

Y

onde A€reBEcs.
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e Se r e s sdo reversas, d(r, s) = d(P, Q) onde P e () sao pontos de intersecgao
de r e s , respectivamente, com uma reta t perpendicular a r e s.

e 71 plano que contém r e é paralelo a s

e B um ponto qualquer de s

o d(P,Q) =d(B,)
PRECISAMOS DE UM PONTO EM 7 E UM VETOR NORMAL A 7

A um ponto qualquer de r (.. A € 7)

7 vetor diretor de r

S vetor diretor de s

7 A\ § é vetor normal a
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Pela Equacao Pad.3.3,

se r e § sao retas reversas, entao

|AB -7AF

d(r, s) = Pad.3.4

onde 7, § sdo vetores diretores e A, B pontos (resp.) de r e s quaisquer.

Exemplo Pad.3.7. Ver Exercicio 71 em Slide de Exercicios.

Pad.3.5 Entre reta e plano

Sejam r uma reta e m um plano em E3.

Definicao Pad.3.8. A distancia entre a reta r e o plano m, denotada por
d(r,m), é a menor das distancias entre os pontos A de r e os pontos B de .

COMO CALCULAR d(r,m)?

e 7 vetor diretor de r e 71 vetor normal a 7:

Se r é transversal a w (7 77 # 0), ent@o

d(r,m) = 0.

A=B

/
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Se r esta contida em 7 (7- 7 = 0), entao

d(r,m) =0.

A=R

e Ser éparalelaaTer (i =0), entdo d(r,7) = d(P,n).

Pela Equacao Pad.3.3,

se r é paralela a m e r € 7, entdo

== -l (Pad.3.5)

onde A é um ponto de 7, 7 é vetor normal a m e P é um ponto de r .

Pad.3.6 Entre planos
Sejam 7 e m planos em ES.

Definicao Pad.3.9. A distancia entre os planos m e m, denotada por
d(my, ), é a menor das distancias entre os pontos A de m; e os pontos B de .
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COMO CALCULAR d(7y,m2)?

e 71 ¢ 7l vetores normais a m; € ma:

[ J
Se m e Ty s@o transversais (7iy, Mz LI), entao
d(ﬂ'l, 7T2) = 0.
7
w9 A=D0D
[ J

Se m e Ty s@o idénticos (71, 11 LD), entao
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e Se 7 e mo sao paralelos distintos (7, 7o LD), entao

d(my,m2) = d(P,m) = d(Q, m),

para quaisquer P € m ou ) € .
Pela Equacao Pad.3.3,

se m; e my sao paralelos distintos, entao

(Pad.3.6)

onde 77 é um vetor normal a 7; (ou 7my), P é um ponto de m; e @ um
ponto de my quaisquer.

m

T ?'J‘g
.

Ly Q

Em particular (Tarefa!):
Se P = (x9, Y0, 20) ¢ um ponto de m; e
m:axr+by+cz+dy =0, mo: ax + by + cz + dy = 0,

entao
o ‘a$0+by0+620+d2| o ‘dg—dl‘

A = e VeiPid

Exemplo Pad.3.10. Ver Exercicios 72 a 75 em Slide de Exercicios.
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