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Objetivo

Definir o produto vetorial entre dois vetores e o produto misto de trés vetores.
Estudar suas propriedades e aplicagoes ao cédlculo de areas e volumes.
Estudar a relacao de produto vetorial com ortogonalidade.

Para isso necessitamos do conceito de “orientacao”em V3.
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OPv.1 Orientacao em V3

Definicao OPv.1.1. Sejam E e F duas bases de V3. Dizemos que a base E é
equivalente a (ou concordante com) F', e escrevemos E ~ F'| se

det(MEF) > 0.

Seja B o conjunto de todas as bases de V3.

A relacao ~ é uma relacao de equivaléncia em B, ou seja, satisfaz as trés
seguintes propriedades:

1. ~ éreflexiva: F ~ FE para todo F € B:

Mgg = Id.
2. ~ é simétrica: se £ ~ F', entao '~ E:
Mpg = (Mgp)™".
3. ~ é transitiva: se E ~ Fe F ~ G, entao £ ~ G:

Mgc = MgrMpg.

Seja F uma base de V3.

Definimos a classe de equivaléncia de FE, denotada por £ como sendo o
conjunto de todas as bases equivalentes a F, ou seja,

E={FeB|F~E}={F € B|det(Mgr) >0}.
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Proposicao. Existem apenas duas classes de equivaléncia em B, ou seja,

B=EUF, ENF=1.

Definicao OPv.1.2. Cada classe de equivaléncia de B chama-se orientacao
de V3.

Uma vez escolhida e fixada uma classe de equivaléncia, diz-se que V? estd
orientado. Neste caso cada base da orientacao escolhida é chamada base
positiva, e cada base da outra orientacao é chamada base negativa.

Para uma explicacao geométrica da palavra “orientacao”, leia, por exemplo, Apéndice O do livro

Geometria Analitica - Paulo Boulos.

Convengao:

Uma base E = (ef , €5 ,&) de V3 obedece a regra da méo direita se
podemos representar os vetores €1, €s, €3 na seguinte forma

Fonte:

Orientamos V¥ com uma base que obedece a regra da mao direita.

f,
:

|

Flgura 1: E € F Obedecem a I'egra da méO dll"elta, F]_ néO Obedece Fonte: Livro Geometria Analitica, Boulos

Uma base positiva em V? é aquela que obedece a regra da mao
direita.
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OPv.2 Produto Vetorial
Motivagao

Sejam @ e U dois vetores LI de V3.
6/’
—>
u

Entao!, existe um vetor nao nulo @ ortogonal a @ e

T

Se 1 = 1@ ev= @, os pontos A, B e C determinam um tnico
plano 7.

Existe uma tnica reta r perpendicular ao plano .

A direcao de w é dada pela reta r, portanto, é tinica.

O sentido e o mdodulo de W nao sao Unicos.

COMO ESCOLHER DE MODO UNICO UM VETOR ORTOGONAL A 4 E U7

I Fizemos exercicio para determinar 1, conhecendo as coordenadas de i e ¥ em relacdo a uma base ortonormal.
Veja Exercicio 22 em Slide de Exercicios.
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Definicao OPv.2.1. Sejam % e ¥ dois vetores de V3.
O produto vetorial de « e ¢ é o vetor, denotado por u A U (ou @ x ), tal
que:

1. Se @ e ¥ sdo LD, entdao @ A ¢ := 0.

2. Se u e v sao LI, entao

(a) U AU éortogonal a i e a ¥ (impdem @ A paralelo a r)
(b) ||u A V]| = ||]|||v]] sin 6, onde 6 = ang(u, v) (1 A 1 > 0 fornece 2 pontos em )
(¢) (4, v, 4 A U) é uma base positiva. (deteormina o ponto de r a sor escolhido)
uUNY
N U AT
&

Nota.

1. Se 4 e ¥ sdo LI, as propriedades (a), (b) e (¢) da definigdo determinam
unicamente o vetor u A vU.

2. O produto vetorial é um vetor.
3. O produto escalar é um ntimero real.

4. w AU =0 se, e somente se, 4 e v sao LD.
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OPv.2.1 Area de paralelogramo

Aplicacao de produto vetorial:
A area Ay ppc do paralelogramo ABDC' gerado por dois vetores u e v LI de

V3 é dada por:

Auppc = ||YI/\ 17”

B D
. u .-:ff
u 0 N
S A . -
U

C

0}

Como calcular © A 07

Lembre-se da condicdo para dois vetores serem LD/LI: Proposigao B.1.4.

Teorema OPv.2.2. Seja E = (1,7, K) uma base ortonormal positiva.
Se = (x,y,2)p eV = (a,b,c)g, entdo

7R
L y oz x z|, rT oy
UNU = L — ]+ K=z y =z
& a ¢ a
a b c

Exemplo OPv.2.3. Ver Exercicio 29 em Slide de Exercicios,
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OPv.2.2 Propriedades de produto vetorial

Proposicao OPv.2.4. Para quaisquer vetores i, v,w em V3 e escalar \ € R,

vale:

. ﬁ /\ /(7 — _fl_f /\ ﬁ. (ndo € comutativa)

2

3. UN(U+ W) =UuANVT+UdANW.

4. (U+ V) NT=UNT+ TN,

Demonstra¢ao. Seguem das propriedades de determinante. (tarefa!) ]

Nota.
[ ] /II /\ 17 — 0 : /L_L) — 0 ou U — 0 ? N&o. @ e ¥ podem ser nao nulos e paralelos
[ ] f[[:/\ /17: ?,—[:/\ /U—j : 17: ’U?? Nao, apenas que & A (T — @) =0
L] ?j/\ 27—{— U7 A ZT = ”LT/\ (’17—|— u7)7 Nao, TAT+ @A G =i A (T — D)

e Faz sentido (WA ) Aw e A (UAW)? sim.

I
£y
>

L] Se Sim, Vale (/L_[ /\ /l_))) /\ U_j (Y /\ QE)? Nio, AN AT=0eTAGAD) = —R (é associativa?)
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Proposicao OPv.2.5. Para quaisquer vetores i, U e w, valem?:
1. (UND)ANW = — (V- W)U+ (U - 0)U;
2. UN(UAW) = (u- W)U — (u- ).

Demonstracao. Tarefa! []

Corolario (Identidade de Jacobi).

—

(@A) AT+ (TAB) AT+ (T AT) AT =0.

Exemplo OPv.2.6. Ver Exercicio 30 em Slide de Exercicios,

Corolario OPv.2.7. Sejam u, v vetores LI. Entao,

1. (T AT) AW € uma combinagdo linear de i e U, para todo vetor W € V3;

2. F = (u,(@ AV) AN, @ A T) é uma base ortogonal positiva de V3.

Corolario OPv.2.8. Sejam u, v vetores LI. Entdo, B = ()], K) onde
o L#, e (UNT) AU
]| I

é uma base® ortonormal positiva de V3.

Sl

. AU
— — o d /i: ——»7
(@ A o) Al [ A

Exemplo OPv.2.9. Ver Exercicios 31 a 33 em Slide de Exercicios.

20 duplo produto vetorial ndo depende da orientacio!
3Note que 7"é paralelo a @, e Jé combinacao linear de @ e de 7.
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OPv.3 Produto Misto

A definigdo do produto misto de trés vetores (LI) no espago é motivada pelo
calculo do volume de um paralelepipedo gerado por tais vetores.

OPv.3.1 Volume de paralelepipedo e tetraedro

Calcular o volume Vp do paralelepipedo P = OABCDEFG determinado por
trés vetores @, b e ¢ LI de V3.

L ‘:"‘I /,.-/i?

Fonte: Slides da profa. Maria do Carmo

e p = (drea da base)(altura) = (drea paralelogramo OABC)h

e 4rea da base = ||@A b

. _ Prop.P.2.7 ‘5 (5:/\5”
P lrelastl T A

e Portanto,

Definicao OPv.3.1. Sejam @, ¥ e @ trés vetores de V3.
O produto misto dos vetores #, ¥ e W, nessa ordem, é o numero real

— —
;

U AU - W, denotado por [, U, w]:
(@, U, W] := (« A\ V) - 0.
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Nota. Sejam d, b e & vetores LI de V3:

Gi—AB, b=AC, &é=AD.

Estes vetores definem também um tetraedro:

Fonte:

O volume do tetraedro é:

Vi = é(volume do paralelepipedo determinado por @, be c).

Fonte:

COMO CALCULAR DE MANEIRA MAIS RAPIDA O PRODUTO MISTO?
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Proposicao OPv.3.2. Seja E = (1)), K) uma base ortonormal positiva. Se

U= (z1,y1,21)E, U= (T2,Y2,22)p, W= (23,93 23)E,

entao
1 Y1 <

[ﬁﬂj',u_f]: Ty Yo 29

r3 Y3 <3

Corolario OPv.3.3. Sejam E = (.}, K) uma base ortonormal positiva e i, U

e W trés vetores de V3.

1. 1, U e W sao LD se e somente se [u, v, w] =0
2. U, U ew sao LI se e somente se [u,v,w]| # 0.
[]

Demonstracao. Imediata: veja Proposicao 3.1.6.

Corolario OPv.3.4. Sejam E = (.7, K) uma base ortonormal positiva, F =
7,%) e G = (@,b,C) bases quaisquer de V3. Entdio,

(4,
a,b.
1. detMEF:[U,’U,fLU]. 2. detMFG:—[?,’_,’C__]).
(4, U, ]

Corolario OPv.3.5. Sejam E = (1,],K) uma base ortonormal positiva e F =

U, W), onde @, T e W sdo trés vetores de V3.

(u, U, w
1. Se [u,v,w] = 0, entao F' ndo € base.

2. Se [u,v,w] # 0, entdo F ¢é base;
(a) se [u,v,w] > 0, entdo F ¢é base positiva;

(i
(b) se [u,v,w] <0, entdo F € base negativa.
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Proposigao (Propriedades do produto misto).
Sejam o, B € R e @, 0,0, U, v;,w; € V3, i=1,2.

1. O produto misto € tri-linear:

(a) [aily + By, U, = ality, ¥, @] + Blids, ¥, 0];
(b) [@, o, + B, @ = ald, &, @] + B[, T, ]
(¢) [iL, B, oy + Bibs] = alil, 5,4 + Blid, ¥, ).

2. O produto misto € alternado:

[u,v,d] = —

3. Seda=a1u+biv+ 1w, b = asti + by 4+ o e ¢ = azu + b3v + c3w, entao:
ap b ¢
[&,b,C] = | a9 bg (&) [U,U,U)].

as bz c3

Demonstracao. Para os itens 1 e 2 usar a defini¢ao de produto misto (tarefa!)
e para o item 3 basta usar o Corolario OPv.3.4.

]

Exemplo OPv.3.6. Ver Exercicios 34 e 35 em Slide de Exercicios.
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