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Objetivo

Definir o conceito de produto escalar entre dois vetores e sua relagao com orto-
gonalidade.

Construir base ortonormal: o calculo com vetores com coordenadas em
relacao a base ortonormal se torna mais simples.

P.1 Produto Escalar

Para definir produto escalar precisamos responder as seguintes duas perguntas:
1. Como definir a medida do angulo entre dois vetores @ e v do espaco?

2. Como “calcular” a medida do angulo entre dois vetores u e ¢ do espago?

P.1.1 Angulo entre dois vetores nao nulos de V3

Considere os seguintes vetores nao nulos de V3:

Fonte: Slides Profa. Maria do Carmo
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Considere os pontos O, P e () tais que

i=0DP ei=00.

%

<y

Fonte: Slides Profa. Maria do Carmo

Definicao P.1.1. A medida angular (ou a medida do angulo) entre os
vetores @ e v é a medida # do angulo PO(Q com 0 < 0 < 7. Escrevemos

0 = ang(u, V) ==<(u, V).

Nota: Existem duas escolhas para definir a medida do angulo entre os vetores
# e U. Nossa escolha é aquela de modo que a medida esta entre 0 e 7.

Exemplo P.1.2. Considere os vetores:

> > - -

w

S
<y
oy

Fonte: Slides Profa. Maria do Carmo

e Qual a medida do angulo entre os vetores @ e v 7 é zero
e Qual a medida do angulo entre os vetores w e w 7 € m.

e Qual a medida do angulo entre os vetores w e v 7 é .

e Qual a medida do angulo entre os vetores @ e 77 7 é /2.
e Qual a medida do angulo entre os vetores @ e §7 é m/2.
e Qual a medida do angulo entre os vetores w e 777 é w/2.
e Qual a medida do angulo entre os vetores W e §7 é /2.
e Qual a medida do angulo entre os vetores 7e §7 é

Se os vetores nao sao tao “bem comportados”, como calcular o angulo?
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Lei dos cossenos: Sejam ABC um triangulo como na figura abaixo, a o
comprimento do segmento AB, b o comprimento do segmento AC, ¢ o compri-
mento do segmento BC' e 6 o angulo formado pelos segmentos AB e AC.
Entao,

& =a®+ b* — 2abcosb. f

Considere dois vetores ¢ e ¥ nao nulos e pontos O, P e () tais que

OP —iie 00 =7

/ @ - o
u — v

v
- o 6 Q

Fonte: Slides Profa. Maria do Carmo

Pela Lei dos Cossenos:

17— al1* = [1@l|* + |7]* - 2[|@]| 7]l cos O, 6 = ang(@, 7).  (P.1.1)

Nota:

1. A equacao acima diz que podemos calcular o angulo entre os vetores u e
v conhecendo os valores: |||, ||v]] e || — ]|

2. Sejam u e v vetores nao nulos. Entao,

—

0 = ang(u,v) = 7/2 <= ||u]|||V]| cos @ = 0.
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Definicao P.1.3. Dizemos que dois vetores @ e v sao ortogonais se:
e ou um deles é o vetor nulo;
e ou ambos nao nulos e a medida do angulo entre eles é 7/2.

Notacao: u L v.

P.1.2 Produto escalar

Definicao P.1.4. O produto escalar entre os vetores i e v de V?, indicado
por u - U, é o numero real tal que

e Se u ou ¥ € o vetor nulo, u- v := 0.

e Se 1 e U sao nao nulos e 6 é a medida do angulo entre os vetores @ e v,

—

u-v = ||dl|||V]| cos €.

Proposicao P.1.5.

(P1) Se @ e U sao ndo nulos e § = ang(u,v), entao

cosf = v
[l@ 7]

1

(P3) 4 L U se e somente se & - v = 0.

(P4) (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Para quaisquer que sejam @ e 0 em V3,
[ - o] < lal[[[7]]-

A igualdade vale se, e somente se, © e U sao LD.
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Curiosidade: Quando x,y € S1(0) (esfera de raio 1), a fungao angulo

X -

0(x,y) = arccos (|—y

= arccos(x - y)
x|l \)

¢ a distancia geodésica entre os pontos x e y, usualmente dita a funcao que
determina a “distancia real”’na Terra (“variedades”), veja Geodésica.

- I / (b) Tlustracao distancia geodésica:

) Delfim Moreira-MG, 2019 fonte internet

Nota: As propriedades P1 e P2 da Proposicao P.1.5 dizem que podemos
calcular o angulo entre dois vetores conhecendo o produto interno entre vetores.

MAS...

e Nao sabemos CALCULAR a norma de um vetor...
e Nao sabemos CALCULAR o produto interno entre vetores...

e Tudo o que foi feito é geométrico...

e Vamos retomar as coordenadas de vetores e base do espaco!

e Para termos propriedades analiticas!
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P.2 Base Ortonormal

Definigao P.2.1. Uma base E = (€1, é,¢3) de V3 é uma base ortonormal
quando os vetores €7, €5 e €3 sao unitarios e dois a dois ortogonais, isto é,

el =1, fleall =1 e ] =1,

51 1 52, 51 1 53, c 53 1 52.

Teorema P.2.2. Seja E = (&, &, &3) uma base ortonormal de V3.
Se = (x,y,2)p e U= (a,b,c)g, entdo

1.

[ ] = V/oT+ o2+ ]

—
IS

- U = xa+ yb+ zc. ]

ye2

Nota.
1. As férmulas acima valem somente quando a base E é ortonormal.

2. As férmulas acima valem para qualquer base ortonormal.
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Exemplo P.2.3. Ver Exercicios 20 a 22 em Slide de Exercicios.

Proposicao P.2.4. Para quaisquer vetores @,V e @ de V3 e qualquer escalar
A € R, vale:

.Z- (L_L’ * ( ) — U * 7.7+ U * /IE; (distributiva)
2. U (\U) = (M) - U= Au - 7);

3. ﬁ ° U — /17 * ,L_[/); (comutativa)

4. Se @ #0, entio @i > 0.

Demonstracao. Tarefa! (use as coordenadas dos vetores em uma fixada base ortonormal). [

Nota.
o - U=0=u=0 ou v=07 Nao, @ - v = 0 diz que 4 é ortogonal a .

e Faz sentido as expressoes: (¢ - ) -w e - (V- wW)? Nao, @7 é nimero e ndo

se faz produto escalar entre niimero e vetor. Podemos fazer apenas multiplicac¢ao por escalar: (u-9).

—

e Se sim, vale (4 - ¥) - w=u- (V- w)? (¢ associativa?)

Exemplo P.2.5. Sejam @ um vetor nao nulo e 7" o conjunto dos vetores em
V3 que sdo ortogonais a w. Prove que:

(a) w ¢ T}
(b) Qualquer combinagao linear de vetores em T pertence a T

)
)
(¢) Se u,v € T sao LI, entao (u, v, w) é LI;
(d) Trés vetores quaisquer de T sao LD;

)

(e) Sew,v € T sao LI, entao 4, v geram T', isto é, todo vetor de T é combinagao

linear de i e v.

T é chamado plano ortogonal a w.
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P.2.1 Projecao Ortogonal

Motivacao: A projecao serd usada na construcao de base ortonormal.

Dados dois vetores @ e ¥ em V3, é
possivel decompor o vetor ¥ como
soma de dois vetores p), ¢,

v=p+4q,

de forma que p seja paralelo a @ e ¢
seja ortogonal a u?

OO,A,Btaisqueﬁ:O_ﬁeﬁ:O?

e (. ponto de interseccao da reta perpendicular a reta OA que passa por B

e Por construcao (geométrica), os vetores

satisfazem:

Definicao P.2.6. Seja @ um vetor nao nulo em V3.

Dado um vetor v, a

projecao ortogonal de v sobre u é o vetor p, denotado por proj;v, que

satisfaz as condigoes:

u ¢ (v—p) L u.
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Sempre existe o vetor projecao ortogonal de um vetor # sobre @ #£ 0 7
Ele é tnico?

No caso de existir, temos uma expressao analitica para o vetor projecao p?!

Proposicao P.2.7. Seja @ um vetor nao nulo em V3. Para qualquer vetor v,
existe uma unica projecao ortogonal de U sobre U dada por

projet = (0)
Il

cuja norma €

[ - ]
Il

lprojav]| =

Exemplo P.2.8. Ver Exercicio 24 em Slide de Exercicios.

Vimos como é facil calcular o produto escalar de dois vetores e, portanto, é
facil calcular:

- a norma de vetores, (@] = Va- )
- a medida angular entre vetores, (6 = arccos ki)
- a projecao ortogonal, (projut = f=tri)

quando as coordenadas dos vetores sao em relacao a uma base ortonormal.

Y,

- E se a base nao é ortonormal?
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Se E = (€1, €, €3) é uma base de V3 que nao é ortonormal, entao é possivel
construir uma base ortonormal B = (,],K) a partir de F'!

Como??

Nota. Obtendo a base B, podemos fazer a mudanga de base de E (nao
ortonormal) para B (ortonormal) e trabalhar sempre com as coordenadas dos
vetores em relacao a base ortonormal B, onde é facil fazermos os céalculos!!

P.2.2 Processo de Ortonormalizacao de Gram-Schmidt

Seja E = (€1, €, €3) uma base de V3,

—

e Construgao! de B = (i,], k) ortonormal a partir de E:

1. Escolher ¢ como o versor e7:

Ver simulacao no
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2. Decompor €5 em dois vetores ps e ¢ tais que:

€3
®cy=p2t G
o || T v
€
o qa L7 P2
(2
Sabemos que
. L 2 W Lo
P2 = PpProjre€ = HZHQ L= (62 l’)[’ € g2 = €2 — P2.
Logo,
Gp = €y — (€ - 1)L
Escolha??,
. @ R
I= (L7

(]

projyés

2¢, # 0 pois {€,7} é LL
3Note: "¢ paralelo a € e Jé combinacdo linear de &, e &
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3. Decompor €3 em dois vetores u e g3 tais que:

43/
®f3=U+g3
e U, e ] sao coplanares;

—

U
e (3 é ortogonal a r'e a J. /

i é a projecao ortogonal de €3 ao plano gerado por e J
Segue do Exemplo P.2.5-(e)* que existem «, § € R tais que
7= ai+ 67

Temos €3 = U + @3 €

U, r, J sao coplanares = u = ai'+ (7 para algum «, 5 € R
g3 € ortogonal a i'= - g3 = 0.

¢3 € ortogonal a 7=—=7-¢3 = 0.

Logo,

3 =63 —U=¢3—al—[]
e
- L L U €3
Uy =0 <= *(es—ai=pF]) =0 & les—ati=0 & a = =—

Ul

e
- — — — — I.gg
I3 =0<=J(—a=f)) =0 Je—F1T=0e 0= =
Logo,

@3 =€ — (- €)= (- )]

{57} LI
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Escolha?,

—

q3 (

B L2 RLY)
13|

=N

K=

A base B = (1,],K) é ortonormal!

Nota. A matriz de mudanca de base E para B é uma matriz triangular
superior:

Megp= 10 % %

0 0 =

Exemplo P.2.9. Ver Exercicios 25 e 26 em Slide de Exercicios.

ALGUMA PROPRIEDADE A MAIS SOBRE A RELACAO ENTRE Mpgp E Mpg?

47 # 0 pois pelo Exemplo P.2.5-(¢) temos que {€3,,7} é LI
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o [/ = (€),8,¢3) base e B = (1,], ) base ortonornal de V3
e ¢1 = (a,b,c)p; e =(d,e, flp; € =(g,h,i)p;
a d
e Mpp=10b ¢ h
c f 1
o
a b c a d g €1-€ €
(Mpg)'Mpe=|d e f||b e n|=]c& & &
g h i c f 1 €3 €1 €3

Proposicao P.2.10. Sejam E = (€, €5, €3) uma base e B = (I,],K) uma base

ortonormal de V3. Entdo, E € ortonormal se, e somente se,

(MBE)tMBE = Id.

(P.2.1)

Corolario P.2.11. Se B e E sdo bases ortonormais de V3, entdo °

Mpp = (Mpp)™' = (Mgg)'

det MBE = —1.

detMBE= 1 ou

®Veja Nota na pag. B.6
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Nota.

1. E muito mais facil encontrar a matriz transposta que a matriz inversa de
uma matriz.

2. Matrizes M que satisfazem a condigao (P.2.1), isto é,
M'M = Id,
sao chamadas matrizes ortogonais.

3. Dada uma matriz M, ela pode ser pensada como uma matriz de mudanca
Mpg de uma base ortonormal B para uma base F e
M ¢ ortogonal se, e somente se E é ortonormal.

Portanto, M é ortogonal se, e somente se,

e Cada coluna de M constitui um vetor unitario.

e Duas a duas de quaisquer colunas (distintas) de M constituem vetores
ortogonais.
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