Geometria Analitica, 28 de marco de 2023 B.1
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Objetivo

Apresentar o conceito de base e coordenadas de um vetor em relagao a uma
base para auxiliarem no calculo entre vetores.

B.1 Base

Definicao B.1.1. Uma terna ordenada E = (€7, és, €3) de trés vetores LI de
V3 chama-se base de V3.

Vimos que (Proposicao D.1.9 - Slide 2) um qualquer Z € V3 é combinagao
linear tinica dos elementos €7, €5, €3 de uma base, ou seja:

T = 1‘151 + .I'2672 + .27353, (Bll)

onde os escalares x1, xo, T3 sao Unicos para cada vetor T.

Definicao B.1.2. Chamamos a terna (z1,x2,23) de nimeros reais em (B.1.1)
de coordenadas do vetor ¥ na base E. Escrevemos

T = (561,3727373)3

Exemplo B.1.3.

(a) 4= (ug,us,u3)p = U = (1,9, V3) p <= Uy = V1, Ug = Vg € U3 = V3.

Peron SMA300 - Geometria Analitica Base



Geometria Analitica, 28 de marco de 2023 B.2

B.1.1 Interpretacao das propriedades de vetores usando coordena-
das

Propriedades:

ul,ug,ug)E, U= (Ul,Uz,Ug)E e A € R temos

i = (
a) U+v= <U1+U1,U2+U2,U3—|—U3)E
)

Dependéncia linear de dois vetores:

Queremos obter um critério para analisar quando os vetores @ e ¥ em V? sao
LD/LI através de suas coordenadas:

a: (Ul,’UQ,Ug)E, 6: (Ul,U27U3)E

@, 7 LD <= 3a, S nao ambos nulos tais que i+ 87 =10

< da, B nao ambos nulos; (ozul + 51}1, auy + ﬁvg, aus + ﬂl}g)E = (O, 0, O)E

auy + 5?)1 =0
< < aus+ fvo =0 tem mais de uma solucao (nula e nao nula, SPT')
aus + Pvg =0

Proposicao B.1.4. Dois vetores 4 = (uy,uz,u3)p e ¥ = (v1,v2,v3)g sio LD se
e somente se

ur V1 ur M Uz V2

Uz Vg Uz V3 uz v3

Corolario. Se um dos determinantes acima € nao nulo, entao os vetores U,V
sao LI.

ISistema Possivel e Indeterminado
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Exemplo B.1.5. Ver Exercicios 11 e 12 em Slide de Exercicios.

Dependéncia linear de trés vetores:

Queremos obter um critério para analisar quando os vetores @, ¥ e @ em V3
sao LD /LI através de suas coordenadas.

Z_j = (ul,UQ,Ug)E, 17: (Ul,UQ,Ug)E, IU = (wl,wg,wg)E

@,7,@W LD <= 3a,B,~ nio todos nulos tais que «ii + 7+ v =0

auy + B +yw =0
< { aus + Puvs +ywh =0 tem mais de uma solucao (nula e nao nula)

aus + 51}3 +’71173 =0

Proposi¢cao B.1.6. Trés vetores © = (uy,us,u3)p, v = (v1,02,03)p € W =
(w1, we, w3)g sao LD se e somente se

(coordenadas de U %) Uiy Uy Us
(coordenadas de U %) V1 Uy Vg | — 0.
(coordenadas de W %) w1 Wy wWs

Corolario. Se o determinante acima € nao nulo, entdo os vetores u,v e W $G0
LI
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Exemplo B.1.7. Ver Exercicios 13 a 15 em Slide de Exercicios.

Nota:
e Em V3, uma base é formada por 3 vetores LI. As bases nao sao unicas!!

e Conhecendo-se uma base, um qualquer vetor pode ser representado de
de maneira tnica por uma tripla ordenada de ntumeros reais, ou seja, po-
demos identificar V3 com R3.

e Todas as propriedades de vetores podem ser reescritas usando coordenadas.

e Computacionalmente é mais facil e pratico realizar as operacoes sobre ve-
tores usando as coordenadas.

B.1.2 Mudanca de base

J4 sabemos que V3 nao possui uma tnica base.

Motivacao:

e Reescreva o sistema da resolugao do Exercicio 15-(b) em forma matricial.

DADO UM VETOR % EM V3 E DUAS BASES E E F DE V3, QUAL A RELACAO
ENTRE AS COORDENADAS DE % NA BASE £ COM AS COORDENADAS DE 4 NA
BASE F'?7
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Mudancga de base:
o [/ =(é1,6y,€63) e F = (fl,fé,fg:) bases de V3
e Dado um @ € V? com coordenadas (1, z2,23)g € (Y1, %2, ¥3)F, temos
T=118 + 128 + 1385 e T=ufi+yph+yfh

e Cada vetor de F pode ser escrito como uma combinacao linear dos vetores
da base E, ou seja, existem escalares «;; tais que

f1 = a11€1 + a6 + asz1€3

— —

fo = a12€1 + 00€5 + 130€3

J3 = a13€1 + az3€s + a33€3.
Qg
o coeficiente de €; © indice def;

e Logo,

U=y f1+y2fo +ysfs

= y1(1€1 + 9162 + a3163) + Yo 261 + €2 + (13,€3)

+ y3(13€1 + a3y + a33€3)

= (a11y1 + 0 10ye + 3ys)el + (o1y1 + 0ooye + asys)es
+ (3191 + ya + as3y3)Es.

e Pela unicidade das coordenadas,

T1 = anyr + @y2 + ai3ys
To = 21Y1 + ooY2 + 23y3
T3 = 31Y1 + 302 + A33Y3.
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Escrevendo as equagoes acima na forma matricial:

T a1 13 U
o) - Q21 93 Y2 ) (B-1-2)
T 31 16
NPy AT B) NS/
~V TV wV
() Mgpr (@) r

e (u#)p: é a matriz coluna n x 1 formada pelas coordenadas de u na base F;
e ()p: é a matriz coluna n x 1 formada pelas coordenadas de u na base F;

e Mpp: ¢é a matriz quadrada n X n na qual a coluna 1 é formada pelas
coordenadas de f1 na base E; a coluna 2 é formada pelas coordenadas de
fg na base F e a coluna 3 ¢é formada pelas coordenadas de f3 na base F.

Definicao B.1.8. A matriz Mgy é chamada matriz de mudanca da base
E para a base F.
Notacoes:

Nota: Como fi, fa, f3 sao LI (pois F' é uma base), temos que o determinante
de Mgr é nao nulo. Portanto, a matriz mudanca de base possui matriz inversa

(Mgr)™! e vale
Mgr(Mgp) ™' = (Mgr) 'Mgr = Id,

onde Id é a matriz identidade:
100
Id:=1010
001

Exemplo B.1.9. Ver Exercicios 16 a 18 em Slide de Exercicios.
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Existe alguma relacao entre Mgr e Mpg??

Proposicao B.1.10. Sejam E, F,G trés bases de V3. Entdo,

MgrMpg = MEgg.

Corolario B.1.11. Sejam E e F bases de V3. Entao,

Mpg = (Mgp) ™.

Exemplo B.1.12. Ver Exercicio 19 em Slide de Exercicios.
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