Gram-Schmidt, Schwarz e a desigualdade triangular
nao serao cobrados.

Levar Caneta azul ou preta e documento fisico com foto.
(Vocé também podera usar lapis e borracha para suas resolucdes na prova).



Lembre que o volume usa o modulo:

— - -

Seja E = (1,], K) uma base ortonormal positiva. Determine x € R
de modo que o volume do tetraedro determinado pelos vetores
v=(1,1,1), v=(2,x,1) e w = (0,1,—1) seja 1.

1 — . . . .
Solugdo: Temos 1 = V,; = EIJ/\V -w| & |UA V- w| = 6.

1 1 1
GAV- wW=|2 x 1|=x—2+1—2=x—3.
0 -1 1

Logo, [x —3| =642 x—3=6 oux—3=—6¢&=
x=9oux=-3. 0



Considere as retas r: X = (0,0,0) +A(1,2,4), Ac R e
s: X =(1,0,—2) +A(—1,—-1,—1), A e R.

I Encontre as coordenadas do ponto de interse¢do entre elas.



Soma de dois vetores em V"

Sejam &, V dois vetores em V". Sejam A, B e C pontos de E” tais

que
7=AB e v=BC.

Defini¢ao
O vetor A_(.2 é chamado a soma ou adicdode G e Ve é
representado por 4+ V.

Ou pela regra do paralelogramo:

Suponha que 7 = ABe V= A_é Seja D tal que ACDB seja um

paralelogramo como na figura.
B D

S

A - S
Entio i+ V=AD e v—id=BC. O

C



Considere o triangulo ABC como na figura e seja X como na
figura. Suponha que AX = m - XB, com m > 0. Escreva o vetor
X em funcdo dos vetores EZ e @ c

.\,

X »

Solugdo: Temos

A_(_!+C7=ﬂ Por outro lado,
R XB - B AC+CB=AB=AX+XB=m-XB+XB = (m+1) - XB.
Portanto Ou seja, 1
AC+2.CX + XB = AX + CB. )TB)=m—+1-(A_C)+C_B')
Logo, e obtemos
2.CX = AX + CB — XB — AC 2-E?="’—_1-(—EZ+C_§)+H?’+EZ
=(m—1)-)73’+C_B'+a. (l_m—) j+(1+—i) B
—A+ +1 . CB.
Portanto,

1 m
—la-{-m—HEBD



Serem paralelos € o mesmo que ........ e 0 mesmo que .......

Fixe uma base E = (€1, &, €3) de V3. Determine m € R de modo
que os vetores b = (2,—1,1)g e vV = (m,2m, 4) g sejam paralelos.

Solugdo: i e V sdo paralelos se, e somente se, existe um A € R tal

2=Am
que { —1=2Am

1 =4A.
Segue que A = 1/4 e temos que m =8 e m = —2. Logo, ndo
existe m € R que torna os vetores paralelos. [J

No espaco como ver se 3 vetores sao LD ou LI?



Seja E = (&}, &, &) uma base de V3. Considere os seguintes
vetores de V3: 7= (1,2,—1)g, A = (1,1,1)g, fo = (m,2m,—1)¢
e 3 =(0,4,3)¢. L

(a) Para que valores de m, o conjunto F = (fi, f, f3) é uma base
de V3?7

(b) Nas condicbes do item (a), calcule m para que u = (0,1,0)F.



Solucio: Para mostrar que F é uma base de V3 basta mostrar que
os vetores de F sdo LI. Para isso utilizamos o Segundo Critério.
Devemos calcular o determinante:

1 m 0
1 2m 4 |=6m+4m+4—3m=T7Tm+ 4.
1 -1 3

Portanto, F = (f{, é, F;) é uma base de R3 se, e somente se,
7m + 4 # 0 se. e somente se, m # —4/7.

(b) Devemos encontrar um m € R (com m # —4/7) tal que
u= (0, 1, O]F.

(1,2,—1)¢ = & = 0f +16+0f = 1(m,2m, —1)g = (m,2m, —1)E.
1=m

—1=-1



Sejam E = (&1,6,6;) uma base de V3, fi =6, — &, o = & — &
e f3 = 3&.

(a) Mostre que F = (f;, f5,f;) é uma base de V3.

(b) Calcule m para que os vetores & = (0, m,1)g e V= (0,1,—2)¢
sejam LD.

Solugdo: (a) Notemos que
A=(1,-1,0g, H£=(0,1,-1)g e f3=(0,0,3). Para

—

mostrar que F = (ﬁ, f>, f3) é uma base de V3, devemos calcular o
determinante:

1

1 00
—1 1 0|=34#0.
0 -1 3

Portanto, os vetores de F sdo LI e isso implica que F é uma base
de V3.



(b) Como t'# 0, v # 0, recordemos que
e VLD & e vV paralelos & existe A € R tal que o= AV.

Como &= (0,m,1)g e V= (0,1,—2)F, a primeira vista a resposta
parece ser m = —1/2.

Mas reflita...

A resposta estd errada! Onde estd o erro? Antes de prosseguir
tente descobrir o problema... Descobriu? Vamos descobrir juntos!
O objetivo é olhar para as coordenadas dos dois vetores e verificar
se elas sdo proporcionais ou n3o. Para fazer isso, as coordenadas
dos dois vetores devem ser em relacio a mesma base.



Vamos determinar as coordenadas de vV em relacdo a base E.
V=0fi+1 62 -f=1(&—&)—2038&)=&—Ta&.
Logo, &= (0,m,1)g e V= (0,1,—7)g. Portanto,

1
Jev?LD(=)m=—?. O

Exercicio:

Seja E = (i, V, w) uma base de V3. Considere os vetores
F=0+2Vv—(1/3)W e b=—id+(1/2)V.

(a) Para quais valores de m € R a lista de vetores (3, 5, C), onde

¢ = m(id+ V) + w, forma base de V3?

(b) Escolha um valor para m de modo que F = (3, b, €) seja uma
base de V3 e encontre as coordenadas do vetor 7= (7,4, —1)g em
relacdo a base F.


Ana Claudia Nabarro
Exercício:  


Solugdo: (a) A lista de vetores (3, b, €) forma base de V3 se, e
somente se, a lista (3, b, &) é LI.

As coordenadas do vetor ¢ em relacdo a base E sio (m,m,1)g.
Portanto, a lista (3, b, €) é LI se, e somente se,

1 2 —1/3
-1 1/2 0|#0.
m m 1
Temos
112 —1/3 1 m m 5 m
— /2 0 =§+§+€+2=§+5
m m 1

5 -
Portanto, 2 - g = 0 se, e somente se, m = —5. Logo, {3, b, C} é
LI se, e somente se, m # —5.
(b) Seja m # —5. Temos que F é uma base de V3. Logo existem
x, B, vy € R tais que

F=oad+pb+vyeE.
Portanto



Ti+47—W = «(G+27—(1/3)W)+B(—id+(1/2)7)+y (mi+mi+w).

Portanto,
x—B+my=7
1
20 + §B+my=4
1
—§oc+y=—1
1
Temos que y = —1 + §oce obtemos
1 m
oc—[3+m(—1+§cx)=7 (1+§)a—ﬁ+=7+m
1 1 m 1
20L+5[3+m(—1+§oc)=4 (2+§)a+§B=4+m



1+ Da—B+=7+m
(4+?m)oc+[3=8+2m

Logo

2
(1+%+4+ ?m)oc=7+m+8+2m

ou
(m+5)a=15+3m=3(5+ m).

Como m # —5, segueque x =3 ey =0. Comisso3—pB=7e
B = —4. Portanto, as coordenadas do vetor F = (7,4,—1)¢ em
relacdo 3 base F sdo r=(3,—4,0)¢. O



- =

Descreva os vetores X tais que X- (L+)— k) =0, onde B = (1,],K)
é uma base ortonormal.

Solugdo: Denote X = (a, b, c)g. Note que L +)—k = (1,1,—1)g.
Como B é uma base ortonormal temos

X-(t+)]—k)=0&=a-1+b-1+c-(-1)=0&>c=a+b.

Logo, X = (a,b,a+ b) = a(1,0,1) + b(0,1,1), onde a, be R. O



Seja £ = (0, E) um sistema ortogonal de coordenadas em E3.
Sejam A=(2,2,1), B=(2,1,1) e C = (0,1,2). Encontre as
coordenadas do ponto D = (x, x, x), x € R, de modo o tetraedro
ABCD possua volume 5.

Solugdo: Recordemos que o volume do tetraedro ABCD é dado por

* |i78, a¢, 2D

A=(2,2,1) e B=(2,1,1) —> AB = (0,—1,0)
A=(2,2,1) e C =(0,1,2) = AC = (—2,-1,1)

A=(2,2,1) e D = (x,x,x) =>H)’ =(x—2,x—2,x—1)
0o -1 0

—2 -1 1
x—2 x—2 x—1

=—(x—1)—2(x—1) =—-3x+4.




5=%|[@,A_C',E]‘ 5= %|—3x+4l
3 |—3x + 4| =30

—3x+4=30=>x=—2?6
=
—3x+4=—30=>x=3?4.

Logo, ha dois pontos:

D, = (—26/3,—26/3,—26/3)
D, = (34/3,34/3,34/3). O



Seja £ = (0, E) um sistema ortogonal de coordenadas em E3.
Determine o ponto da reta r: X = (1,0,0) + A(1,1,1), A € R que
distam /2 do ponto A = (1,1,1).



