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1. Seja By = {(x,y) € R?*: 22 + y* < 1,y > 0}. Resolva o problema de Dirichlet

Au=0 em By
uw(z,0)=0 —-1<z<1
u(r,y) =y* 2*+y*=1,9y>0

Dica: Use o principio da reflexao de Schwarz e a identidade

1
sin® @ = zsine -1 sin(36).

Solucao: A dica para usar o principio da reflexao de Schwarz é para evitar todos os
passos do método de separacao de variaveis indo direto para a solucao do problema
de Dirichlet na bola.

Observamos que a solucao é unica, pois o dado de fronteira é continuo e consequen-
temente é possivel aplicar o principio do maximo. Uma vez que o problema é no
semicirculo By e u(x,0) = 0 para —1 < x < 1, para encontrar a solu¢do podemos
usar o principio da reflexao resolvendo o problema

Au =0 em B
u(x,y) =y> sobre B

Observamos que a escolha do dado de fronteira, 33, sobre 9B, y < 0, foi feita
mantendo-o impar em relagdo a y. Escrevendo esse problema em coordenadas po-
lares, v(r,0) := u(r cos 6, rsin ), temos

1 1
Vpr + =0 + — 09 = 0 r<1,0<60<2nr
r r
v(1,6) =sin®# = 3sinf — 1sin(36) 0<6<2r
Utilizando a resolucao do problema de Dirichlet no disco, sabemos que a solucao é
do tipo
v(r,8) = % + Z r" (a, cosnd + b, sinnh)

n=1



Impondo o dado de fronteira v(1,6) = sin®f = %sin@ — 1sin(36), 0 < 0 < 2,
obtemos

3 1
a, =0 Vn >0, bl:Z’ bgz—z, b, =0 paran € {2,4,5,...}.

Portanto,
3 1
v(r,0) = 1" sinf — Zr?’ sin(36).

Como v(r,0) = v(r,7) = 0, a fun¢ao v é a solucao do problema no semicir-
[0,1]x[0,7]
culo, a qual escrita em coordenadas cartesianas é

1
u(z,y) =v(r,0) = zr sinf — erg sin(30) = % (3= 32" +¢7).

. Seja u uma funcdo harmonica em num conjunto aberto  C R? e continua em (.
Seja (xo, o) um ponto de Q onde u(zg,yo) = 2. Seja F; o conjunto dado por

Ey ={(z,y) € Q:u(z,y) > 1}.

Mostre que a fronteira 0FE7 nao pode ser uma curva fechada contida em §2.

Dica: use o principio do maximo.

Solucao. Suponha por absurdo que 0E; seja uma curva fechada contida em €2. Como
u ¢ continua, u(x,y) = 1 para todo (x,y) € 0E;. Portanto u resolve o problema

Au=0 em int(F;)
w=1 sobre OF,

onde int(E;) denota o interior de E;. Pelo principio do méaximo, u = 1 em E;. Mas
por hipoétese, existe (zg,yo) € E1 tal que u(zg,yo) = 2, uma contradicao.

. Sejam By = {(z,y) € R* : 2* + y* < 1}.
Seja u € C*(B;) N C°(B;) uma funcio satisfazendo

Au =sin(u) em B
u=~0 sobre 0B;

e |u(z,y)| < 7 para todo (z,y) € B;. Mostre que u = 0.

Solucdo (Primeiro modo): Sendo B; é compacto e u € C°(B;), segue do Teorema
de Weierstrass que existem (Z,,, Ym), (Tar,ynr) € By tais que

W, Ym) < u(z,y) < ulzar,yn) V(x,y) € By

Se (T, Ym), (Tar,yn) € OBy, entao u = 0.



Se (Tm, Ym) € By, entdo
0 < Au(zpm, Ym) = sin(u(Zm, Ym))-

Isto e o fato que |u(z,y)| < m para todo (x,y) € By, resulta que 0 < u(Zp, Ym) < 7.
Como u = 0 sobre 0B, segue que o valor minimo de u é zero e também é assumido
em 8B1

De modo analogo, se (zr,yn) € By, entao

0 > Au(zpr, yp) = sin(u(zar, yar))-

Isto e o fato que |u(z,y)| < m para todo (x,y) € By, resulta que —m < w(zp, yar) <
0. Como u = 0 sobre 0By, segue que o valor maximo de u é zero e também é
assumido em 0B;.

Portanto, de todo modo, os valores maximo e minimo de u em B; sao assumidos

em 0B;. Como u = 0 sobre 0B;, temos u = 0.

Solucao (Segundo modo): Multiplicando a equagdo pela solu¢do u e integrando
temos

/uAudacdy:/ usin(u) dzdy. (1)
B1

B1
Pela primeira identidade de Green

/ uAudxdy:/ ua—udS—/ |Vul? dedy
B o8, 0N B

Como u = 0 sobre 0By, temos

/ uAudrdy = —/ |Vul? dedy (2)
Bl Bl

Por hipotese, |u(z,y)| < m para todo (x,y) € By. Assim, o lado direito de (1) é nao
negativo. Portanto, por (1) e (2), temos

|Vul? dedy <0,
By

ou seja, [Vu| = 0 em B;. Usando que B; é conexo e u € C?(B;) N C°(B;) segue
que u é constante, a qual é nula porque u = 0 sobre 0B;.

4. (Problema de Neumann e o principio da reflexdo de Schwarz).

(a) Sejam B = {(z,y) € R?: a2 + 3% < 1,y > 0} e u € C2(B;) N C°(B{) uma
fungio harmonica em B; tal que ‘g—Z(x, 0) = 0. Demonstre que a fungao

u(r,y) y>0
u(z,—y) y <0

U(z,y) = {
obtida de u pela reflexao par em relacao ao eixo y, ¢ harmonica em Bj.

3



(b) Seja u a solugao do problema misto no semicirculo

Au=0 em B

u(z,y) = 2% sobre 0By, y >0
0

a—Z(z,O)zO 1<r<1

Calcule u(0,0).

Solugdo (a): Seja v a solu¢do do problema (levamento harmonico de U)

Av=0 em By
v=U sobre 0B,

a qual existe, é tnica e é dada pela formula de Poisson. Afirmamos que v é uma
funcao par em y. De fato, primeiramente é facil verificar que v(x, —y) é harmonica
em Bj. Seja a funcao
w(z,y) =v(z,y) —v(z, —y).
Assim, w satisfaz
Aw =0 em B;
{ w=20 sobre 0B;

Pela unicidade de solucao, w = 0; logo,
v(z,y) = vz, —y) V(z,y) € By (3)

verificando a afirmacao. De (3), temos

em particular,
ov
— =0.
a9 (2,9)

Portanto, u e v sao solugoes do seguinte problema

Av=0 em B

v=U sobre 0B, y >0
0

Z(2,0)=0 -1<z<1

Jdy

Em particular, 2 = u — v é solucao do problema

Az=0 em B
z2=10 sobre 0B, y > 0
0z



Afirmamos que z = u — v = 0. De fato, pela primeira identidade de Green,

/ zAzdxdy:/ z%ds—/ |V 2|*dzdy.
Bf Bt on Bt

Assim,

/ IV z|?dxdy = 0.
By

Como z ¢é continua em Bj" e z = 0 sobre 0B, y > 0, seque que z = 0, ou seja,
v=u=U em B e sendo par com relagao a y, temos v = U em Bj. Portanto, U ¢
harmonica.

(b) Seja u a solugao do problema misto no semicirculo

Au=0 em B
u(x,y) = 2> sobre By, y > 0

g?am:0-4§x§1

Pelo item (a), a funcdo

u(z,y) y>0
u(z,—y) y <O,

U@w%={

coincide com u em Bj e ¢ solugdao do problema

AU =0 em B1
U(z,y) = z*> sobre dB;.

Observamos que a escolha do dado de fronteira, 22, em dB; N {y < 0} foi feita
mantendo-o par em relacao a y. Pela formula de Poisson

1—r2 (27 cos? ¢
0) = d
utr,0) or /0 r2+1—2rcos(¢ —0) ¢

onde temos usado 22 = cos? ¢ sobre 0B;. Em particular para r = 0,

2w 2 .
w00 =00.0) = 5 [ eostois= - [T L (4, B0

. (Versdo do teorema de Liouville). Seja u harmoénica em R? tal que
|Vu(z)|Pdr < +oo.
R2

Mostre que u é constante.




Dica: Exercicio 8 da Lista 10.

Solu¢ao: Como u harmonica em R?, segue do Exercicio 8 da Lista 10 que as derivadas
u, € u, também sdo harmonicas em R?. Pelo Exercicio 13(a) da Lista 10,

Vul* = (ua)* + (1)

é subharmonica em R? porque é uma soma de funcoes subharmonicas em R2. Por
hipétese

|Vu(z)Pdr < 4.
R2

Segue do Exercicio 13(c) da Lista 10 que |[Vul*> = 0 em R?, implicando que u ¢
constante, pois R? é conexo e u & C°.



