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Modulo 2 — Oscilacoes

Oscilador harmoénico.
Oscilacbes amortecidas e forcadas.

Bibliografia:
Modulo 2 (Oscilacoes):

o H. Moisés Nussenzveig, Curso de Fisica Basica, vol. 2,
Capitulo 3 (Oscilador Harmonico) e Capitulo 4 (Oscilacoes
Amortecidas e Forgcadas).



O Oscilador Harmonico

Exemplos de sistemas mecanicos: péndulos,
diapasoes, cordas em instrumentos musicais,
colunas de ar em instrumentos de sopro, ...

Em sistemas elétricos: corrente alternada, filtros,
sistemas de transmissao (radio/video), ...

> Em sistemas mecanicos, em pocos de potencial,

temos trajetorias oscilantes
W Para pequenas oscilagdes em
- F(x)= T torno do equilibrio, a forca é

aproximadamente linear

F(x)=—kt — /() = % I

A energia potencial € parabdlica



O Oscilador Harmonico

Sistema massa-mola

| o | Considerando x como a elongag¢ao da mola
: : em relagao a condicdo de equilibrio, temos a
I I equacao do movimento:
; | B ¥
mm N ]“u = I mx = F(x)=—kx
e T % | m
mo ! Dividindo a equacg&o por m e definindo k
X .om : W= |—
(a) (b) . (c) m
Equilibrio | Esticada | Comprimida Temos: dzx 5
X = = — X
l dt
Na condigao de _ A B B
equilibrio o peso do Sistemas que tém esta equacdo como a equacgao do
corpom é movimento, sdo chamados de Osciladores Harmonicos.
compensado pela _ _ _
elongacdo da mola Qualquer sistema oscilante, para pequenas amplitudes

de movimento pode ser considerado como um oscilador

(Mg=kx,) harmonico.




‘ O Oscilador Harmoénico

Sistema massa-mola

(a) (b)

Equilibrio. Esticada . Comprimida

i | l;{_ | =
f° oiREsT=Res G| m
Py | :
X : i
|
|

.._dzx_ .
X = % =—°x

Equacao diferencial de
22 ordem para x(t)

(envolve a derivada segunda)

Equacdes diferenciais podem ser resolvidas por
meétodos numéricos (computador).

Tomando-se At suficientemente pequeno,

d*x
dt*

1 | dx dx
(?) NE[E(ZJFN)_E@}
d 1
7’:@) ~ A—t[x(t + A)—x(1)]
Parat=0 — % 1 _
ara (0 %~ [x(0+ AD—x(0)]

v(0) = Ait [x(At) — x(O)]

x(At) = x(0)+v(0)Ar




‘ O Oscilador Harmoénico

Sistema massa-mola

Equacdes diferenciais podem ser resolvidas por
meétodos numéricos (computador).

(b)

T I l X s
I ______ =
Py | i
X : i
I "
|

Equilibrio . Esticada
2
. d’x X
X = = — X
dt

Equacao diferencial de

22 ordem para x(t)

(envolve a derivada segunda)

Tomando-se At suficientemente pequeno,
d’x 1| dx dx
B S T . )y —| —(t+At)——— (¢
j-t- %= a2 At[dt( ) a’t()}
d’x 1| dx dx
Parat=0 — 0)~—| —(O+At)——(0
dtz() At[dt( ) dt()}
. Comprimida 1
a(0) = -’ x(0) = E[V(Al‘) — v(O)]
V(AL) = v(0) — w*x(0) At 3 (&) -,
< e
x(At) = x(0) + v(0)At L EEE

k

a)= - F— i '}I | i L I 1 =._I
m ol Ar 2A¢ \\




O Oscilador Harmonico

Linearidade e Principio da Superposicao

2
Qualquer equacao diferencial linear, tem as — 4 d°x n B@ L+ Cx=0
seguintes propriedades: dl‘z dt

i) Se X4(t) e x,(t) sdo solugdes, x4(t)+x,(t)

. - A, B, C sao constantes que nao
também ¢é solucao.

dependem de x

i) Se X(t) é solugao, ax(t) (a=constante) também
€ solucao.

A combinacgao das duas regras fornece que:

X(t)=Ax,(t)+bx,(t), com a e b constantes, também & Principio da Superposig¢ao

solucado (Combinacgao Linear).

d’x 5
= > = — X
dt

Equacao diferencial de
22 ordem para x(t)

&

(envolve a derivada segunda)



O Oscilador Harmonico

Sistema massa-mola

0 t Xs
|
| m
| : |
X : m :
(@ (b) | (c)
Equilihriu! Esticada . Comprimida
2
. d'x . p
X=—=-0'x Y \ﬁ
dt m

/

Parece uma solucao do tipo senoidal

Vamos supor que senos e cossenos sejam solugao
da equacao diferencial do sistema massa.

x(t) = acos(wt)+ bsen(wt)

x(t) = Acos(wt + @) ou

Com a, b, Ae ¢ constantes

Equacao diferencial de a = Acos(p)
22 ordem para x(t) b = Asen(o)
(envolve a derivada segunda) ( A=+la’+ D>
| cos(@) = ¢
a’ +b*




O Oscilador Harmonico a = Acos(p)

: b = Asen
Sistema massa-mola x(t) = acos(wt) + bsen(wt) 2
x(t) = Acos(wt + @) ,A: [2 4 b2
{
a
_ |k cos(p) =——
=,|— 2 b2
0 m k a +
: : 27 _
| . w=——=2nf frequéncia angular (rad/s)
X I ' T
| |
(@) : () : () wt+@ =6 Fase do movimento (rad)
Equilibrio. Esticada . Comprimida =

¢  Fase inicial (rad)

.._dzx_ .
X = % =—°x

Equacao diferencial de
22 ordem para x(t)

(envolve a derivada segunda)




‘ O Oscilador Harmonico {a:Acos«o)

' b=A
Sistema massa-mola x(¢) = a cos(t) + bsen(wt) sen()
x(t) = Acos(at + @) VENEE

| ” |
] | |
iy I I 2 < a
é _ |k cos(p) =—F——
0 E i i s Tge W= ; k a’ +b?

S T L SR b gt x
[ i l L, : m
X

® . (© x(0)=x, —> x(t) = Acos(wt + @)

Condicdes iniciais

| (a)
Equilibrio. Esticada . Comprimida V(O) =, x(()) = Acos(w) =X,
o d*x 5 v(t) = x(t) = —wA sin( wt + @)
X = =— X
dt’ v(0) =—-wAcos(p) =v, >
_ ]2 Y
Equacao diferencial de Acos(p) = x, S A=y /x% + >
a .
27 ordem para x(t) — wAsin(p) = v, X,
(envolve a derivada segunda) COS((D) =—
[x(r) = a cos(wt)+ bsin(wt) A

v, .
x(t) = x, cos(wt) +—sin(wr)
@



‘ O Oscilador Harmoénico

Sistema massa-mola Energia do oscilador harmdnico

Energia Cinética

JZ'LL: : g T(t)=%m5c2(t)=%ma)2A2 sin”(awt + @)
- % ....... gt

| l" | . | Energia Potencial
T Lt -1 m
i I I . 1 o) . 1 2 2 . 1 2 42 2
x m | Ult)==kx"(t) =—mo'x" (t)=—mw" A" cos” (wt + @)
(@) (b) . (c) 2 2 2
Equilibrio ! Esticada | Comprimida Energia Total
1
2 A E=Tt)+U(t)=—mw’A*> = const
. d'x w= |~ 2

~w°x - 1

4P T=E-U=—ma*(4*-x?)

Equacao diferencial de
22 ordem para x(t)

(envolve a derivada segunda)




‘ O Oscilador Harm®énico - exemplos

Péndulo de Torgao O torque no fio sera T = —kgp
. Onde k é o coeficiente elastico de torcdo
I | Considerando-se | como o momento de inércia, temos:

j r=Ila=1¢p
o & Portanto: ]gﬁ — —kgﬁ
k

¢=—7¢

d’x 5 \/?

s — o = e oo 2

x_dtz_ @ X m gp:_a)gp w=.|—
Equacao diferencial de

22 ordem para x(t) Solugao:

(envolve a derivada segunda) (D(t) = A cos(a)t 4 ¢0)

@(t) = acos(wt)+ bsin(wt)



O Oscilador Harmonico - exemplos

Péndulo Simples Decompondo as forcas em componentes
angular e radial, temos:

ma,, = mro® =ml(0)* = 3—mgcosb

ma, = mra =mlé = —mgsin 6

A segunda equacao descreve o0 movimento:

16 =—gsin6

| e
O =— g sin @ Para6<<1=>sin6=6

. d’x 5 _ |k [

X=—>=-0'x Y7\, ) p ;
dt 9:—59 w = 7 T =2rn |—

Equacao diferencial de [ 4

22 ordem para x(t) Solugao:

(envolve a derivada segunda) (9(1) = A cos(a)t 4 ¢)

O(t) = acos(wt)+ bsin(wt)



O Oscilador Harmonico - exemplos

Péndulo Simples Vamos reconsiderar o problema, sem a aproximagéo
para pequenso angulos.

Energia Cinética 7 = %m(ra))2 = %mlz(é)z

0
Energia Potencial U =-W,_,= mgj sin@-1d6
0

U =mgl(1-cosB)

| EnergiaTotal  f %mzz(ér)2 +mgl(1-cos )

dzx 2 W= \/E Em especial, nos pontos de > B (1 a)
N dt’ —Twx m retorno da oscilagéo, temos: = mg cosb,

Equacao diferencial de
22 ordem para x(t)

(envolve a derivada segunda)

b

0= %mzz(é)2 +mgl(cos 8, —cos 6)

6=90 _ +./(2g /1)(cos @ —cos 6,)

dt



O Oscilador Harmonico - exemplos

Péndulo Simples Energia Cinética
— — dg

dt =+
\/(2g/l)(cosﬁ cosd,)
Integrando no semi-ciclo positivo, temos:
to+T/2
_[ df = j do
s, (22 1)(cos 6 —cos 6,)

A integral da direita € uma integral eliptica, sem

solugcao analitica.

Mas, em segunda aproximacgao, pode-se obter:

T=2rx i(1+i<902j
16

Equacao diferencial de g

(o)
23 Ordem para X(t) L aprmiTmud;ﬁn '
. Nesta condicao, o periodo " parabdlica
(envolve a derivada segunda) . \ g
depende da amplitude do o+ Ly
movimento !!! \L 4

'éu 0 éu :




‘ O Oscilador Harm®énico - exemplos

Pendulo Fisico O torque no pendulo sera

T =—Mgssinf
Considerando-se | como o momento de inércia, temos:
r=1a =10 =—Mgssin0
Mgs
l

0 =— sin &

Igual ao pendulo simples, mas com :
. d’x 2 e \/E /
X = =—w X
dt* "
! /
Equacéo diferencial de T'=2r g Z —

22 ordem para x(t)

(envolve a derivada segunda)




O Oscilador Harmonico - exemplos

Liquido num tubo em U Vamos olhar para o problema, a partir das energias:

Energia Potencial U(z) =mgz = pAz-gz = ,()Agz2

o 1, 1 dz\’
=y, Energia Cinética T =—Mv" =— pAl| —
2 2 dt

Comparando-se com as expressdes para
um sistema massa-mola,

d’x ) [k

v — — ) = I

tT dt’ e m m W= E:\/%: 2g
m

Equacao diferencial de

22 ordem para X(t) Portanto, o liquido oscila com uma

frequéncia definida por metade do
(envolve a derivada segunda) comprimento da coluna de liquido.




O Oscilador Harmonico - exemplos

. _ N m X, = kx
Duas particulas acopladas As equacgdes do movimento s3o: B
m,xX, = —kx
m; F Fs my
- (X, =mx +m,x,)/ M
O _ Para o centro de -
x| X3 < X, =V, =const.
S massa, temos: ..
Seja 1 o comprimento de equilibrio da X, =0
mola. . .
Para o movimento interno, temos:
A deformacgdo da mola serd x=(x,-x;) —I m, )'C'l — Jx m,m, jél =m, o
As forgas restauradoras sdo F,= kx=-F, m,%, = —kx mym, %, = —m,kx
M=m,+m,
2 A X=X =X mym, (X, —X,) = —(m, +m, )kx
.o d x 2 w = R
X = dtz =—wX m .. T __mm,
LUX =— com H m+m,
Equacao diferencial de
22 ordem para x(t) Portanto, as massas oscilam em relacao I

_ ao centro de massa, com frequéncia 0]
(envolve a derivada segunda) 7




O Oscilador Harmonico - exemplos

Duas particulas acopladas A energia total do sistema é: E=FE_+E._
m; F Fs ms
WL 1
O Para o centro de massa, temos: E_ =T =—MV’
X1 Xz
Seja 1 o comprimento de equilibrio da Para o movimento interno. temos: 1 ., 1.
mola. ’ L By =S sk
A deformagdo da mola serd x=(x,-x,) -1 /
As forgas restauradoras sdo F,= kx=-F, (Tim = %(mlvl'z + mzvf) = % y;’czj
M=m,+m
b com = vy, =—(+) T
2 k M
. dx I L1
X=—F=—W"X "
dt
~ : : ¥ = —Jox __mm,
Equacao diferencial de MUX = com  py=—=-2_
22 ordem para x(t) : T
P Portanto, as massas oscilam em relacao
(envolve a derivada segunda) ao centro de massa, com frequéncia |k

\z



‘ O Oscilador Harm®onico - exemplos

Molécula Diatdmi A energia potencial de interagéo 12 6
olecuia alo Ca U(r):D a _2 a

u(r) _%

— Para pequenos movimentos em torno do equilibrio

a

¥ . ~
0 (x=r-a), podemos fazer a aproximacgao:

/A Aproximagao

2
S )

: parabolica
- 14 8
Molécula constituida por dois dtomos k = 12? 13 (ﬁj —7 (ﬁj
com a distancia de equilibrio (a) e a r r)o_.
energia de ligagdo (D) 79D
k=—
2 a
jé_d x——a)zx w:‘\/k - m,m
— dl‘z — m ux =—kx com jpu=—="2_
m, +m,

Portanto, a molécula oscila em relacdo ao w= ﬁ

Equacao diferencial de 2
centro de massa, com frequéncia 7,

22 ordem para x(t)
. Para uma molécula de CO, a~1,1x10-1m e a energia de
(envolve a derivada segunda) , o
dissociac¢do ¢ D=10eV. m(C)= 2x102kg e m(0)=2,7x102kg.

1 [k
f= 22 = o\, 1,4x10" Hz =}, = <. 2 um —> infravermelho
T 2n\u



'MHS e MCU

No MCU, o circulo é descrito

pelo angulo de fase 6 0=owt+¢

O MHS pode ser visto como a projecdo numa dada
direcao, do MCU.

x = Acos@ = Acos(wt + @)

v, =-—-wAsin(wt + @) =Xx

a.=—w’ Acos(wt + @) =—w’x = ¥

Numeros Complexos
1 OP=ax+by
Yr -fP Substituindo
h{ ;] . x—>1 e
/ D\—-a X ~ . ( \/_1)
—>i=({=+-
Luz ”//" Anteparo S y
paralcla

O ponto P sera = S _ag+ib z € complexo




‘ M H S = M C U Complexo conjugado 'Pl/(':::“ -
0

Numeros Complexos ' = (a—ib) W\

Modulo de um complexo

"=zz" =(a+ib)a—ib)=a’ + b’

O

I 3
- Iy e e }
h{ r
oer X
i

z
( a = Re{ Z} Quociente de complexos
z=a+ib - .
b = Im{z} ,_ 2z _latib)
Soma de complexos “ 2 (C + ld)
z=2z+2z,= (a+lb)+(c+ld) Z_(a+ib)(c—id)

z=(a+c)+i(b+d) (c+id)(c—id)

L (ac+bd) (bc ad)

z=2zz, =(a+ib)(c+id) ¢ +d’ ¢ +d’
z=(ac—bd)+i(ad+bc)

Produto de complexos




-

-

'MHS e MCU
A formula de Euler (1748)

e” = cos(x)+isin(x)

Refz! = %(z+ )

m{z) =2il.<z—z*>

Re{e™} = %(eix +e ™) =cos(x)

Im{e™} = zii(eix —e ™) = sin(x)

Coordenadas polares

x =rcost

y = rsinf

PN r=\/x2+y2

0 =arctg(y/x)

z =x+1y = r(cos + isinf) = re"”

Identidade de Euler:

e

¥4

-1

"




'MHS e MCU
Aplicacao ao MHS

.._dzz_ 5
Z = % =—0z

z(t) =e”
Com p complexo
iz ds_
ar  Ldr

2
P Z

z(t) = Ce'

Sendo C, uma constante complexa

Escrevendo C na forma polar, temos C = Ae”
— [ lorte)
€ Z(t) - A e

Tomando-se a parte real de z, temos a
solugdo real da equacao diferencial

x = Re{z(t)} = Acos(wt + @)

% =iwAe
dt

i(wt+@)

- eiﬂ'/2 —

l

X = Re{%} = —wAsin(wt + @)




Superposicao de MHS

Mesma fl’eq UénCia O d | regéo Aplicando-se a lei dos cossenos e dos

senos, temos:

X, (1) = A, cos(wt + @) A7 =47+ 4] + 24, Aycos(p, — )
< A, B A

x2 (t) — AZ COS(COI + (02) hSinﬂ N sin((oz _(01)

X(t) — Xl (t) + Xz (t) = ‘? Assim, o resultado fica:

x(t)=Acos(wt +@, + )

Alternativamente, poderiamos escrever:

z(t) =z, (1) + z,(t) =
_ i(ot+¢) i(ot+py) _
= A" + 4, =

:ei(wH(Dl)[Al _|_Azei(<0z—<01)]

com  Ae” = A + A4,




Superposicao de MHS

Frequéncias diferentes
x,(t) = A cos(wt+¢,)
x,(t) = A, cos(w,t + @,)
x(t)=x,(t)+x,(t)="?
com—> @, =@, =0

Como regra geral, o movimento
dado por x(t) ndo sera periddico.

Exceto, se houver um periodo 1, em
que X, € X, voltem simultaneamente ao

valor inicial.
T =2n7xw

0,7 =2n,7

—




Superposicao de MHS

Fre qu éncias diferentes Supondo que € possivel se escrever:

@ =a+b
x,(t) = A cos(wt+¢,)

w,=a—>b
X,(t) = 4, cos(w,t + ¢,)
x(8) =x,()+x,(t)="?
com—> @, =@, =0
—> A =A4,=4 x(1) = A{cos(a_)t + Ath) + cos(wt —Ath)}

—> W = W,

a=(w+w)/2=w
b=(w,-w,)/2=(Aw)/2

x(t) =24 cos(ATCo t)cos(wt)

=> Batimento ! e




Superposicao de MHS
Mesma freq uéncia e Podemos considerar o movimento
di re(}f)es perpen diculares independe de cada coordenada:
S X= —a)zx} x(t) = Acos(wt + @,)

y=-0’y y(t)=Bcos(wt+,)

=0
Adotando-se: %
O, =0+
Potencial Central: a For¢a ¢ { x(1) = A cos(awr)
proporcional a distancia ao y(t) = Beos(wt + )
centro de equilibrio. Y

2 = cos(wt) cos @ —sin(wt)sin @ =

mr = F =—kr >
- 2 =£cos + l—x—sin
r =—wr A P a’ ¢

A A 2 2
com 7 =xi+)j Zz+;2—2%cos¢:sin2¢




Superposicao de MHS
Mesma freq uéncia e Para casos particulares de defasagem
diregf)es perpendiCUIareS entre as componentes, temos:

- y=(B/A)x
L y=—(B/A)x
2 2
i x2 12 =1
. : A" B
Potencial Central: a Forca ¢ .
proporcional a distancia ao
centro de equilibrio.
x>y Xy =
+-— -2 _cosep=sin’ 4
£ B a0’ Y




Superposicao de MHS
Frequéncias diferentes e
direcoes perpendiculares

Para :
o n Figuras de Lissajous
) n < _
) 2 @, =20,

Figuras fechadas

0 n
O

w, N,

Figuras abertas

Periodos incomensuriveis




