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Objetivos

Objetivo da presente aula € apresentar e discutir o conceito de resposta em frequéncia
de sistemas dinamicos, com especial énfase nos sistemas de primeira € segunda ordem.

Bibliografia:

1 Felicio, L. C., Modelagem da Dinamica de Sistemas e Estudo da Resposta, Rima, 2010
2 Doebelin, E. O., System Dynamics, Modeling, Analysis, Simulation, Design, M. Dekker, 1998
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Consideracoes Preliminares

A resposta em frequéncia de um sistema dinamico linear ¢ uma grandeza de
fundamental importancia no estudo das propriedades do sistema. Para iniciarmos
o estudo consideramos o cendrio abaixo

Entrada .| SISTEMA Saida
q:() H(s), h(t) qo(?)

onde, para o presente estudo consideramos um tipo particular de entrada, a chamada
entrada senoidal ou harmonica, considerando nulas as condicoes inicias do sistema

qi(t) = q;psenwt [>

TTTTT
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Cont. ...

Observacdo: a entrada harmonica pode ser escrita de, pelo menos duas outras formas
a saber

q;(t) = q;pcoswt

1wt
qi(t) = qine
sendo esta ultima denominada entrada harmonica exponencial complexa. Como
o sistema ¢ linear, a saida obrigatoriamente apresentard a mesma variacao temporal
da entrada, e mais importante, na mesma frequéncia. Logo podemos expressar a
saida de forma geral como

0o (t) = gonsen(wt + @)

onde g, representa a amplitude da saida e ¢ um dngulo de fase. Passaremos agora
a estudar estas grandezas individualmente para os sistemas de primeira e segunda
ordem.
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Resposta de um sistema de primeira ordem a entrada senoidal

Neste caso, lembremos a forma geral de um sistema de primeira ordem:

dgo
5, o — K )
T Jt T q q
. o)
Para uma entrada senoidal podemos escrever W
Lisen(wt)} = ——
s+ w
dqo

T + ¢, = Kg;psen(wt)

Usando a T.L. considerando nulas as condi¢des iniciais temos para a solugdo de
regime permanente na variavel de Laplace U {
S P

1 _ C—a, C—b, c—ct
s+b)(s+c)} S l—dli=0  ©=9lc=0 E=cb=0)

(s?2 +w?) (1s+ 1)

QO(S) — ng’h

¢ a solu¢ao no dominio do tempo € obtida através da transformada inversa de Laplace
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Cont. ...

E, entdo, a resposta de regime permanente, comumente denominada de resposta
senoidal ou harmonica ¢ dada por

Kg;n —1
qo(t) = sen (wt + ¢) ¢ = —tan™ " (Tw)
Vw272 + 1
Exemplo:
1.5 T T
_, a_ @ o
I o |
0.5 — —
-0.5 —
K=1
T=0,1
T qin = 1 i
w=>5rad/s
15 | | | | | | | | |
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
tempo [s]
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Vamos fazer uma analise mais detalhada da resposta do sistema. Para isto, vamos

apresentar o conceito de Funcdo Transferéncia Senoidal (F.T.S.) a partir da F.T.
padrdo do sistema

Qi(s) 71s+1

Para obtermos a F.T.S. fazemos s = i onde i = (-/)/” ¢ o a frequéncia da entrada
senoidal. Entdo

~

) = i -

~
9
~—~
.
&
_|_
p—

Esta expressao representa a F.T. do sistema
Ou de forma smlphﬁ cada escrita para uma entrada harmonica senoidal

sendo entdo denominada de Funcdo Transferéncia

Senoidal. Importante: H(®) € um niimero complexo
Qo(w) K | =7
H(w) = <2*) —
Qi(w) i(tw)+1
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Cont. ...

Logo, como H(w) ¢ complexo e dependente de @ temos

— K

Hw)| = o

L ¢(w) = —tan"(Tw)

€, S€ compararmos as expressées acima com as anteriores

Logo

_ Kgin
Vw22 +1

¢ = —tan" ' (Tw)

qo(t) sen (wt + ¢)

Go(t) = |H(w)|ginsen(wt + ¢)

RELACAO DE
AMPLITUDES

ANGULO DE
FASE

@ @

FUNCOES DE
Q)

©089
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Cont. ...

De maneira ainda mais ampla, vamos resolver novamente a EDO do sistema agora
adotando outra forma para a entrada harmonica

dq :
Td—to + ¢o = Kgipe™*

Como o sistema ¢ linear, ao inves de usarmos Laplace, assumimos a solu¢ao como

do (t) — {oh 6th

que, quando substituida na primeira fornece o seguinte valor para a amplitude g,

o, = Kqin
h=
¢ 1Tw 4 1
e, desta ultima chegamos a relagao de amplitudes que ¢ a propria F.T.S.
K
H =
H(w) = ol —K ) VT2w? + 1
qih 1Tw 4 1 p(w) = —tan~ ! (Tw)
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Interacao entre Dominios

Funcado Transferéncia

FT
g
(}»&}p / , \
\O@ W DOMINIO
S DE
P LAPLACE
\ 4
P
- Y o 4 , Y
DOMINIO DOMINIO
DO DA
TEMPO <€ FREQUENCIA
N y T N 4
Equagdes Func¢ao Resposta em
Diferenciais Freqli€éncia
Tranformada de FRF
Fourier
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Cont. ...

Portanto para a determina¢ao de H(w) para um dado sistema dinamico, temos pelo
menos trés maneiras:

1. Resolver a EDO do sistema para q;(t) = q;, sen(wt) e dela extrair |H(w)| e ¢(w)

2. Resolver a EDO do sistema para q;(t) = q;,e'“t ¢ dela extrair H(®)

3. Anpartir da F.T. do sistema para q;(t) € q,(t) fazer s = i® e em seguida obter
H(w) ¢ [H(®)| e (o)

Sumarizando: A fun¢ao de resposta em frequéncia de um sistema dinamico ¢ dada
pela relagdo de amplitudes [H(w)| € pelo angulo de fase ¢(w) da F.T.S. correspondente.

VAMOS INSPECIONAR AGORA |H(®)| E ¢(®0) GRAFICAMENTE, EM
FUNCAO DE © VARIAVEL

K
)| =~
VT2w?2 + 1
d(w) = —tan™ ' (Tw)
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Graficos da Resposta em Frequéncia Sistema de Primeira Odem

DIAGRAMA DE BODE
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Graficos da Resposta em Frequéncia Sistema de Primeira Odem

DIAGRAMA DE BODE
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Conceitos Adicionais

Em dinamica de sistemas ¢ muito comum o uso das escalas logaritmicas bem
como da unidade decibel (dB) para a relagao de amplitudes. Por defini¢ao

Valor Decibel de N = dB = 20 log;, /N

E, para a relacdo de amplitudes da resposta em frequéncia temos

1
H(w)ap = 20 logy, NS = —20 log o/ (Tw)? + 1

Dois conceitos adicionais (em relacdo ao eixo o) :

* Década : Corresponde a uma mudan¢a com um fator de 10 vezes
* Oitava: Corresponde a uma mudanca com fator de 2 vezes

Ex.: 1000 rad/s ¢ uma década acima de 100 rad/s
1000 rad/s € uma oitava acima de 500 rad/s
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Analise de Assintotas

Retomando a relacao de amplitudes em dB

1
Vi(Tw)2 +1

Vamos considerar dois casos limites

* Frequéncias muito baixas tal que (t0)? << 1,0

« Frequéncias muito altas tal que (t®)? >> 1,0
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Analise de Assintotas

Essas assintotas se cruzam na chamada breakpoint frequency

W =

L
-

Importante: Quando o ganho de regime permamente K for diferente de 1,0 a

assintota de baixa frequéncia continua horizontal cruzando o eixo vertical
no valor 20 log;, K dB ao invés de 0 dB
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Analise de Assintotas
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Resposta de um sistema de segunda ordem a entrada senoidal

Seguindo procedimento andlogo, nos interessa agora investigar as caracteristicas
da resposta a uma entrada senoidal e consequentemente a resposta em frequéncia
de um sistema de segunda ordem.

Como motivagao, usaremos o sistema massa-mola-amortecedor para o caso sub
amortecido (0 < <1). Logo
fi(t)

|

M TL Uo (t)

1 2
Lo+ 2y up = K1)
w2 Wn

OO i A Profe Pt . Vot
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Cont. ...

Podemos obter a resposta de regime permanente a entrada harmonica de trés formas:

1 2
— o + —Cuo + u, = Kf;psen(wt)
w2 Wy,
ou
1 2
—2U0 + —Cuo + Uy = Kfzhezwt
w2 W,

K

2
|- (5—n) +4 20

Us(s) K
Fi(s) Ls24 2s+1

OO i A Profe Pt . Vot
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Cont. ...

Seguindo a primeira op¢ao, inicialmente aplicamos a T.L. a equacado considerando

ClIs nulas. E a solugao algebrica da EDO ¢ dada por

Kfinw

s1,2 = —Cwpn w1 — (2

Uy(s) =

(82 + w?)(s — s1)(s — s2)

Tomando a Transformada Inversa de Laplace desta Gltima temos

K
Uo(t) = > finsen(wt + @)
2 2,,2
()] e
2¢

—1

¢ = tan TR

Wn w
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Cont. ...

Se seguirmos a segunda opcao, escrevemos a resposta de regime permanente como

Uz_hezwt

Uy ()

E, ao subsituirmos na equag¢ao do modelo obtemos a expressdo para Uy,

Kfih
Uih — D)
W w
- (=) +i22
E a resposta fica
K :
wwt
Uo (t) — 2 fih €
— | W
1-(2) +i22
‘@ ®@@| SEM 0232 - MODELOS DINAMICOS - D rfe Dot . et

https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/

e EESC - USP
e(ﬁ/;/(/ %/(/” 78 e/f(g(//((léfr) !




Cont. ...

Fazendo agora uma analise conjunta das trés solugdes

_______________________________

E K i
Uo(t) = ; finsen(wt + ¢)
1 2 :
: 4 20020 _ ZC
: [1_(ﬁ)] T Cw?f qbztanlw —
i : Wn, B w
i K i
>uo(t) — i . :jz_hezwt
i1 — (i) +14 22!
Uols K N i K
H(s) = Fo( ) _ K N g2 : 3
i(s) w2 9 —I-wnS—l—l S = W 1_<£) —|—z2§w£i
L KT -------
5 @) v =
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Cont. ...

Portanto, para um sistema massa-mola-amortecedor viscoso, sub-amortecido €
com entrada for¢ca harmonica, a F.T.S. ¢ um niimero complexo ¢ dependente da
frequéncia da forca de entrada, dado por

_ Kw?
H ()| = =
\/(w% — w?)” + 4C%wiw?
Kw?
Wz — w? + 1 2(wnpw
2Cwnw
— tan *
¢ w2 — w?
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Cont. ...
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COMPORTAMENTO DAS ASSINTOTAS
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Consideracoes Adicionais

Vimos que a F.T. de um sistema dinamico linear pode ser escrita como o quociente
entre dois polind6mios em s

N(s) L5 + Bp_18P71 + -+ Bis+ By
D(s) s+ A,_1s" 4o+ Ajs+ Ay

H(s) =

onde k ¢ uma constante € p € n ¢ a ordem dos polindmios do numerador ¢ denominador,
respectivamente, sendo que em geral p<n. A expressao acima pode ser escrita como

_ _ o smz)(s—2)...(s = 2%)
) = 5 = = —pa) . (5 —pu)

» Z5, Zy ..., Z, 880 0s zeros da F.T. (raizes do polindmio do numerador)
> Dpn P ...,p,sdo os polos da F.T. (raizes do polindmio do denominador)

Zeros e polos podem ser positivos, negativos ou complexos !
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Cont. ...

Na maioria dos casos trabalharemos com fragdes proprias (n>p), € nestes casos
assumindo (pelo menos por enquanto) que ndo existam polos repetidos, a F.T.
¢ escrita como

Esta forma ¢ conhecida como expansdo em fragdes parciais. E vale também quando
os polos do sistema sao complexos. Como exemplo tomemos um sistema de 22 ordem

2
Kwz

s?2 + 2Cwp s + w?

H(s) =

E, vamos assumir o caso sub-amortecido (£ < 1). Logo os polos do sistema sao

S1,2 = —Cwy £ wy wqg = wp\/1 — (?
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Cont. ...

E agora escrevemos a F.T. como

Kw? Kw? k k
H(s) = “n = n AL
$2 4+ 2Cwps+ w2 (s—s1)(s—s2) s—81 S5— 89

Juntando as fra¢des parciais novamente temos

Kw? k k k1 + ko)s — kisa — k
H(s) = Wy, _ 1 n 2 _ (k1 + k2)s 159 281
(s —s1)(s—s2) s—s81 §— 89 (s —s1)(s — s32)

Igualando os coeficientes dos polinomios do numerador aos da fracdo original

Kw?
k1= -
ki+ ko =0 I:> 1 2wy
2
—]C182 — kgSl = KCUTQL kg . Kwn
1 de
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Identificacao de Caracteristicas a partir de Dados Experimentais

Inicialmente para um sistema de primeira ordem, recordemos que sua resposta de
regime permanente a uma entrada degrau ¢ dada por

00(t) = Kgss (1 e 7)

Agora vamos assumir que para um sistema de primeira ordem ¢ realizado um
experimento onde uma entrada degrau de amplitude q;, conhecida ¢ aplicada ao

sistema. O objetivo ¢ obtermos os valores de K e t a partir deste dados. Criemos entdo
uma nova fungdo a partir da expressao acima escrevendo

4o _ 1 t
Z =log, (1- ~log, (e7F) = ——
Oge ( qus ) OgB € T
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Cont. ...

Agora vamos analisar um sistema de 22 ordem

H(s) = -

52 + 2Cwp s + w2

E como vimos

K2 K2

H(s) = n - n -

$2 4+ 2Cwps+ w2  (s—s1)(s—s2) s—81 S5— 89

E tomando a transformada inversa de Laplace de H(s) temos

O S S B QAP

S — 51 S — S9

_|_ k2€$2t
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Cont. ...

Simplificando esta Gltima expressao (usando as Relacdes de Euler) temos

Se assumirmos A; = 1 (impulso unitario) as expressoes sdao idénticas e chegamos a
uma conclusdo muito importante

A resposta ao impulso unitario de um sistema de segunda ordem ¢ igual
a transformada inversa de Laplace de sua F.T.
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Cont. ...

Algebricamente

h(t) = L7 {H(s)}

Prosseguindo com a analise, recordemos agora a resposta transiente do 22 ordem
quando u,(0) = 0 duy/dt (t =0) = v,

Uo(t) = il e *“nlsen(wqt)

wp/1 — C?

¢ comparando com h(t)

A resposta ao impulso unitario que é a transformada inversa de Laplace da F.T.
também corresponde a resposta transiente com u,(0) =0 ¢ vy=K o2
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Cont. ...

Suponha que o grafico abaixo seja a resposta experimental ao impulso
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Cont. ...

Escrevemos a resposta ao impulso para estes dois instantes

r Kwj,
Vi-¢

V 1 — CQ - Kwp  —Cwpt —
\\/1—_76 Cwntasen(wgt,) t =t

e~ ““ntrsen(wgyt,) t =1,

Kwp, e_Cwntp Sen(wdtp) —Cwnt
h e ntp
_Rwn Cwnty ( ! ) e Cwntg
q =¢ sen(wqtq
vV 1-¢
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Cont. ...

em seguida definimos a grandeza o, denominada decremento logaritmico

h
_ p _ CwnTgqg) _
0 = log, )= log, (e ) = CwpTy
q
s 21 21
d - —
¢ 0
V2 + 472
Para valores pequenos de C
(=2
27
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