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Objetivos

Objetivo da presente aula é apresentar e discutir o conceito de resposta em frequência
de sistemas dinâmicos, com especial ênfase nos sistemas de primeira e segunda ordem.

Bibliografia:

1  Felício, L. C., Modelagem da Dinâmica de Sistemas e Estudo da Resposta, Rima, 2010
2  Doebelin, E. O., System Dynamics, Modeling, Analysis, Simulation, Design, M. Dekker, 1998
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Considerações Preliminares

A resposta em frequência de um sistema dinâmico linear é uma grandeza de 
fundamental importância no estudo das propriedades do sistema. Para iniciarmos
o estudo consideramos o cenário abaixo 

SISTEMA
H(s), h(t)

Entrada
qi(t)

Saída
qo(t)

onde, para o presente estudo consideramos um tipo particular de entrada, a chamada 
entrada senoidal ou harmônica, considerando nulas as condições inicias do sistema

qi(t) = qihsen!t

<latexit sha1_base64="zEWwPqJVmd5fFKE/C8vUk7zrkwU="></latexit>

onde qih é a amplitude da entrada e w é a frequência da entrada senoidal
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Cont. ...

Observação: a entrada harmônica pode ser escrita de, pelo menos duas outras formas 
a saber

qi(t) = qihcos!t

<latexit sha1_base64="P39Mt3rCCVwtKlEbahidFRe11q4="></latexit>

qi(t) = qihe
i!t

<latexit sha1_base64="aQfXk8ZV+J/avNCvZ33xa0ayJWI="></latexit>

sendo esta última denominada entrada harmônica exponencial complexa. Como 
o sistema é linear, a saída obrigatoriamente apresentará a mesma variação temporal
da entrada, e mais importante, na mesma frequência. Logo podemos expressar a 
saída de forma geral como

qo(t) = qohsen(!t+ �)

<latexit sha1_base64="30w3KoUgqmGRYAVK0wzilJKDEE0="></latexit>

onde qoh representa a amplitude da saída e f um ângulo de fase. Passaremos agora 
a estudar estas grandezas individualmente para os sistemas de primeira e segunda 
ordem.
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Resposta de um sistema de primeira ordem à entrada senoidal

Neste caso, lembremos a forma geral de um sistema de primeira ordem:

Para uma entrada senoidal podemos escrever

⌧
dqo
dt

+ qo = Kqi

<latexit sha1_base64="G7lz7N5KBHDZb5N86C7kBLB8JfU="></latexit>

⌧
dqo
dt

+ qo = Kqihsen(!t)

<latexit sha1_base64="D+0m/HC4IMmcFmeXfClDnoUcKcE="></latexit>

Usando a T.L. considerando nulas as condições iniciais temos para a solução de 
regime permanente na variável de Laplace

e a solução no domínio do tempo é obtida através da transformada inversa de Laplace

L{sen(!t)} =
!

s2 + !2

<latexit sha1_base64="5aamFRGsYUCGM0WIikulHTz4bJU="></latexit>

<latexit sha1_base64="3gqeFKq/Gr3m32ym8c6danWiXEU="></latexit>

Qo(s) = Kqih
!

(s2 + !2) (⌧s+ 1)

<latexit sha1_base64="XBdRyUJAzglL+/nKsC5ZPAHTWIk="></latexit>

L�1

⇢
1

(s+ a)(s+ b)(s+ c)

�
=

e�at

(b� a)(c� a)
+

e�bt

(a� b)(c� b)
+

e�ct

(a� c)(b� c)
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E, então, a resposta de regime permanente, comumente denominada de resposta 
senoidal ou harmônica é dada por

qo(t) =
Kqihp
!2⌧2 + 1

sen (!t+ �)

<latexit sha1_base64="fpnyG9AB7Ve7fL+coFEu+PWr+Go="></latexit>
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Exemplo:

K = 1

⌧ = 0, 1

qih = 1

! = 5 rad/s

<latexit sha1_base64="smt+oDsO7YjCpvtCXulY0KBWeM8="></latexit>

|�|
!

<latexit sha1_base64="QXceoruKf0bxHz8ikfqSmff+FEk="></latexit>

� = �tan�1(⌧!)

<latexit sha1_base64="9WoNYSrM1D/scEGjwGSTFxynAQo="></latexit>

Cont. ...
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Vamos fazer uma análise mais detalhada da resposta do sistema. Para isto, vamos 
apresentar o conceito de Função Transferência Senoidal (F.T.S.) a partir da F.T. 
padrão do sistema

H(s) =
Qo(s)

Qi(s)
=

K
⌧s+ 1

<latexit sha1_base64="HlGTTdeK9Rrjig2qxCkjcbKJQRQ="></latexit>

Para obtermos a F.T.S. fazemos s = iw onde i = (-1)1/2 e w a frequência da entrada 
senoidal. Então 

H(i!) =
Qo(i!)

Qi(i!)
=

K
⌧(i!) + 1

<latexit sha1_base64="iOfeBBMsaKi76/ASuqWdwJvJle0="></latexit>

Ou de forma simplificada

H(!) =
Qo(!)

Qi(!)
=

K
i(⌧!) + 1

<latexit sha1_base64="3M0cuLewl9xw3Q1O4K6/QwNdgdc="></latexit>

Esta expressão representa a F.T. do sistema
escrita para uma entrada harmônica senoidal
sendo então denominada de Função Transferência 
Senoidal. Importante: H(w) é um número complexo

Cont. ...
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Logo, como H(w) é complexo e dependente de w temos

H(!) =
Qo(!)

Qi(!)
=

K
i(⌧!) + 1

<latexit sha1_base64="3M0cuLewl9xw3Q1O4K6/QwNdgdc="></latexit>

|H(!)| = Kp
⌧2!2 + 1

<latexit sha1_base64="ZPegUTCSowqwgnM/6mcnnzMcJPw="></latexit>

e, se compararmos as expressões acima com as anteriores 

qo(t) =
Kqihp
!2⌧2 + 1

sen (!t+ �)

<latexit sha1_base64="fpnyG9AB7Ve7fL+coFEu+PWr+Go="></latexit>

Logo 

qo(t) = |H(!)|qihsen(!t+ �)

<latexit sha1_base64="ngUrpXZe8T2TEz/Y5VohYS6Pe0U="></latexit>

RELAÇÃO DE 
AMPLITUDES

ÂNGULO  DE 
FASE

�(!) = �tan�1(⌧!)

<latexit sha1_base64="K2PEHlKzMzxDQYfzWfCy81YiKvU="></latexit>

FUNÇÕES DE
w

Cont. ...

� = �tan�1(⌧!)

<latexit sha1_base64="z0vq5SsHWMl9MfDc6VtQi64s8+0="></latexit>
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De maneira ainda mais ampla, vamos resolver novamente a EDO do sistema agora 
adotando outra forma para a entrada harmônica

Como o sistema é linear, ao invés de usarmos Laplace, assumimos a solução como

qo(t) = qohe
i!t

<latexit sha1_base64="t1qiI7d4AuAXbb0N4d5f1zeNkGY="></latexit>

que, quando substituída na primeira fornece o seguinte valor para a amplitude qoh

⌧
dqo
dt

+ qo = Kqihe
i!t

<latexit sha1_base64="Uje+nDf+bDnCkgQIzB2kXtAw5/Q="></latexit>

qoh =
Kqih

i⌧! + 1

<latexit sha1_base64="4QyPZrD21P61l45yaU9hTe8v6O0="></latexit>

e, desta última chegamos à relação de amplitudes que é a própria F.T.S.

H(!) =
qoh

qih
=

K
i⌧! + 1

<latexit sha1_base64="BQacu2CR8ejf2ZEpHTsc/MLYibs="></latexit>

|H(!)| = Kp
⌧2!2 + 1

<latexit sha1_base64="ZPegUTCSowqwgnM/6mcnnzMcJPw="></latexit>

�(!) = �tan�1(⌧!)

<latexit sha1_base64="K2PEHlKzMzxDQYfzWfCy81YiKvU="></latexit>

Cont. ...
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Interação entre Domínios
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Portanto para a determinação de H(w) para um dado sistema dinâmico, temos pelo 
menos três maneiras: 

1. Resolver a EDO do sistema para qi(t) = qih sen(wt) e dela extrair |H(w)| e f(w)
2. Resolver a EDO do sistema para qi(t) = qiheiwt e dela extrair H(w) 
3. A partir da F.T. do sistema para qi(t) e qo(t) fazer s = iw e em seguida obter 
        H(w) e  |H(w)| e f(w)

Sumarizando: A função de resposta em frequência de um sistema dinâmico é dada
pela relação de amplitudes |H(w)| e pelo ângulo de fase f(w) da F.T.S. correspondente.

VAMOS INSPECIONAR AGORA |H(w)| E  f(w) GRÁFICAMENTE, EM 
FUNÇÃO DE w VARIÁVEL  

|H(!)| = Kp
⌧2!2 + 1

<latexit sha1_base64="ZPegUTCSowqwgnM/6mcnnzMcJPw="></latexit>

�(!) = �tan�1(⌧!)

<latexit sha1_base64="K2PEHlKzMzxDQYfzWfCy81YiKvU="></latexit>

Cont. ...
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Gráficos da Resposta em Frequência Sistema de Primeira Odem
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Conceitos Adicionais

Em dinâmica de sistemas é muito comum o uso das escalas logarítmicas bem 
como da unidade decibel (dB) para a relação de amplitudes. Por definição   

Valor Decibel de N = dB = 20 log10N

<latexit sha1_base64="TlxnLAM1EzSSeo1vimIYMzC4VoM="></latexit>

E, para a relação de amplitudes da resposta em frequência temos

H(!)dB = 20 log10
1p

(⌧!)2 + 1
= �20 log10

p
(⌧!)2 + 1

<latexit sha1_base64="aMAIFU9elTWCeV1zuJuEBoZm9Lo="></latexit>

Dois conceitos adicionais (em relação ao eixo w) :

• Década : Corresponde à uma mudança com um fator de 10 vezes
• Oitava: Corresponde à uma mudança com fator de 2 vezes

Ex.: 1000 rad/s é uma década acima de 100 rad/s 
        1000 rad/s é uma oitava acima de 500 rad/s
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Gráfico em dB
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Análise de Assíntotas

Retomando a relação de amplitudes em dB

H(!)dB = 20 log10
1p

(⌧!)2 + 1
= �20 log10

p
(⌧!)2 + 1

<latexit sha1_base64="aMAIFU9elTWCeV1zuJuEBoZm9Lo="></latexit>

Vamos considerar dois casos limites

• Frequências muito baixas tal que (tw)2 << 1,0

• Frequências muito altas tal que (tw)2 >> 1,0

H(!)dB ⇠= �20log101 = 0

<latexit sha1_base64="7EOSw1M9LlzvICK47stLZgrI6F0="></latexit>

H(!)dB ⇠= �20log10(⌧!) = �20log10⌧ � 20log10!

<latexit sha1_base64="wnmo86eEW8cynDb8J/7jXL2+Uh8="></latexit>
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Análise de Assíntotas

Essas assíntotas se cruzam na chamada breakpoint frequency

! =
1

T

<latexit sha1_base64="eQ61mVvElGHRyrH1ospoDQwZ8fU="></latexit>

Importante: Quando o ganho de regime permamente K for diferente de 1,0 a 
assíntota de baixa frequência continua horizontal cruzando o eixo vertical 
no valor 20 log10 K dB ao invés de 0 dB
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Análise de Assíntotas
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<latexit sha1_base64="+Y56LAxy9fjZ/XSHkiCBiyLQTUc="></latexit>

inclinação = -20 dB/década
-3 dB

w Correção f

1/t -3 dB -4,5o

1/2t -1 -26,6o

2/t -1 -63,4o

1/4t -1/4 -14o

4/t -1/4 -76o
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Resposta de um sistema de segunda ordem à entrada senoidal

Seguindo procedimento análogo, nos interessa agora investigar as características 
da resposta à uma entrada senoidal e consequentemente a resposta em frequência 
de um sistema de segunda ordem. 

Como motivação, usaremos o sistema massa-mola-amortecedor para o caso sub 
amortecido (0 < z < 1). Logo

uo(t)

<latexit sha1_base64="XEGsVLMgsqfnMIGlwDF+l/WCLU8=">AAACR3icbVDLSgMxFM3Ud321unQTLEJFKDNSUHeCG5cK9gFtKZn0to3NJGNyRyhl/sGt/pGf4Fe4E5dmahe29kLgcM499+aeMJbCou9/eLmV1bX1jc2t/PbO7t5+oXhQtzoxHGpcS22aIbMghYIaCpTQjA2wKJTQCEc3md54BmOFVg84jqETsYESfcEZOqqedHUZT7uFkl/xp0X/g2AGSmRWd92id9buaZ5EoJBLZm0r8GPsTJhBwSWk+XZiIWZ8xAbQclCxCGxnMv1uSk8c06N9bdxTSKfsX8eERdaOo9B1RgyHdlHLyKUaWKEwXSKEBp5UujgntGM3JtSyRwcGYEQzI802a2nnT8D+ZWciVJwgKP57QT+RFDXNQqU9YYCjHDvAuBEuBMqHzDCOLvq8izdYDPM/qJ9Xgmrl6r5auq7Ogt4kR+SYlElALsg1uSV3pEY4eSQv5JW8ee/ep/flff+25ryZ55DMVc77AT4+sVI=</latexit>

M

<latexit sha1_base64="uZvh1Ad3Q7bCB5O0nreFyqq8YOs=">AAACQnicbVDLSgMxFM3UV62vVpdugkUQhDIjxceu4MaN0IJ9QDuUTHrbhmaSMckIZegXuNU/8if8BXfi1oWZtgv7uBA4nHPPvbkniDjTxnU/nczG5tb2TnY3t7d/cHiULxw3tIwVhTqVXKpWQDRwJqBumOHQihSQMODQDEb3qd58AaWZFE9mHIEfkoFgfUaJsVTtsZsvuiV3WngVeHNQRPOqdgvOZacnaRyCMJQTrdueGxk/IcowymGS68QaIkJHZABtCwUJQfvJ9KcTfG6ZHu5LZZ8weMr+dyQk1HocBrYzJGaol7WUXKuBZsJM1giBgmcxWZ4T6LEdE0jewwMFMMKpEaebJdeLJ5j+rZ8wEcUGBJ1d0I85NhKneeIeU0ANH1tAqGI2BEyHRBFqbOo5G6+3HOYqaFyVvHLprlYuVq7nQWfRKTpDF8hDN6iCHlAV1RFFgF7RG3p3Ppwv59v5mbVmnLnnBC2U8/sHRFCwZg==</latexit>

fi(t)

<latexit sha1_base64="CV5liGBVn/KSLzwTN98vNYef59g=">AAACR3icbVBNSwMxEM3Wr1q/Wj16CRahIpTdUlBvBS8eK9hWsKVk09kam03WZFYopf/Bq/4jf4K/wpt4NNv2oNWBwOO9eTOZFyZSWPT9dy+3srq2vpHfLGxt7+zuFUv7batTw6HFtdTmNmQWpFDQQoESbhMDLA4ldMLRZaZ3nsBYodUNjhPoxWyoRCQ4Q0e1o76o4Em/WPar/qzoXxAsQJksqtkveafdgeZpDAq5ZNbeBX6CvQkzKLiEaaGbWkgYH7Eh3DmoWAy2N5l9d0qPHTOgkTbuKaQz9qdjwmJrx3HoOmOG93ZZy8h/NbBC4fQfITTwqKbLc0I7dmNCLQd0aABGNDPSbLOW9vcJGJ33JkIlKYLi8wuiVFLUNAuVDoQBjnLsAONGuBAov2eGcXTRF1y8wXKYf0G7Vg3q1YvrerlRWwSdJ4fkiFRIQM5Ig1yRJmkRTh7IM3khr96b9+F9el/z1py38ByQX5XzvgEWEbE7</latexit>

1

!2
n

üo +
2⇣

!n
u̇o + uo = Kfi(t)

<latexit sha1_base64="FlfP0/BYk61V6m8kjBhGrfvC2xs="></latexit>
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1

!2
n

üo +
2⇣

!n
u̇o + uo = Kfihsen(!t)

<latexit sha1_base64="/baGZNL/RcRNyD+0p+NK/4IMC3k="></latexit>

1

!2
n

üo +
2⇣

!n
u̇o + uo = Kfihe

i!t

<latexit sha1_base64="oxdKgrQhpeEHkzPk33SKUEcEwZo="></latexit>

Podemos obter a resposta de regime permanente à entrada harmônica de três formas:

ou

ou ainda através da F.T. relacionando as variáveis de entrada e saída do modelo

H(s) =
Uo(s)

Fi(s)
=

K
1
!2

n
s2 + 2⇣

!n
s+ 1

<latexit sha1_base64="v+KoMOkg63sheDRk5Fkejz3C0FM="></latexit>

H(!) =
K

1�
⇣

!
!n

⌘2
+ i 2⇣ !

!n

<latexit sha1_base64="r+QoMsbPcyJUrPWM66rQ1hRfROk="></latexit>

s = i!

<latexit sha1_base64="ZPwpdtO92JBbLJtKVcz+X/qlDxU=">AAACTHicbVDLSgMxFM1UrbW+Wl26CRZBEMqMFNSFUHDjsoJ9QDuUTHrbhmaSMckIQ+lnuNU/cu9/uBPBTDsL+7gQOJxzz725J4g408Z1v5zc1vZOfrewV9w/ODw6LpVPWlrGikKTSi5VJyAaOBPQNMxw6EQKSBhwaAeTh1Rvv4LSTIpnk0Tgh2Qk2JBRYizV1fges54MYUT6pYpbdeeF14GXgQrKqtEvO1e9gaRxCMJQTrTuem5k/ClRhlEOs2Iv1hAROiEj6FooSAjan87/PMMXlhngoVT2CYPn7H/HlIRaJ2FgO0NixnpVS8mNGmgmzGyDECh4EbPVOYFO7JhA8gEeKYAJTo043Sy5Xj7BDG/9KRNRbEDQxQXDmGMjcZosHjAF1PDEAkIVsyFgOiaKUGPzL9p4vdUw10HruurVqndPtUq9lgVdQGfoHF0iD92gOnpEDdREFEn0ht7Rh/PpfDs/zu+iNedknlO0VLn8HzXQszo=</latexit>

Cont. ...
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Seguindo a primeira opção, inicialmente aplicamos a T.L. à equação considerando
CIs nulas. E a solução algébrica da EDO é dada por

Uo(s) =
Kfih!

(s2 + !2)(s� s1)(s� s2)

<latexit sha1_base64="081z174HlaDrncz+b9PI2reZRI0="></latexit>

s1,2 = �⇣!n ± !n

p
1� ⇣2

<latexit sha1_base64="OT72sPmcdK7U/gZ0VJzKBYS26Zc="></latexit>

Tomando a Transformada Inversa de Laplace desta última temos

� = tan�1 2⇣
!
!n

� !n
!

<latexit sha1_base64="vIrocg1fP7Ke6O7ww5Mx4WRRgF0="></latexit>

uo(t) =
Ks

1�
⇣

!
!n

⌘2
�2

+ 4⇣2!2

!2
n

fihsen(!t+ �)

<latexit sha1_base64="k/8eEb58X46tIfvKv7MQ8dlQi1M="></latexit>

Cont. ...
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Cont. ...
Se seguirmos a segunda opção, escrevemos a resposta de regime permanente como

uo(t) = Uihe
i!t

<latexit sha1_base64="M/KwAdH/xhdz94JMcxLUPxIIN2k="></latexit>

E, ao subsituirmos na equação do modelo obtemos a expressão para Uih

Uih =
Kfih

1�
⇣

!
!n

⌘2
+ i 2 !

!n

<latexit sha1_base64="rbKStmHL5f9Y0gq9gUcmu6nT9iA="></latexit>

E a resposta fica

uo(t) =
K

1�
⇣

!
!n

⌘2
+ i 2 !

!n

fihe
i!t

<latexit sha1_base64="h4h3o3vX6/MY0ORMhcb4hn5N0hI="></latexit>
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Fazendo agora uma análise conjunta das três soluções 

uo(t) =
Ks

1�
⇣

!
!n

⌘2
�2

+ 4⇣2!2

!2
n

fihsen(!t+ �)

<latexit sha1_base64="k/8eEb58X46tIfvKv7MQ8dlQi1M="></latexit>

uo(t) =
K

1�
⇣

!
!n

⌘2
+ i 2 !

!n

fihe
i!t

<latexit sha1_base64="h4h3o3vX6/MY0ORMhcb4hn5N0hI="></latexit>

H(s) =
Uo(s)

Fi(s)
=

K
1
!2

n
s2 + 2⇣

!n
s+ 1

<latexit sha1_base64="v+KoMOkg63sheDRk5Fkejz3C0FM="></latexit>

H(!) =
K

1�
⇣

!
!n

⌘2
+ i 2⇣ !

!n

<latexit sha1_base64="r+QoMsbPcyJUrPWM66rQ1hRfROk="></latexit>

s = i!

<latexit sha1_base64="ZPwpdtO92JBbLJtKVcz+X/qlDxU=">AAACTHicbVDLSgMxFM1UrbW+Wl26CRZBEMqMFNSFUHDjsoJ9QDuUTHrbhmaSMckIQ+lnuNU/cu9/uBPBTDsL+7gQOJxzz725J4g408Z1v5zc1vZOfrewV9w/ODw6LpVPWlrGikKTSi5VJyAaOBPQNMxw6EQKSBhwaAeTh1Rvv4LSTIpnk0Tgh2Qk2JBRYizV1fges54MYUT6pYpbdeeF14GXgQrKqtEvO1e9gaRxCMJQTrTuem5k/ClRhlEOs2Iv1hAROiEj6FooSAjan87/PMMXlhngoVT2CYPn7H/HlIRaJ2FgO0NixnpVS8mNGmgmzGyDECh4EbPVOYFO7JhA8gEeKYAJTo043Sy5Xj7BDG/9KRNRbEDQxQXDmGMjcZosHjAF1PDEAkIVsyFgOiaKUGPzL9p4vdUw10HruurVqndPtUq9lgVdQGfoHF0iD92gOnpEDdREFEn0ht7Rh/PpfDs/zu+iNedknlO0VLn8HzXQszo=</latexit>

|H(!)| = Ks
1�

⇣
!
!n

⌘2
�2

+ 4⇣2!2

!2
n

<latexit sha1_base64="S3PBcYe7erNf6izKMvBF8SiBNMs="></latexit>

� = tan�1 2⇣
!
!n

� !n
!

<latexit sha1_base64="vIrocg1fP7Ke6O7ww5Mx4WRRgF0="></latexit>

� = tan�1 2⇣
!
!n

� !n
!

<latexit sha1_base64="vIrocg1fP7Ke6O7ww5Mx4WRRgF0="></latexit>

Cont. ...
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Portanto, para um sistema massa-mola-amortecedor viscoso, sub-amortecido e 
com entrada força harmônica, a F.T.S. é um número complexo e dependente da 
frequência da força de entrada, dado por

|H(!)| = K!
2
nq

(!2
n � !2)2 + 4⇣2!2

n!
2

<latexit sha1_base64="bZoiKKdfX9ylEaHQyGV9lAWuwiU="></latexit>

H(!) =
K!

2
n

!2
n � !2 + i 2⇣!n!

<latexit sha1_base64="Ant+d6B3WZpQWejwSPAVmHZkh30="></latexit>

� = tan�1

✓
2⇣!n!

!2
n � !2

◆

<latexit sha1_base64="la958xcGgFX75IEaU16vYv+YJDE="></latexit>

Cont. ...
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|H(!)|dB =

(
0 dB ! << !n

�20log10!
2

! >> !n

<latexit sha1_base64="PnQD1lGiaxSA3TFQqoaJCZYAez8="></latexit>

Cont. ...
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Considerações Adicionais

Vimos que a F.T. de um sistema dinâmico linear pode ser escrita como o quociente 
entre dois polinômios em s

H(s) =
N(s)

D(s)
= k

s
p +Bp�1s

p�1 + · · ·+B1s+B0

sn +An�1s
n�1 + · · ·+A1s+A0

<latexit sha1_base64="il5Acbjq+7IudmRvh/qfaq64feY="></latexit>

onde k é uma constante e p e n é a ordem dos polinômios do numerador e denominador, 
respectivamente, sendo que em geral p<n. A expressão acima pode ser escrita como 

H(s) =
N(s)

D(s)
= k

(s� z1)(s� z2) . . . (s� zp)

(s� p1)(s� p2) . . . (s� pn)

<latexit sha1_base64="GoSiU2cNxtO599+G0hLwEC5UP+o="></latexit>

Ø z1, z2, … , zp são os zeros da F.T. (raizes do polinômio do numerador)
Ø p1, p2, … ,pn são os pólos da F.T. (raizes do polinômio do denominador)

Zeros e pólos podem ser positivos, negativos ou complexos !
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Cont. ...

Na maioria dos casos trabalharemos com frações próprias (n>p), e nestes casos 
assumindo (pelo menos por enquanto) que não existam pólos repetidos, a F.T. 
é escrita como

N(s)

D(s)
=

K1

(s� p1)
+

K2

(s� p2)
+ · · ·+ Kk

(s� pk)
+ · · ·+ Kn

(s� pn)

<latexit sha1_base64="3WoCAWyNpQ2arg1l8MvcgRzkXG8="></latexit>

Esta forma é conhecida como expansão em frações parciais. E vale também quando 
os pólos do sistema são complexos. Como exemplo tomemos um sistema de 2a ordem

H(s) =
K!

2
n

s2 + 2⇣!ns+ !2
n

<latexit sha1_base64="s9BTmv/XAZI6TJETHqlUfvoch0U="></latexit>

s1,2 = �⇣!n ± !d

<latexit sha1_base64="lDjPkZ6KG79Eux+7R0Q/0OPADW8="></latexit>

!d = !n

p
1� ⇣2

<latexit sha1_base64="XpTelzsIVbh9Ym1AgbRjMHm8o3w="></latexit>

E, vamos assumir o caso sub-amortecido (z < 1). Logo os pólos do sistema são 
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Cont. ...

E agora escrevemos a F.T. como 

H(s) =
K!

2
n

s2 + 2⇣!ns+ !2
n

=
K!

2
n

(s� s1)(s� s2)
=

k1

s� s1
+

k2

s� s2

<latexit sha1_base64="054nwsN4FKy3j6wNvNcQNVJa76k="></latexit>

Juntando as frações parciais novamente temos

H(s) =
K!

2
n

(s� s1)(s� s2)
=

k1

s� s1
+

k2

s� s2
=

(k1 + k2)s� k1s2 � k2s1

(s� s1)(s� s2)

<latexit sha1_base64="5lBFMMj58wWu0d2/okCs/rZT6+o="></latexit>

Igualando os coeficientes dos polinômios do numerador aos da fração original

(
k1 + k2 = 0

�k1s2 � k2s1 = K!2
n

<latexit sha1_base64="HRebO1yhOtqIdcSgCqjZ3WuvVq8="></latexit>

k1 =
K!2

n

i 2!d

k2 = � K!2
n

i 2!d

<latexit sha1_base64="7g4CGfRZj81XEFv9AVNvDUn98XY="></latexit>
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Identificação de Características a partir de Dados Experimentais

qo(t) = Kqis
⇣
1� e�

1
⌧ t
⌘

<latexit sha1_base64="2cvg0zEbsq6JUcVGj5dQr0rveEk="></latexit>

Inicialmente para um sistema de primeira ordem, recordemos que sua resposta de 
regime permanente à uma entrada degrau é dada por 

Agora vamos assumir que para um sistema de primeira ordem é realizado um 
experimento onde uma entrada degrau de amplitude qis conhecida é aplicada ao 
sistema. O objetivo é obtermos os valores de K e t a partir deste dados. Criemos então 
uma nova função a partir da expressão acima escrevendo

Z = loge

✓
1� qo

Kqis

◆
= loge

⇣
e�

t
⌧

⌘
= � t

⌧

<latexit sha1_base64="YXv7PDiKj7c8VAqB5zw6HHonZUU="></latexit>
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Cont. ...

qo

<latexit sha1_base64="aWUeqfCzsF+oj9zv6yWc9eGVU6I=">AAACRHicbVDLSgMxFM34rPXV6tJNsAiCUGakoO4KblxWtA9oh5JJb9vQTDJNMkIp8wlu9Y/8B//BnbgVM+0s7ONC4HDOPffmniDiTBvX/XQ2Nre2d3Zze/n9g8Oj40LxpKFlrCjUqeRStQKigTMBdcMMh1akgIQBh2Ywuk/15gsozaR4NpMI/JAMBOszSoylnsZd2S2U3LI7K7wKvAyUUFa1btG56vQkjUMQhnKiddtzI+NPiTKMckjynVhDROiIDKBtoSAhaH86+2uCLyzTw32p7BMGz9j/jikJtZ6Ege0MiRnqZS0l12qgmTDJGiFQMBbJ8pxAT+yYQPIeHiiAEU6NON0suV48wfRv/SkTUWxA0PkF/ZhjI3GaKO4xBdTwiQWEKmZDwHRIFKHG5p638XrLYa6CxnXZq5TvHiulaiULOofO0Dm6RB66QVX0gGqojigaoFf0ht6dD+fL+XZ+5q0bTuY5RQvl/P4BU2+xag==</latexit>

t

<latexit sha1_base64="ZwY1OBXFz8JCNF7hfyu3ZXmYZ9E=">AAACQnicbVBNSwMxEM36Wetn9eglWARBKLtSUG+CF48t2FbQRbLptA3NJmsyKyxLf4FX/Uf+Cf+CN/HqwWzbg20dCDzemzeTeVEihUXf//CWlldW19ZLG+XNre2d3b3Kftvq1HBocS21uYuYBSkUtFCghLvEAIsjCZ1oeF3onWcwVmh1i1kCYcz6SvQEZ+ioJj7uVf2aPy66CIIpqJJpNR4r3ulDV/M0BoVcMmvvAz/BMGcGBZcwKj+kFhLGh6wP9w4qFoMN8/FPR/TYMV3a08Y9hXTM/nXkLLY2iyPXGTMc2HmtIP/VwAqFo3+EyMCTGs3PiWzmxkRadmnfAAxpYaTFZi3t7AnYuwhzoZIUQfHJBb1UUtS0yJN2hQGOMnOAcSNcCJQPmGEcXeplF28wH+YiaJ/VgnrtslmvXtWnQZfIITkiJyQg5+SK3JAGaRFOgLyQV/LmvXuf3pf3PWld8qaeAzJT3s8vjIiwiw==</latexit>

t

<latexit sha1_base64="ZwY1OBXFz8JCNF7hfyu3ZXmYZ9E=">AAACQnicbVBNSwMxEM36Wetn9eglWARBKLtSUG+CF48t2FbQRbLptA3NJmsyKyxLf4FX/Uf+Cf+CN/HqwWzbg20dCDzemzeTeVEihUXf//CWlldW19ZLG+XNre2d3b3Kftvq1HBocS21uYuYBSkUtFCghLvEAIsjCZ1oeF3onWcwVmh1i1kCYcz6SvQEZ+ioJj7uVf2aPy66CIIpqJJpNR4r3ulDV/M0BoVcMmvvAz/BMGcGBZcwKj+kFhLGh6wP9w4qFoMN8/FPR/TYMV3a08Y9hXTM/nXkLLY2iyPXGTMc2HmtIP/VwAqFo3+EyMCTGs3PiWzmxkRadmnfAAxpYaTFZi3t7AnYuwhzoZIUQfHJBb1UUtS0yJN2hQGOMnOAcSNcCJQPmGEcXeplF28wH+YiaJ/VgnrtslmvXtWnQZfIITkiJyQg5+SK3JAGaRFOgLyQV/LmvXuf3pf3PWld8qaeAzJT3s8vjIiwiw==</latexit>

Z = loge

✓
1� qo

Kqis

◆

<latexit sha1_base64="uvVJaZSJ0ey9Ud+aCdtXVwklMfw="></latexit>

�Z

<latexit sha1_base64="1yRyZXyNtRCgellJQCZNi97XEh0=">AAACSnicbVDLSgMxFM3UV63P6tJNsAiCUmZEUHcFXbisYOurRTLpnRqaScbkjjCUfoVb/SN/wN9wJ27MtF3Y1guBwzn33Jt7wkQKi77/6RXm5hcWl4rLpZXVtfWNzfJW0+rUcGhwLbW5DZkFKRQ0UKCE28QAi0MJN2HvPNdvXsBYodU1Zgm0Y9ZVIhKcoaPuWhcgkdF7+rhZ8av+sOgsCMagQsZVfyx7B62O5mkMCrlk1j4EfoLtPjMouIRBqZVaSBjvsS48OKhYDLbdH/54QPcc06GRNu4ppEP2r6PPYmuzOHSdMcMnO63l5L8aWKFw8I8QGnhWg+k5oc3cmFDLDu0agB7NjTTfrKWdPAGj03ZfqCRFUHx0QZRKiprmudKOMMBRZg4wboQLgfInZhhHl37JxRtMhzkLmkfV4Lh6dnVcqR2Ogy6SHbJL9klATkiNXJI6aRBOYvJK3si79+F9ed/ez6i14I0922SiCvO/Rg+yQA==</latexit>

�t

<latexit sha1_base64="1J6gGeZSnq6VjXR229BxmHdfohE=">AAACSXicbVDLSgMxFM3UV62vVpdugkUQlDIjBXUn6MJlBWsLbSmZ9LaGZpIxuSOUMj/hVv/IL/Az3IkrM7UL+7gQOJxzz725J4ylsOj7n15uZXVtfSO/Wdja3tndK5b2H61ODIc611KbZsgsSKGgjgIlNGMDLAolNMLhTaY3XsBYodUDjmLoRGygRF9who5qtm9BIqPYLZb9ij8pugiCKSiTadW6Je+03dM8iUAhl8zaVuDH2Bkzg4JLSAvtxELM+JANoOWgYhHYznjy4ZQeO6ZH+9q4p5BO2P+OMYusHUWh64wYPtl5LSOXamCFwnSJEBp4Vun8nNCO3JhQyx4dGIAhzYw026ylnT0B+5edsVBxgqD43wX9RFLUNIuV9oQBjnLkAONGuBAof2KGcXThF1y8wXyYi+DxvBJUK1f31fL12TToPDkkR+SEBOSCXJM7UiN1wokkr+SNvHsf3pf37f38tea8qeeAzFRu5RcSz7Iw</latexit>

⌧ = � �t

�Z

<latexit sha1_base64="QnWFTI/zx6ApktWBQ7M1ysiO9uk="></latexit>

Kqis

<latexit sha1_base64="uUSpuz8VSZVUXyIMXR6w1MtAPkk=">AAACU3icbVHLSgMxFM2MVWt9tbp0EyyCIJQZKai7ghvBTQWrhXYoSXpbQzPJmGSEMsyfuNU/cuG3uDFTZ6GtFwKHc+7zhCaCGxsEn56/Vlnf2Kxu1bZ3dvf2642DB6NSzaDHlFC6T4kBwSX0LLcC+okGElMBj3R2XeiPL6ANV/LezhOIYjKVfMIZsY4a1evDmNgnSrPb/HmUcZOP6s2gFSwCr4KwBE1URnfU8M6GY8XSGKRlghgzCIPERhnRljMBeW2YGkgIm5EpDByUJAYTZYvVc3zimDGeKO2etHjB/q7ISGzMPKYus1jULGsF+a8Ghkub/yNQDc8yX+5Dzdy1oUqM8VQDzHBRiIvJSpi/J9jJZZRxmaQWJPu5YJIKbBUuDMZjroFZMXeAMM2dCZg9EU2Ydd9Qc/aGy2augofzVthuXd21m52gNLqKjtAxOkUhukAddIO6qIcYekGv6A29ex/el+/7lZ9U3ytrDtGf8He/AdAxtI4=</latexit>
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Cont. ...

Agora vamos analisar um sistema de 2a ordem

H(s) =
K!

2
n

s2 + 2⇣!ns+ !2
n

<latexit sha1_base64="s9BTmv/XAZI6TJETHqlUfvoch0U="></latexit>

H(s) =
K!

2
n

s2 + 2⇣!ns+ !2
n

=
K!

2
n

(s� s1)(s� s2)
=

k1

s� s1
+

k2

s� s2

<latexit sha1_base64="054nwsN4FKy3j6wNvNcQNVJa76k="></latexit>

E como vimos

k1 =
K!2

n

i 2!d

k2 = � K!2
n

i 2!d

<latexit sha1_base64="7g4CGfRZj81XEFv9AVNvDUn98XY="></latexit>

E tomando a transformada inversa de Laplace de H(s) temos

h(t) = L�1

⇢
k1

s� s1
+

k2
s� s2

�
= k1e

s1t + k2e
s2t

<latexit sha1_base64="zaG7wF8vLvAk0m0700JhP0uQ1+s="></latexit>
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Cont. ...

Simplificando esta última expressão (usando as Relações de Euler) temos

h(t) =
K!np
1� ⇣2

e�⇣!ntsen(!dt)

<latexit sha1_base64="6UmBgFweKKeMRDZNJOUk74yERlA="></latexit>

uo(t) =
KAi!np
1� ⇣2

e�⇣!ntsen
⇣
!n

p
1� ⇣2t

⌘

<latexit sha1_base64="ZnNuh7Pk+GhgA06P/yYgw4Cw9/o="></latexit>

Recordando o resultado para a resposta ao impulso de área Ai

Se assumirmos Ai = 1 (impulso unitário) as expressões são idênticas e chegamos a 
uma conclusão muito importante

A resposta ao impulso unitário de um sistema de segunda ordem é igual 
a transformada inversa de Laplace de sua F.T. 
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Cont. ...

Algébricamente

h(t) = L�1 {H(s)}

<latexit sha1_base64="WDoDYx5EUxkonwu0PUlc6RnCnpM="></latexit>

Prosseguindo com a análise, recordemos agora a resposta transiente do 2a ordem 
quando uo(0) = 0 du0/dt (t = 0) = v0

uo(t) =
v0

!n

p
1� ⇣2

e�⇣!ntsen(!dt)

<latexit sha1_base64="TSplhrkcJEWAQ8yMF4hk2EvJNOg="></latexit>

e comparando com h(t) 

h(t) =
K!np
1� ⇣2

e�⇣!ntsen(!dt)

<latexit sha1_base64="6UmBgFweKKeMRDZNJOUk74yERlA="></latexit>

A resposta ao impulso unitário que é a transformada inversa de Laplace da F.T. 
também corresponde à resposta transiente com uo(0) = 0 e v0 = K wn2
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Cont. ...
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Suponha que o gráfico abaixo seja a resposta experimental ao impulso

tp

<latexit sha1_base64="Q3/VrXEpTVoj5RIIKEtJVe9XqFI=">AAACRHicbVDLSgMxFM34rPVZXboJFkEQyowU1J3gxmVF+4A6lEx6W0MzyZjcEYbST3Crf+Q/+A/uxK2YabuwtRcCh3PuuTf3RIkUFn3/w1taXlldWy9sFDe3tnd290r7DatTw6HOtdSmFTELUiioo0AJrcQAiyMJzWhwnevNZzBWaHWPWQJhzPpK9ARn6Kg77CSdvbJf8cdF/4NgCspkWrVOyTt96GqexqCQS2ZtO/ATDIfMoOASRsWH1ELC+ID1oe2gYjHYcDj+64geO6ZLe9q4p5CO2b+OIYutzeLIdcYMH+28lpMLNbBC4WiBEBl4UqP5OZHN3JhIyy7tG4ABzY0036ylnT0BexfhUKgkRVB8ckEvlRQ1zROlXWGAo8wcYNwIFwLlj8wwji73oos3mA/zP2icVYJq5fK2Wr7yp0EXyCE5IickIOfkityQGqkTTvrkhbySN+/d+/S+vO9J65I39RyQmfJ+fgFZubFq</latexit>

tq

<latexit sha1_base64="EKWjTKQdnW3Sc/RBqUwUsDAR5BY=">AAACRHicbVBNSwMxEM36WetX1aOXYBEEoexKQb0JXjxWtFrQpWTTaRuaTbbJrFDK/gSv+o/8D/4Hb+JVzNY9aNuBwOO9eTOZFyVSWPT9d29hcWl5ZbW0Vl7f2Nzaruzs3lmdGg5NrqU2rYhZkEJBEwVKaCUGWBxJuI8Gl7l+/wTGCq1ucZRAGLOeEl3BGTrqBtvDdqXq1/xJ0VkQFKBKimq0d7zjx47maQwKuWTWPgR+guGYGRRcQlZ+TC0kjA9YDx4cVCwGG44nf83ooWM6tKuNewrphP3rGLPY2lEcuc6YYd9Oazk5VwMrFGZzhMjAUGXTcyI7cmMiLTu0ZwAGNDfSfLOW9v8J2D0Lx0IlKYLivxd0U0lR0zxR2hEGOMqRA4wb4UKgvM8M4+hyL7t4g+kwZ8HdSS2o186v69ULvwi6RPbJATkiATklF+SKNEiTcNIjz+SFvHpv3of36X39ti54hWeP/Cvv+wdbl7Fr</latexit>

hq

<latexit sha1_base64="RtJQLCap3TVqlB170V/aEsH/5B4=">AAACRHicbVDLSgMxFM3UV62vVpdugkUQhDJTCuqu4MZlRfuAdiiZ9LYNzSTTJCMMpZ/gVv/If/Af3IlbMdN2YR8XAodz7rk39wQRZ9q47qeT2dre2d3L7ucODo+OT/KF04aWsaJQp5JL1QqIBs4E1A0zHFqRAhIGHJrB6D7Vmy+gNJPi2SQR+CEZCNZnlBhLPQ27426+6JbcWeF14C1AES2q1i04152epHEIwlBOtG57bmT8CVGGUQ7TXCfWEBE6IgNoWyhICNqfzP46xZeW6eG+VPYJg2fsf8eEhFonYWA7Q2KGelVLyY0aaCbMdIMQKBiL6eqcQCd2TCB5Dw8UwAinRpxullwvn2D6t/6EiSg2IOj8gn7MsZE4TRT3mAJqeGIBoYrZEDAdEkWosbnnbLzeapjroFEueZXS3WOlWC0vgs6ic3SBrpCHblAVPaAaqiOKBugVvaF358P5cr6dn3lrxll4ztBSOb9/RbGxYQ==</latexit>

hp

<latexit sha1_base64="zhP707o+ssPluaKL39ZZIBu/X78=">AAACRHicbVDLSgMxFM34rPXV6tJNsAiCUGZKQd0V3LisaB/QlpJJb9vQTDImGWEY+glu9Y/8B//BnbgVM+0s7ONC4HDOPffmHj/kTBvX/XQ2Nre2d3Zze/n9g8Oj40LxpKllpCg0qORStX2igTMBDcMMh3aogAQ+h5Y/uUv11gsozaR4MnEIvYCMBBsySoylHsf9sF8ouWV3VngVeBkooazq/aJz1R1IGgUgDOVE647nhqaXEGUY5TDNdyMNIaETMoKOhYIEoHvJ7K9TfGGZAR5KZZ8weMb+dyQk0DoOfNsZEDPWy1pKrtVAM2GmawRfwbOYLs/xdWzH+JIP8EgBTHBqxOlmyfXiCWZ400uYCCMDgs4vGEYcG4nTRPGAKaCGxxYQqpgNAdMxUYQam3vexusth7kKmpWyVy3fPlRLtUoWdA6doXN0iTx0jWroHtVRA1E0Qq/oDb07H86X8+38zFs3nMxzihbK+f0DQ9OxYA==</latexit>

Td

<latexit sha1_base64="BgI/GbSZgqMOqS6bxZIfJdpP4Lg=">AAACRHicbVDLSgMxFM34rPXV6tJNsAiCUGakoO4KblxW7AvaoWQyt21oJhmTjFBKP8Gt/pH/4D+4E7dipp2FfVwIHM65597cE8ScaeO6n87G5tb2zm5uL79/cHh0XCieNLVMFIUGlVyqdkA0cCagYZjh0I4VkCjg0ApG96neegGlmRR1M47Bj8hAsD6jxFjqqd4Le4WSW3ZnhVeBl4ESyqrWKzpX3VDSJAJhKCdadzw3Nv6EKMMoh2m+m2iICR2RAXQsFCQC7U9mf53iC8uEuC+VfcLgGfvfMSGR1uMosJ0RMUO9rKXkWg00E2a6RggUPIvp8pxAj+2YQPIQDxTACKdGnG6WXC+eYPq3/oSJODEg6PyCfsKxkThNFIdMATV8bAGhitkQMB0SRaixuedtvN5ymKugeV32KuW7x0qpWsmCzqEzdI4ukYduUBU9oBpqIIoG6BW9oXfnw/lyvp2feeuGk3lO0UI5v38IhbFC</latexit>
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h(t) =
K!np
1� ⇣2

e�⇣!ntsen(!dt) =

8
>><

>>:

K!np
1�⇣2

e�⇣!ntpsen(!dtp) t = tp

K!np
1�⇣2

e�⇣!ntq sen(!dtq) t = tp

<latexit sha1_base64="HO/JP1/ch0Wl6JxgMqIPwOIgl7M="></latexit>

hp

hq
=

K!np
1�⇣2

e�⇣!ntpsen(!dtp)

K!np
1�⇣2

e�⇣!ntq sen(!dtq)
=

e�⇣!ntp

e�⇣!ntq
= e⇣!nTd

<latexit sha1_base64="tJNQaSvBg6tRsTOWpOAGzJCJtYo="></latexit>

Escrevemos a resposta ao impulso para estes dois instantes

E agora tomamos a razão entre elas 

Cont. ...

t = tq

<latexit sha1_base64="95ru84sZLe7KB+3tlPaQ0kgkxEc=">AAACSHicbVBNSwMxEM3Wr1o/q0cvwSIIQtmVgnoQBC8eK1hbaJeSTac1NJtsk1lhKf0RXvUf+Q/8F97Em9m2B20dCDzemzeTeVEihUXf//AKK6tr6xvFzdLW9s7u3n754NHq1HBocC21aUXMghQKGihQQisxwOJIQjMa3uZ68xmMFVo9YJZAGLOBEn3BGTqqifSaYnfU3a/4VX9adBkEc1Ah86p3y95Zp6d5GoNCLpm17cBPMBwzg4JLmJQ6qYWE8SEbQNtBxWKw4Xj63wk9cUyP9rVxTyGdsr8dYxZbm8WR64wZPtlFLSf/1cAKhZN/hMjASE0W50Q2c2MiLXt0YACGNDfSfLOW9u8J2L8Mx0IlKYLiswv6qaSoaZ4q7QkDHGXmAONGuBAof2KGcXTZl1y8wWKYy+DxvBrUqlf3tcpNbR50kRyRY3JKAnJBbsgdqZMG4WRIXsgrefPevU/vy/uetRa8ueeQ/KlC4Qe3qbGJ</latexit>



37
Prof. Paulo S. VarotoSEM 0232 -  MODELOS DINÂMICOS 

Prof. Luiz A. M. Gonçalveshttps://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/

em seguida definimos a grandeza d, denominada decremento logarítmico

� = loge

✓
hp

hq

◆
= loge

�
e⇣!nTd

�
= ⇣!nTd

<latexit sha1_base64="ztCoxX6ffmYDvfv9O2iTOfRmBfE="></latexit>

Td =
2⇡

!d
=

2⇡

!n

p
1� ⇣2

<latexit sha1_base64="2pwP+ROv3ye0BEywQa86RVjuojY="></latexit>

⇣ =
�p

�2 + 4⇡2

<latexit sha1_base64="EjVQ2E3FXB5YMs/F5sNuo1YD3T0="></latexit>

⇣ ⇠=
�

2⇡

<latexit sha1_base64="pLJ7Tnpu5veh0zfLdCrkjZVWKos="></latexit>

Cont. ...

Para valores pequenos de z
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