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CAPITULO 1

Elementos do sistema controlado

perturbacao

R(s) G X, (s)

r

referéncia

controlador medicdo

observador

O sistema de controle ilustrado acima é concebido como um conjunto de quatro grandes
blocos: controlador, planta (sistema fisico que se deseja controlar munido de atuadores), sistema
de medicgéo e observador de estados (ou estimador).

1. Governador centrifugo de Watt (1788)

Considerado o primeiro dispositivo de controle usado na indtstria, permitia manter constante
a rotacdo de uma mdaquina a vapor.

Em caso de aumento da rotagdo da maquina, por efeito inercial, o &ngulo 6 cresce, movendo o
bloco B para cima. Caso contrério o bloco B desce.

Assim, basta ligar o bloco B a um mecanismo que controla a abertura ou fechamento da vélvula
de entrada de vapor.
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2. Objetivos gerais de projeto de um sistema de controle

Deseja-se que a dinamica de um sistema controlado tenha as seguintes caracteristicas (ndo
necessariamente presentes na planta original):

O Resposta estdvel - se a planta for originalmente instével, o sistema de controle projetado
deve ser capaz de estabiliza-la.

® Seguimento de referéncias — o sistema controlado deve ser capaz de acompanhar sinais
de referéncia, reduzindo os tempos de acomodacao (resposta transitéria) decorrentes de
qualquer variacdo nesta referéncia.

® Rejeicdo de perturbac¢des — entradas ndo-controldveis (indesejaveis e, tipicamente, nao-
modeladas) devem ter seu efeito minimizado na resposta do sistema.

O Robustez — baixa sensibilidade a erros de medicdo e a variagdo de parametros dos com-

ponentes.
3. Atuacdao em malha aberta
perturbacdo
ruido
V(s)
R(s) X (s) X(s) Y(s)
el G e SR
referéncia saida

controlador planta medicdo

Sistemas de atuagdo em malha aberta sdo mais simples e tém menor custo, podendo ser
convenientes em cenarios nos quais ha dificuldades para sensoriamento.

Nestes casos, no entanto, ha baixa robustez e precisao. Note que o sistema s6 pode agir contra
distarbios para os quais foi projetado.

4. Algebra de diagrama de blocos

canal direto

v

R(s) Y(s)
—» ——»
entrada saida

T'(s): malha fechada

<
-

realimentacdo

Y(s) = G(s)E(s)
E(s) =R(s) —Z(s) = R(s) — H(s)Y(s) = R(s) — H(s)G(s)E(s)

[T+ H(s)G(s)|E(s) =R(s) = E(s) = S()R(s) = |Y(s) = T(s)R(s)]
———

S(s) = [I + ]_1: funcdo de transferéncia de sensibilidade
4
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T'(s) = G(s)S(s): funcao de transferéncia de malha fechada

5. Sensibilidade e a resposta em malha fechada

Y(s) = Gp(s)U(s) + W(s) = Gp(s)Gc(s)E(s) + W(s)
E(s) =R(s) — (Y(s) + V(s)) = [I + Gp(s)GC(s)]E(s) =R(s) = V(s) = W(s)

L(s) = G(s)
E(s) = S(5) (R(s) = V(5) - W(s))
Y(s) = G(s)S(s) [R(s) - V(s)] + [I - G(s)S(s) ]W(s)
—_——— —_———
T(s) T(s)

Y(s) =T(s) [R(s) - V(s)] + S(s)W(s)

uma vez que T'(s) + S(s) = (G(s) + I)S(s) = (G(s) + I)(I + G(s) ' =1.

t

W (s)

R(s)

E(s)
P>




CAPITULO 2

Espaco de estados e func¢ao de transferéncia

1. Forma de espaco de estados

As equagdes de movimento de um sistema dindmico podem ser tipicamente descritas na forma:

q=G(tq,v;0)
M(t,q;0)0 = F(t,q,0,u,w; 0)

onde identificamos:

e t: varidvel de tempo;

e q € R¥: vetor de coordenadas generalizadas;

e v € R": vetor de quasi-velocidades (caso v = q, dizemos que v é um vetor de velocidades
generalizadas);

e u € R": vetor de ;

e w e Rl vetor de entradas de distiirbio;

e 0 € R?: vetor de parimetros do modelo;

e G € R*: relagdo cinemadtica (transformagdo de varidveis) entre q e v;

e M e R”™": matriz de inércia generalizada;

e F e R": vetor de forcas generalizadas.

1.1. Modelo de roda de bicicleta: disco de bordo esbelto. Equagdes de movimento:

x —r(wy — w3 tan @) cos Y

y —r(wy — w3z tan @) siny

¥l = w3 sec ¢

4 1

0 wy — w3 tan ¢
—_——

q G(q,v;0)

i+1 0 0] [& L sing + (j + 1)awnws — iw? tan ¢
m>| 0 j+1 0| |an]| =mr?|" — @3
0 0 i] |ws imwstan ¢ — jwiwr
~——
M(9) 0 F(q.09)

comq=(x,y9,¢0) e R?, v = (w1, w2, w3) € R3e0= (r,9,i,j,m) € RO,

Fonte: Orsino (2020)


https://link.springer.com/article/10.1007/s11071-020-05924-9
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1.2. Modelo de Whipple linearizado para movimento em linha reta. Modelo linearizado em
torno de uma solugdo em regime permanente na qual a bicicleta descreve uma translacdo em linha
reta com velocidade v constante (Meijaard et al., 2007):

Mg = —vC1q - (gKo +0v*Ky)q +1
C0mq2(¢,5)ERZ,UZqERZ,uzfgeR,W=T¢ER,GZUGR,T:(T¢,T5)GZ

80.82 2.319
M = [2.319 0.2978]
5 | 8095 ~2.600
0= 1-2.600 -0.8033
0 76.60
KZ:[O 2.654]
Cr - 0 33.87
1=1-0.8504 1.685

L’% B\
AV

Cr(x,y,0)

Fonte: adaptado de Meijaard et al. (2007)

2. Estado de um sistema dindmico

Menor conjunto de varidveis cujo conhecimento em um dado instante de tempo t, juntamente
ao conhecimento da entrada u(t) para t > ty, determina completamente a resposta do sistema para
= 1.

Certas coordenadas generalizadas podem néo estar presentes nas equagdes dindmicas. Assim,
particiona-se o vetor q na forma:

_|q*| — coordenadas generalizadas presentes nas equagdes dindmicas
97 |g°| - coordenadas generalizadas nas equagdes dindmicas

q

A definicdo candnica para o vetor de estados x € R", obtida diretamente a partir das equagdes de
movimento do modelo é dada por:

q

LY

X =

Dada qualquer transformacio invertivel ¥, z = p(x) também é uma defini¢do vdalida para o vetor de
estados.

Dizemos que um modelo estd na forma de espaco de estados quando suas equagdes encontram-se
expressas como:

d
{ d_)t( =f(t,x,u,w;0)
y=h(t,x,u;0)+v
onde identificamos:
e t: variavel de tempo;


https://dx.doi.org/10.1098/rspa.2007.1857
https://dx.doi.org/10.1098/rspa.2007.1857
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e x € R™ vetor de estados;

e u € R": vetor de ;

e w € R!: vetor de entradas de distiirbio;

e y € R™: vetor de saidas/observagoes/medicoes;
e v € R™: vetor de ruidos de medigio;

e 0 € R?: vetor de parimetros.

A defini¢do do vetor de observagdes y decorre do fato de que
¢ necessirio) medir todas as varidveis que definem o estado de um sistema dinamico.

O modelo sera [inear se for possivel definir um vetor de estados x € R" em que a forma de
espago de estados seja expressa como:

(e nem sempre

{ % =A(t;0)x+ B(t;0)u+ E(t;0)w
y=C(t;0)x+D(t;0)u+v
onde identificamos:

e A € R™™": matriz de estados;

e B € R™": matriz de ;
e E € R™: matriz de entradas de distiirbio;
o C € R™": matriz de observagdes;

e D e R™,

Caso nenhuma das matrizes dependa explicitamente do tempo, dizemos que se trata de um sisterna
linear invariante no tempo (SLIT).

2.1. Modelo de Whipple linearizado para movimento em linha reta. Para o modelo de
Whipple, adotando x = (¢,8,4,8) e R*, u=15 e R, w=175 e Rey = ¢ € R, temos:

dx = Ax+ Bu+ Ew
dt
y = Cx
com:
0 0 1 0
Al 0 0 0 1
9489 -0.89120% - 05715 —0.10550 —0.33050
1172 3091 -1.9720>  3.6770  -3.0850
0 0
B=| Y B=| Y C=[1 000 D=0
~ [-0.1241 ~ 1 0.0159 - -
| 4.324 -0.1241

3. Estados de equilibrio de um modelo nao-linear

Considere um modelo matematico ndo-linear e invariante no tempo expresso na forma de espago
de estados:

dx
{ d_tn = f(x”, un,Wn; 9)
Vn = h(xp, up;0) + v

Um estado de equilibrio dindmico (também conhecido como solu¢io em regime permanente) associado
as entrada u, = 1 e w, = W constantes, é um estado x, = X(1, w; 0) também constante tal que:

(%@ w;0) = 0
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X, u, w,y), definidas como:
X=Xy—X

O modelo linearizado serd descrito em termos de varidveis incrementais (denotadas sem indice:

u=u,—u

W =Wjy— W

y=yn—-y

As equagoes de movimento linearizadas do sistema descrevem a dindmica de solucdes que ocorrem
no entorno de X, = X, Uy = 0, W, = W
d

—X:Ax+Bu+Ew
dit
y=Cx+Du+v

em que A, B, E, C e D sdao matrizes jacobianas definidas como:
of

of of oh Jh
xpo =% BT oufeox B o nox O 5 hex PG
nUnzl_l nUnzﬁ nUnzl_l nUnzﬁ nunZﬁ
Wn:V_V Wn:W Wn:‘/_v Wn:V_V Wn:V_V
4. Sistemas dindmicos lineares
W (s)
Vi(s)
U(s) X(s) Y(s)
- SH——>
planta
! D
medicao
dx

— = Ax+ Bu+ Ew
dt

{ sX(s) — x(0) = AX(s) + BU(s) + EW(s)
=
y=Cx+Du+v

Y(s) = CX(s) + DU(s) + V(s)
X(s) = (sI — A [BU(s) + EW(s) + x(0)]

Utilizando a transformada inversa de Laplace e definindo a matriz de transicio de estados
&(t) = L7 (sI - A7 (1) = et

Y(s) = [C(sI - A)"'B + D|U(s) + C(sI — A)'[EW(s) + x(0)]| + V(s)
x(t) = @(1)x(0) + / tdi(t — 1) [Bu(r) + Ew(z)] dr
0

integral de convolugdo

4.1. Resposta dindmica de modelos lineares gerais. Para qualquer modelo matematico linear:
dx(t)
dt

= A(t)x(t) + B(t)u(t) + E(t)w(t)
y(t) = C()x(1) + D(t)u(t) + v(1)

existe uma matriz de transicio de estados @(t, 7) tal que:

x(t) = (1, 1)x(to) + / t@(t, ) [B(r)u(z) + E(ryw(r)] dr
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Em particular, se A for invariante no tempo, entao:
&(t,7) = P(t — 7) = 2D

A origem x = 0 serd um ponto de equilibrio:

e instivel se Re(A) > 0 para algum autovalor A de A;
. se Ade A.

4.2. Mudanca de varidveis. Considere uma mudanca de varidveis de estados definida por
uma transformacao linear baseada na matriz invertivel T' constante:

z=Tx o x=Tz

Sustituindo a transformagao nas equagdes do modelo:

dz — —_ _

T‘lg:AT_lz+Bu+Ew —Z:Az+Bu+Ew
de S de

y:CT_lz+Du+v y=Cz+Du+v

com:

A=TAT!, B=TB, E=TE e C=CT!
Note ainda que, para um SLIT:

D(t)=LI-A ) =TL?I-AOT =Te1t)T’

Cabe notar ainda que as funcoes de transferéncia do sistema sio invariantes a uma mudanga de varidveis
de estado.

10



CAP{TULO 3

Controlabilidade e Observabilidade

Seja um modelo linear expresso na forma de espaco de estados:

dx(t)
a5 - A(t)x(t) + B(t)u(t)

y(t) = C(t)x(1)

Por ora, serd desprezado o efeito de perturbagdes e ruido de medigdo e ndo havera um canal direto
da entrada u(¢) para as medidas y(t).

Existe uma matriz de transicio de estados P(t, 7) tal que:

x(t) = D(t, t9)x(tp) +/t<15(t, 7)B(t)u(r) dr

to

Em particular, se A for invariante no tempo, entdo:

PD(t,7) = B(t — 1) = A
1

k k
k!At +...

1
eAt:I+At+EA2t2+...+

1. Controlabilidade

Um sistema dindmico é controldvel se, e somente se, partindo de qualquer condigio inicial
xo = X(tp) for possivel atingir qualquer outro estado x; = x(t1) em um intervalo de tempo finito
[t0, 1], por meio da especificacdo, neste intervalo, do vetor de entradas de controle u(t).

Sabendo que:

/ LB (1, ) B(tyu(t) dt = x(11) — (11, 10)x(to)

to

pode-se buscar para u(¢) uma solugdo da forma:
u(t) = B ()@ (11, 1) [x(t1) = B(11, 10)x(t)], to<t<h

Substituindo na equacdo anterior:

{/ l D (11, ) B(t)BT ()P (1. 1) dt} [x(t1) — D (11, 10)x(tp)]

=x(t) — P (11, 1)x(to)

Teorema: um sistema linear serd controlivel se, e somente se, para algum instante de tempo
11> 1t O 3

- /tl &(11, ) B@)BT ()P (1, 1) dt

to
for uma matriz invertivel (ndo-singular).

11
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Supondo que seja singular, existe um vetor £ # 0 tal que:
51
g E=0 o / £'P(t1,)B(t)BT (1)@ (11, 1)Edt =0
to

= /1[BT(t)diT(ﬁ,t)g]T[BT(t)sPT(ﬁ,t)g dt=0
e z(t)=BT()®'(4,1)E=0, Vi€ [to, 1]

uma vez que z'z = ||z|? e jto“ Iz|2dt =0 & z(t) =0, Vt € [to, 1]
Assim, supondo que se deseje sair de x(ty) = 0 e chegar a um estado x(t;) = c£ para algum
c#0:

/tl D(ty,t)B(t)u(t) dt = cg

Pré-multiplicando a equagéo por € :
5]
[ eewBwu di-csTe
to

/tlzT(l‘)u(t)dt=CII*§|I2 = 0=clgl® = c=0

to

Neste caso (se for singular), partindo da origem é impossivel atingir, em um intervalo de
tempo finito, usando as entradas de controle disponiveis, qualquer estado da forma cg, ¢ # 0; ou
seja, o sistema é nao-controlivel.

2. Teste algébrico de controlabilidade para um SLIT

Um sistema linear invariante no tempo com A € R™" e B € R™ é controldvel se, e somente se, a
matriz de controlabilidade QQ € R™™:

Q=[B|AB|...| A"'B|

tiver posto n (completo). Em outras palavras, as colunas de @ devem ser um conjunto gerador
doR" e, portanto, £'Q =0 & £=0.

O posto de uma matriz é a dimensio do espago vetorial gerado por suas colunas. O posto de uma
matriz é o mesmo posto de sua transposta.

Em particular para um sistema SISO/SIMO, a entrada u é um escalar e, portanto, B = b €
Rnxl =R'e Q e R™<n.

Q=[b|Ab|...| A" b]

Assim, um sistemma SISO/SIMO serd controldvel se, e somente se, Q for uma matriz invertivel (ndo-
singular).

Voltando ao feorema da controlabilidade, se é ndo-singular, entdo &' £E=0 o £=
0. Vimos que:

£ gz/tlzT(t)z(t) dt com z'(t)=&'®d(1,1)B

Em outras palavras, para que o sistema seja controlavel basta provar que z(t) =0 < §=0.
Notando que, para um SLIT, (1, 1) = (1, — t) = e(170:

ZT(t) — gTeA(t»lft)B
=E B+ETAB(t1 —t) +...+ %gTAk_lB(tl L

12
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Toda matriz quadrada A satisfaz ao préprio polindmio caracteristico (teorema de Cayley-Hamilton):
p(s)=det(sI —A)=s"+a;s"  +...+a,s’=0
p(A)=A"+a A" v +a,I=0
Decorre assim que A*, k > n, é gerada por {I, A, ..., A" 1},
Assim, cada uma das colunas de uma matriz da forma A*B, k > 0, pode ser construida como

combinacdo linear das colunas de Q.
Portanto, se Q tem posto completo, o sistema é controldvel, uma vez que:

zi)=0 o EQ=0 o £=0
3. Observabilidade

Um sistema dinamico ndo-forcado é observavel se, e somente se, for possivel determinar qualquer
condigdo inicial xo = x(tp) a partir do registro em um intervalo de tempo finito [to, t;] do vetor de
saidas y(t).

Notando que:
y(t) = C)P(1.1p)x(ky), ty<t<th
propde-se o calculo da integral:

/1€Z5T(t, t0)C T ()y(t) dt:{/ldiT(t, 10)C T ()C(t)P(1, 1) dt}x(to)

to to

M (t1, to)

e, caso exista t; > to tal que M (11, 19) seja invertivel:

X(to) = M (11,1) / BT (110)CT (Dy (1) dt

Teorema: um sistema linear serd observivel se, e somente se, para algum instante de tempo
t1 > to o gramiano de observabilidade:

M (ty, 1) = /tl &7 (1, 1))CT(t)C(1)D(t, 1) dt

for uma matriz invertivel (ndo-singular).

Se M (1, ty) é singular, entdao n" M (11, fp)n = 0 para algum n # 0:

/ NTET (1) CT (OB 1o)n dt = / YTy () di =0

1o to

e y)=Ct)P(t,t0)n=0, Vte [t t1]

Neste caso, estados iniciais da forma x(#)) = cn, ¢ # 0, produzem saidas y(t) = 0 para todo
t € [to,t1], sendo indistinguiveis de uma condi¢do inicial na origem x(tp) = 0. O sistema §,
portanto, ndo-observével.

4. Teste algébrico de observabilidade para um SLIT

z

Um sistema linear invariante no tempo com A € R™" e C € R™" é observivel se, e somente se, a
matriz de observabilidade N € R™"™;

N=[CT|ATCT|...| (AN ICT|
tiver posto n (completo). Em outras palavras, as colunas de IN devem ser um conjunto gerador
doR" e, portanto, n"N =0 & n=0.

13
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Voltando ao feorema da observabilidade, se M (11, ty) é ndo-singular, entdo n" M (t,7o)n =0 &
n = 0. Vimos que:

151
n' M (ty, to)n = / y' (D)y(t)dt com y(t)=C ()P (1, 1)n
to
Em outras palavras, para que o sistema seja observével basta provar que y(t) =0 < n=0.
Notando que, para um SLIT, &7 (, 1)) = &(t — tg) = e/ (710
yT(t) — r]'reAT(t—to)C'r
1
=n'CT+n"TATCT(t—tg) +...+ FnT(AT)k_lcT(t — o)+

Do teorema de Cayley-Hamilton decorre que AX, k > n, é gerada por {I, 4, ..., A" '}. Note ainda
que (AT)* = (AHT, k > 0.

Assim, cada uma das colunas de uma matriz da forma (AT)*CT, k > 0, pode ser construida
como combinacgédo linear das colunas de IN.

Portanto, se IN tem posto completo, o sistema € observivel, uma vez que:

yt) =0 & n'N=0 & n=0

14



CAPITULO 4

Alocacdo de polos por realimentac¢ao de estados

Para um sistema linear controldvel existird uma matriz K € R™" tal que, adotando uma lei de
controle baseada em realimentagio de estados da forma:

u=-Kx
é possivel escolher a localizagio de todos os n polos do sistema em malha fechada, que seré regido
pela equacdo:

dx —

E:Ax+Bu: (A- BK)x = Ax

Dados os n autovalores desejados para a matriz de estados A do sistema em malha fechada, havera
r X n elementos da matriz K a determinar.

Em outras palavras, hd uma solucio tinica para o caso SISO/SIMO (r = 1) e milltiplas solugoes
possiveis para os casos MISO/MIMO (r > 1).
Os polindmios caracteristicos das matrizes de estado em malha aberta A e em malha fechada

A = A - BK séo, respectivamente:

p(s)=detsI - A) = [ [s—pp) =s"+as" " +... +a,s" =0

j=1
p(s) = det(sI - A) = ﬂ(s —p)=s"+as" . +a,s"=0
j=1

onde pj, j =1,...,n, sdo os polos em malha aberta e p;, j = 1,...,n, sdo os polos que o projetista
escolheu para o sistema em malha fechada. Para a estabilidade do sistema em malha fechada é
necessario que:

Re(ﬁi)<0, Vizl,...,n
Via de regra, no entanto, quanto mais distantes os polos em malha fechada estiverem dos polos em malha
aberta, maiores serdo os médulos dos elementos da matriz de ganhos K e, consequentemente,
maiores serdo os modulos dos esforcos de controle u = —Kx.
1. Caso SISO/SIMO: solug¢do de Bass-Gura
Para um sistema SISO/SIMO, B=b e R™1 K = kT e R*" ¢;
A=A-bk'

Definindo os vetores a e a, formados pelos coeficientes dos polindmios caracterisiticos p(s) (MA)
e p(s) (MF), respectivamente, e a matrix Toeplitz triangular W, baseada nos coeficientes de p(s):

ai al 1 a9 a ... ano ap

a» _ a» 0 1 a1 ... a3 ayo
a=|. |, a=|. e W= .

an an o 0o o0 ... 0 1

a matriz k que resolve o problema de alocacio de polos é dada por:

15
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k=[@W) "] (a-a)

onde Q = [b| Ab | ... | A" 'b]| € R™" é a matriz de controlabilidade.

1.1. Matrizes companheiras de um polinémio caracteristico. Dado o polindmio caracteristico
p(s) =s"+a;s" L +... +a,s = 0, definem-se as matrizes companheiras Ag e Ag:

-a1 —az ... —au-1 —ay
1 0 ... 0 0
Ap=|0 1 0 0
o 0 ... 1 0
00 0 -a,
10 ... 0 —ap
Ap=101 ... 0 -ay
00 ... 1T -a

As matrizes companheiras do polindmio caracteristico p(s) satisfazem as identidades envol-
vendo as matrizes A, Q e W:

WA@ = A@W e QA@ = AQ
A segunda identidade decorre do teorema de Cayley-Hamilton p(A) = 0:

0 0 ... 0 -a,
10 ... 0 —an1
QAp=[b Ab ... A" |0 1 ... 0 -an
00 1 -a
=[Ab A%b ... (—anI—an_lA—...—alA”_l)b]
=[Ab A% ... A"D|=AQ

Assim, Apg = W 1AW e Ap = Q' AQ, de onde se identifica a matriz de transformacéo
T =(QW) ! tal que:

Ap =W AW =W lQ'AQW =T AT !

1.2. Forma candnica controldvel de sistemas SISO/SIMO. Definindo by =[1 0 ... O]T e
notando que bg = Tb = (QW)1b:

1 a4 ap ... anp ap-1]J1

0 1 a ... a3 ay2||0
Tby=[b Ab ... A=Tb|| = T TRy

o 0o o0 ... O 1 0

pode-se adotar a mudanca de variaveis z = Tx = (QW)~!x tal que:

dx dz
T =Ax+bu o E:A@z+b@u

A expressdo das equagdes dindmicas de um sistema linear SISO/SIMO em termos das varidveis
de estado z que transforma a matriz de estados na primeira forma companheira do polinémio
caracteristico de malha aberta p(s) é denominada forma canonica controldvel.

16
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1.3. Demonstracdo da solucao de Bass-Gura para sistemas SISO/SIMO. Adote-se a lei de

controleu=-8"zcomd' = [6 & ... &
d _ _
d_: = A@Z + b@u = (A@ - b@ST) Zz= A@Z com A@ = A@ - b@ﬁT
—(a1+61) —(a2+&) ... —(ap1+6p-1) —(an+3d,)
1 0 ... 0 0
A,=| 0 1 0 0
0 0 .. 1 0

Notando que a matriz Ag é companheira do polindmio caracteristico de malha fechada p(s) de tal
formaquea; +8; =a;,i=12,...,n, entdo:

u=-8"z=-8"Tx= —(TTS)TX =-k'x
comk=T78,T=(QW)led=a-a,oquedemonstra a solugdo:

k=[@W) "] (a-a)

17



CAP{TULO 5

Sintese de reguladores lineares quadraticos (LQR)

1. Estabilidade segundo Lyapunov
Seja um modelo autonomo, linear ou nio-linear, expresso pela EDO:

dx(t)
dt
Admitindo que x seja um ponto de equilibrio do sistema, ou seja, f(x) = 0 entdo:

f(x(1)),  x(to) =x0

e X é um ponto de equilibrio estivel segundo Lyapunov se, para todo ¢ > 0 existir um § > 0 tal
que, se ||xp — X|| < §, entdo, para todo t > 1o, [|x(t) = X|| < e.

e X é um ponto de equilibrio assintoticamente estivel se for estavel segundo Lyapunov e existir
um § > 0 tal que, se ||xp — X|| < 6, entdo th_)nolo lIx(t) — x| = 0.

e X é um ponto de equilibrio exponencialmente estivel se for assintoticamente estavel e existirem
constantes positivas a, ff e § tais que, se ||xo — X|| < §, para todo t > to, [[x(t) — X| <
allxo — x||le .

Para um sistema dindmico auténomo:
POty xw) =x0
que tenha um ponto de equilibrio em x = 0, admita que existe uma funcdo V : R* — R (ou seja, a
valores reais) tal que:
e V(0)=0;
e V(x) > 0 para todo x # 0;

o w = VV(x) - f(x) < 0 para todo x # 0;

entdo x = 0 é um ponto de equilibrio estivel sequndo Lyapunov.

Ainda, se for possivel garantir que VV(x) - f(x) < 0 para todo x # 0, entdo x = 0 é um ponto de
equilibrio assintoticamente estdvel.

1.1. Estabilidade de um SLIT. Considere um sistema linear invariante no tempo (SLIT) da forma:

dx
E —AX

Para provar que a origem x = 0 é um ponto de equilibrio assintoticamente estivel, basta encontrar um
par de matrizes P e Q definidas positivas (ou seja, x' Px > 0 e x'Qx > 0, Vx # 0) que satisfagam a
equagdo de Lyapunov:

AP+ PA=-Q
Neste caso, basta adotar:
V(x) = x" Px
Por defini¢do, V(0) = 0 e V(x) > 0 para todo x # 0. Ainda:

v d
dt  dt

[x"Px] =x"ATPx+x"PAx=-x"Qx <0

18
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2. Regulador linear quadratico (LQR)

Considere sistema linear munido de uma lei de controle por realimentagio de estados da forma:
u=-Kx

Se o sistema for controldvel, é possivel escolher uma matrix K que seja capaz de alocar os polos em
malha fechada em qualquer posicao definida pelo projetista.

Via de regra, quanto mais distantes os polos em malha fechada estiverem dos polos em malha aberta,
maiores serdo os modulos dos elementos da matriz de ganhos K e, consequentemente, maiores
serdo os modulos dos esforcos de controle. Uma ma alocagdo dos polos em MF pode levar a:

e um consumo excessivo de energia;
e um superdimensionamento dos atuadores necessérios para controlar o sistema;
e ocorréncia frequente de saturagio dos atuadores durante a operagdo regular do sistema.

Ainda, na presenga de mais de uma entrada de controle, hd miiltiplas solucoes para os elementos
de K que levam a uma mesma alocagio de polos. Qual das solugdes escolher visando evitar os
problemas citados?

E se, em vez de obter K por meio da alocagdo dos polos para o sistema em malha fechada, o
requlador linear por realimentacio de estados u = — Kx pudesse ser obtido por meio da solu¢do de um
problema de otimizagdo que garantisse:

e que a origem x = 0 seja um ponto de equilibrio assintoticamente estivel para o sistema em
malha fechada;

e que esforcos elevados de controle sejam penalizados;

e que um desempenho ruim (i.e., distdincia média para a origem elevada e/ou tempo elevado
para que o estado do sistema em malha fechada convirja para a origem) seja penalizado.

2.1. Indice de desempenho quadratico. O regulador linear quadritico (LQR) é um o requlador
linear por realimentagio de estados u = —Kx obtido por meio do problema de minimizacio do indice
de desempenho quadritico J:

J= / [x"Qx+u"Ru]dt = / x" (Q+ K "RK)xdt
0 0
com Q sendo uma matriz simétrica e semi-definida positiva e R sendo uma matriz simétrica e definida
positiva, ou seja:
x'Qx >0,Vx #0 e u Ru>0,Vu#0

Se a ocorréncia simultdneade Kx=0e Qx =0 = x =0, a matriz (Q + K" RK) sera simétrica e
definida positiva, uma vez que:

x' (Q+K"RK)x=x"Qx+(-Kx)"TR(-Kx) >0
Note que:

¢ ||Q|l > ||R|| prioriza penalizar um desempenho ruim do controlador;
e ||R|| > ||Q|| prioriza penalizar esforcos elevados de controle.

2.2. Sintese de um reguladorlinear quadratico (LQR). Sendoamatriz (Q + K™ RK) simétrica
e definida positiva, para garantir que, em malha fechada a origem x = 0 seja um ponto de equilibrio
assintoticamente estivel, basta encontrar uma matriz P definida positiva que satisfaga a equagio de
Lyapunov:
A'P+PA=-(Q+K'RK) com A=A-BK
Neste caso, para provar a estabilidade assintotica, em malha fechada, da origem pelo método direto de
Lyapunov, basta tomar:

V(x) = x" Px

19



PME3481 — CoNTROLE E APLICACOES (2024) — PROF. DR. RENaTO M. M. ORSINO

Por defini¢do, V(0) = 0 e V(x) > 0 para todo x # 0. Ainda:
dv(x) d
de— dt
o que conclui a verificagdo do conjunto de condi¢des necessdrias para a estabilidade assintética
desejada.
Nestas condig¢des, o indice de desempenho quadritico se torna:

J= / (Q+K"RK)xdt = - / d‘g(x) dt = V(x(0)) - lim V(x(1))

0
O objetivo do regulador é que x(t) — 0 conforme t — co. Assim, thm V(x(t)) =0e:

[x" Px] - x"A Px+x PAx = —x" (Q+K"RK)x<0

J = V(x(0)) = x] Pxq
Seja P a matriz simétrica e definida positiva que minimiza J.

Para que o valor de J seja estacionario, ou seja, §] = 0, o que é condicdo necessaria neste ponto
de minimo:

8] =x3(P+38P)xg —x) Pxo=xj8Pxp=0,Yxg & J8P=0

Em outras palavras, a matriz P que minimiza o indice de desempenho quadritico ] também deve ter
seu valor estaciondrio.

O valor estaciondrio da matriz P estara garantida se a equacio de Lyapunov permanecer verdadeira
mantido o valor de P e tomando uma variacado infinitesimal 8 K para a matriz de ganho:

[A- B(K +5K)]"P+P[A-B(K +3K)] =-Q - (K +3K)"R(K +3K)
= -3K'B'"P-PBJK=-8K'RK -K"RSK
Esta altima equacdo serd verdadeira se for vélida a identidade:

B'P-RK & K-=R'!'B™P

Substituindo esta tiltima identidade na equagio de Lyapunov, e considerando a simetria das matrizes
P e R, obtém-se:

|A-BR'B"P|'P+P|A-BR'B"P|=-Q-(R'B"P)"B"P

ATP+PA-PBR'B"P+Q=0

que é a equagio algébrica de Riccati (ARE) para a determinagao de P.

2.3. LOR parahorizonte de tempo finito. Alternativamente, o requlador linear quadritico (LQR)
pode ser obtido por meio do problema de minimizacio de um indice de desempenho quadritico ] para
um horizonte de tempo finito:

J= /0 | [x()T@x() + u(d)T Ru(n)] dt + x(t1) T Qux(t1)

com Q e Q1 sendo matrizes simétricas e semi-definidas positivas e R sendo uma matriz simétrica e
definida positiva.

Neste caso, o ganho K da lei de controle linear por realimentagio de estados u = —Kx é dado pela
expressao:

K(t) =R 'BTP(t)

com P(t) correspondendo a solucdo da equacio diferencial de Riccati:

A"TP+PA-PBR'B"P+Q= —(11—1: com P(t)=Q
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CAPITULO 6

Observadores de estados
1. Observador de Luenberger

controlador W(s)

X, (s) 2 E(s) S . ;

pl'amta V(S)

medigdo

X(s)

Planta — modelo linear:

[ X _ Ax(r) + Bu(r)

dt
y(t) = Cx(1)
Observador:
dx(t) . o
5 = AX(t) + Bu(t) + L(y(1) - y(1))
y(t) = Cx(t)

onde identificamos:

e A € R™™": matriz de estados;

e B € R™": matriz de entradas de controle;
e C € R™": matriz de observagoes;

o L € R™™: matriz de ;

Defina-se ainda o erro de estimacio:

e(t) = x(t) — x(¢)
Observe que: y(t) — §(t) = C(x(t) — X(t)) = Ce(1).
A dinamica do erro de estimagio é dada por:
de(t) _ dx(r) dx(?)
dt  dt dt

= Ax(t) + Bu(t) — AX(t) — Bu(t) — LC«(t)

de(t)
dt

= Ae(t) com A=A-LC
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Note que: (i) da dualidade entre controlabilidade e observabilidade, sabemos que o par (A, C) é
observéavel se, e somente se, o par (AT, CT) é controlavel; (ii) os autovalores de A = A — LC e

-~

AT = AT — CTL" sao idénticos.

A matriz de ganhos L do observador de estados pode ser tomada como a transposta da matriz de
ganhos K de um controlador para um sistema cuja matriz de estados é AT e cuja matriz de entradas
de controle é CT.

2. Principio da separacao

As leis de controle para reguladores discutidas até entdo pressupdem, em sua dedugdo, que o
estado x(t) do sistema seja inteiramente acessivel, sendo possivel propor uma realimentacio de
estados da forma:

u(t) = —Kx(t)

No entanto, na impossibilidade de se medir integralmente o estado do sistema, pode-se propor
uma lei de controle em que o estado x(t) é substituido por sua estimativa X(t) fornecida pelo observador
de estados:

u(t) = —KX(t) = —K(x(t) - £())
Assim, a dindmica do sistema em malha fechada para a ser descrita como:

d[x(t)] [ZBK”x(o] {Z:A—BK
- = Y com =
dt | e(t) O.A e(t) A=A-LC

O polinomio caracteristico p(s) do sistema pode ser escrito como o produto do polinomio caracteristico
p(s) da planta em malha fechada admitindo realimentagio de estados pelo

sI-A| -BK _ -
p(s) = det — | =det(sI — A) det(sI — A)
. sIT-A
p(s) p(s)
Os 2n polos do sistema completo controlado por uma lei de controle da forma u(t) = —KX(¢)

correspondem aos:
e n polos do controlador projetado via realimentagio de estados;

Assim, controlador e observador podem ser projetados de forma independente.

3. Observador de ordem reduzida

Admita que a matriz de observacoes C' € R™" tenha posto completo (ou seja, suas m linhas sejam
linearmente independentes).

Seja V' € RI""m>X" uma matriz cujas linhas constituem uma base' para ker(C) = {x € R" | Cx = 0}.
Neste caso, CVT =0e:

T — c Ran

é uma matriz invertivel:
T'=[M|N]eR”™ com MeR” e N eR™rmm
1E comum casos em que C seja formada por algumas linhas da matriz identidade I,,. Nestes casos, basta definir
V como a matriz formada pelas linhas de I,, ausentes em C.
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Observe que, das identidades TT~! = I,, e T~'T = I,, decorre que:
CM =1, CN =0 MC+NV =1,
VM=0 VN = Ipm

Utilizando a matriz T, defina-se uma transformacio de varidveis:

[ x. (1) ] o = [ Cx(t) ] [y

Xy (1) Vx(t) Vx(t)

A partir desta transformacao é possivel descrever o estado x(t) como:

X ()
x4 (1)

Uma vez que y € R™ é medido, o problema de estimar x € R” pode ser reduzido ao problema de
estimar x, € R("=™);

x(t) =T

] = Mx.(t) + Nx,(t) = My(t) + Nx,(t)

X(t) = My(t) + NXx,(t)

Adotando a transformacao de varidveis baseada na matriz de observacdes, a expressio em forma
de espago de estados do modelo da planta se torna:

dx. (t
O - Aux(0) + Awx(t) + Bru()
dx,(t
40— Agxa(t) + Ax() + Bau()
Y(t) = X*(t)
com:
[ Ay | Ap . CAM | CAN
| An | Ax B - VAM.VAN
B rg- | -CE
B,| ~ |vB

A seguinte estrutura é proposta para o observador de ordem reduzida para a estimacao de x,(t):
X4(t) = Jy(t) +z(t)
dz(t)
dt
Define-se o erro de estimagio como:
g(1) = x, (1) — X, (1)
Dessa forma, a derivada do erro de estimacao é dada por:
dey(t) _dx(t) _ dy() _dz(o)

=Fz(t) + Gy(t) + Hu(t)

dt ~  dt dt dt
de,(1)
Tl (Ap1 — JA11 — G)y(t) + (A — J A12)x,(1)

+ (B - JB1 — H)u(t) — Fz(t)
Substituindo na tdltima expressao:

2(t) = (1) - Ty (1)
Xe(1) = R (1) + (1)
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obtém-se:
dey (1)
dt

= (A1 —JA -G+ FJ)y(t) + (Axn — JA12)g(t)
+(Axn - JAp - F)X(t) + (B2 — JB1 — H)u(t)

A dinamica do erro de estimacdo se torna independente das varidveis y, X, e u se tormarmos:

F=A»-JAp
G=Ay-JA 1+ FJ
H=B;-JB;
Nestas condicGes, a dindmica do erro de estimacédo se torna:
de,(t)

i = Feg,(t) com F=A22—JA12=(V—JC)AN

Pode-se demonstrar que, se o par (A, C) for observivel, o par (A, A12) também sera observdvel.

Recorrendo a dualidade, a matriz de ganhos J € RU""™*m do observador de estados de ordem reduzida
pode ser tomada como a transposta da matriz de ganhos K € R™ =™ de um controlador para um
sistema com:

e matriz de estados A], € R("-mx(n=m);
e matriz de entradas de controle Asz € R(n—m)xm

Ainda, o estimador X(t) do estado do sistema se torna:

X(t) =Sy(t)+ Nz(t) com S=M+NJ

W(s)

controlador planta
=G V(o)
X, (s E(s U(s) X(s Y(s
L@ K] ™ el
medicao

X(s)
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CAP{TULO 7

Acompanhamento de referéncias

1. Seguidor via controle linear-quadrético

Um controlador que faga o estado x do sistema acompanhar um sinal de referéncia prescrito x(t),
t € [0, 1], pode ser obtido via minimizacio de um indice de desempenho quadritico ] para um horizonte
de tempo finito:

J(x,u) = /Ot1 [(x - xr)TQ(x — Xr) +uTRu] de+ (x - xr)TQl(x — Xr)

t=t1

com Q e Qi sendo matrizes simétricas e semi-definidas positivas e R sendo uma matriz simétrica e
definida positiva.
Uma vez que o sistema deve satisfazer a equacdo dindmica:
dx

a:AX-FBu

tal condigdo deve ser tratada como uma restri¢io do problema de otimizagdo. Utilizando o método
dos multiplicadores de Lagrange, pode-se transformar o problema de otimizagio restrita da funcao

J(x,u) em um problema de otimizacio irrestrita de uma fungao J(x,u, M.
Defina-se a fung¢do objetivo estendida ]_(x, u,A):

5]
Tixw ) = /
0

+ (x(t1) = xe(11)) ' Q1 (x(t1) =X (t1))

(x — xr)TQ(x —x)+u' Ru+2)T (Ax+ Bu - %)] dt

Para a minimizacdo de J(x, u, ).), verifica-se primeiramente sob quais condi¢des §] = 0.

- h
5]:2/ [5XTQ(x—xr) +86u' Ru+ 617 (Ax+Bu— %)
0

dt +26x(11) " Q1 (x(t1) — xc(t1))

+AT (Ach + Béu — %)

Integrando por partes, verifica-se que:

151 151 51 d)\T
/ XT@ dt =AT6x| - / —x dt
0 dt 0 0 dt

Notando ainda que o estado inicial x(0) deve ser tratado como um dado do problema e, assim,
6x(0) = 0, a condicdo §J = 0 se torna:

151
O=/ {5XT
0

+ 6T

di
Q(x—x/)+AT A+ T

Ax+ Bu - %] } dt +8x(t1)" [Q1(x(t1) = xe(t1)) = M(t1)]

+6u’ [Ru+ BT)\]

25



PME3481 — CoNTROLE E APLICACOES (2024) — PROF. DR. RENaTO M. M. ORSINO

Sendo as variagdes dx, du, oA e 6x(t1) independentes, decorre que:

di d)
Q(X—Xr)+AT}\+E:0 = EZ—QX—ATX-FQX,'
Ru+B"A=0 = u=-R'B")\
d d
Ax+Bu-2=0 = Z_-Ax-BR'B™\
dt dt

Q1(x(t1) = x(t1)) = A(t1) =0 = A(t1) = Qix(11) — Qix:(t7)

Buscando para A uma solugdo afim em termos do estado x do sistema:

A(t) = P(t)x(t) = n(2)

Da equacdo @, u(t) = ~R Y (tB(1)TA(1) e, portanto, a lei de controle proposta adquire a forma:

® © ©® O

©

u(t) =-K()x(t) +i(t) com K=R'B'"P e u=R'BTq

Tomando a derivada temporal de ® e utilizando ®, obtém-se:
dr _dP de dn

TR TR TR

P d
= [Cll—t +PA- PBR‘lBTP] X — d—': +PBR'Bq

Por outro lado, substitindo ® em @, obtém-se:

di
_ dr .
As duas expressdes para — serdo equivalentes se, e somente se, Vx:

dt

dP

lE +PA+ATP-PBR'B"P+Q|x

dn (AT - PBR'B")n+Qx

dt =0

Além disso, da equacdo @ também deve ser verdadeiro, qualquer seja o valor de x(t;):

Mtr) = P(t)x(t1) — n(t1) = Q1x(t1) — Q1x(t1)

Assim, é suficiente que P(t) e n(t) satisfagam as seguintes EDOs:

i—l: =-PA-A"P+PBR'B'P-Q com P(t)=Q
d
S =-(AT-PBR'B)n-Qx com n(t)=Qixi(n)

Conclui-se que, no projeto de um sequidor via controle linear-quadritico, a matriz P(t) deve
satisfazer a mesma equacio diferencial de Riccati obtida na sintese de um requlador linear-quadritico

(LOR). Consequentemente:

A matriz de ganho K = R BT P do projeto de um seguidor deve ser a mesma adotada no

projeto do respectivo regulador.

A dindamica do sequidor em malha fechada é descrita pela equacdo @:
dx

i (A - BR'lBTP)x+ BR'B™y com x(0) =xg

Em particular, definindo a matriz de estados em malha fechada:
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A=(A-BK)=(A-BR'B"P)

a equacdo @ simplifica-se para a forma:

% = Ax+ BR'B™y com x(0) = xg

A equacdo diferencial para a determinac¢do de n(¢) também pode ser simplificada a partir da
definicdo de A:
.

(AT-PBR'B")=(A-BR'B"P)'=A

Assim:

d —
d_]: =—A'n-Qx, com n(t)=Qx(t)

*Nota — a solugdo do problema poderia alternativamente ser formulada colocando as equagdes @ e @ na
seguinte forma matricial:

~ [ A |-BR'BT
“ ol

X

A

d
dt

matriz Hamiltoniana H

com condigdo inicial x(0) = xg e condigdo final \(t1) = Q1(x(t1) —x/(t1)), eq. @.

1.1. Solucao explicita em malha fechada — seguidor LQ. Pode-se obter uma solugdo explicita
para n(t) por meio da equagao:

n(t) = ¥(£,0)n(0) - /Ot!?(t, 1)Qx (1) dr
com W (t, 1) satisfazendo a equacdo diferencial:

%!T/(t, 1) =-A (H)W(t,7) com W(r,7r)=1I, Vre[0t]
O valor de n(0) consistente com a condigio final n(t1) = Q1x(t1) é:

n(0) =¥ (0,1) [‘](tl) +/0 1 @ (11, 7)Qx () dr

— h_
= T0.0Quxl) + [ T0.0Qx (7 dr
Note que foi utilizada a seguinte propriedade da matriz de transicao:
— — — — —-1
(i, t1)¥ (1, 10) = W(t2, 00) = Wlho,t1) =¥ (t1,1)

Substituindo a expressdo para n(0) na expressdo para n(t):

() = Tt ) Qixi(h) + /O T (10)Qx(r) dr - /0 T (1, 1) Qx (1) dr

@) = Tt ) Qixi(h) + / T (11 Qxe(r) dr

A tltima etapa da dedugao de uma expressdo explicita para n(t) consiste em expressar a matriz de
.= . =T . I .
transicdao ¥(t,7), associada a —A (t), com a matriz de transicido P(t,r) do sistema em malha fechada,
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associada & matriz A(t) e que, por sua vez, satisfaz a seguinte equagao diferencial:
o — _ _ _
5@(1‘, 1) = A(t)®(t,7) com D(r,7)=1, Vre[0,t]

Tomando a derivada parcial em ¢ da identidade E(t, r)@( r,t) = I:
o= = _ 3 —
Edi(t’ 1)P(1,t) + P(t, 1) E@(T’ t)=0

Dessa forma:
%?p(a 1) = —®(r, t)%é(t, D)P(1,t) = —-B(1, 1) A()D(t,7)P(1, 1)
3 — _ - 9 — T =

> Z8(rnn=-BrnAl o Esst(f, H=-A () (1,1)

Ainda, como ET(T, r) =1, V1 € [0,11], conclui-se que:
W(t1)= ET(T, t)

Finalmente, para a dindmica do sequidor em malha fechada (supondo realimentagio de estados), obtém-
se:

N6 =3 (0 DQuxi(t) + / '3 (L 0Qx (1) di

x(t) = P(1, O)x(0)+/t€15(t, 1)B(tr)R™'BT (t)n(r) dr
0

Pode-se definir o erro do seguidor como:
e(t) = x(t) = x(t)

Considerando ainda que: K = R"!BT P, a lei de controle do seguidor pode ser escrita como:

u(t) = K(t)e(t) + R'B@®)T(n(t) — P(t)x(1))

—_———
realimentagdo pré-alimentacdo
controlador
X (s) X(s)
>

planta

2. Modelos assumidos para varidveis exégenas

Considere um sistema linear invariante no tempo:
dx(t)
dt

Assuma que tanto o sinal de referéncia x,(¢) quanto a perturbagdo w(t) sejam modelados como
solugdes de equagdes diferenciais conhecidas:

= Ax(t) + Bu(t) + Ew(t)

dx () _
T Arxi (1)
dvc‘l’f) = Ayw(D)

Definindo o erro de acompanhamento (erro do seguidor) como:
e(t) = x¢(t) —x(t)
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verifica-se que e(t) satisfaz a seguinte EDO:

dz(:) = Ae(t) - (A - A)x (1) - Bu(t) - Ew(1)
Para simplificar a equagao diferencial, defina-se a matriz F' e o vetor de varidveis exogenas Xo(t):
F=|A-A|E| e x()= [ :Eg ]
Assim:
dfi(tt) = Ae(t) — Bu(t) — Fxo(t)

Proponha-se uma lei de controle da forma:

u(t) = Ke(t) — Gxo(t)

o que faz com que a dindmica do erro de acompanhamento em malha fechada seja dada por:

dz(tt) = (A - BK)e(t) - (F - BG)xo(t) = Ae(t) - (F - BG)xo(1)
. : de(?) .
Note que, em regime permanente, ou seja, com a5 - 0, o valor do erro de acompanhamento é:

Ae=(F-BG)x, = e= Z_l(F - BG)x,

Seria ideal se fosse possivel tornar nulo o valor do erro em regime permanente qualquer seja o valor

. . . . -1
em regime permanente das varidveis exégenas, ou seja, escolher G tal que A (F - BG) = 0.
No entanto, em geral, isto ndo é possivel. Busquemos entdo uma matriz M que torne, em regimne
permanente:

Me=0

Isto serd verdadeiro para todo x, se:
MA ' (F-BG)=0 = MA BG=MA F

Para obter uma solugdo fechada para G é necessario que a matriz M A'B seja invertivel.
Isto requer, em primeiro lugar, que ela seja quadrada, ou seja, M € R™". Em outras palavras,
dispondo de r atuadores é possivel segquir com erro nulo em regime permanente somente r sinais de referéncia.
Conclui-se, portanto, que:

G=NF com N = [MZ_lB]_l MA

Assim, a lei de controle do seguidor se torna:

u(t) = Ke(t) - NFxo(t) = Ke(t) - N(A - A)x(t) - NEw(t)

e a dindmica do erro de acompanhamento se torna:

dfi(tt) = Ae(t) - (I - BN)Fxo(1)
dz(tt) = Ae(t) - (I - BN) [(A — Af)x (1) + Ew(t)]
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3. Acdo integral em realimentacao

Admita que se queira propor uma lei de controle com ganho integral em realimentagdo da
forma:

u(t) = Ke(t) + Kiei(t) — Gxo(1)

com ej(t) sendo definida como a integral de uma combinagdo linear de componentes de e(t):
dei(t)
dt

Neste caso, as variaveis e;j(t) assim definidas constituem, juntamente a x(¢) um vetor de estados
aumentado x5 (t):

= Cie(t) = Ci(x/(t) — x(1))

d | x@® A |0 x(t) B E|0 w(t)
- = + u(t) +
dt ej(t) -C; . 0 ei(t) 0 0 . 1 Cix (1)
——— e
Aa Xa(t) Ba Ea Wa(t)
Assim, pode-se escrever a equacao diferencial do sistema na forma:
Pl _ Agxa(t) + Byu(t) + Egwa()

Pode-se entdo formular o problema de acompanhamento de referéncias para esta planta aumentada to-
mando x,(t) como referéncia para x(t) e zero como referéncia para e;(t). Para que o problema tenha
solucdo, no entanto, é necessdrio que o par (Aa, Ba) seja controldvel, o que limita as possibilidades
de escolha para a matriz C.

A dindmica da planta aumentada em malha fechada é dada pela matriz de estados A, =
A, — B,K, em que a matriz de ganhos K é:

K. = |K | -Kj|
ou seja, a lei de controle pode ser reescrita como:
u(t) = —Kaxa(t) + Kx (1) = GXo(1)

Neste caso, xo(t) deve incluir tanto x,;(t) quanto wy(t) (em vez de w(?)).
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CAPiTULO 8

Introducdo ao Controle Classico

1. Diagrama de blocos de um sistema SISO em malha fechada

R(s)

E(s)

KGc(s)Gp(s) 1

V) = TR (9)Go ) R~V O+ TG 56o )

Gg(s)W (s)

T(s) 5(s)
E(s) = S(s) [R(s) + Ga(s)W (s) = V(s)]

Observe que: T(s) +S(s) = 1.
Em particular, para K — oo, T(s) — 1 e S(s) — 0.

2. Realimentacdo unitdria equivalente — sistemas SISO

G(s)  Guls)  N(s)
1+G(s)H(s) 1+Gy(s) D(s)
G(s) + G(s)Gu(s) = Gu(s) + G(s)H(s)Gu(s)

G(s) ___N()
1+G(s)H(s) —G(s) D(s) — N(s)

T(s) =

Gy(s) =

canal direto

»
|

R(s) Y (s) canal direto .
d d
entrada saida R(s) E(s Y(s
( ) .@ ( )>
entrada saida
T(s): malha fechada T(s): malha fechada
h realimentagdo h realimentagao

3. Erro de acompanhamento de referéncia em regime permanente (SISO)

Dizemos que um sistema SISO de ordem n (com n = m +r) é do tipo m quando sua funcio de
transferéncia de malha aberta tem a forma:

Kn(1+t1s) ... (1 +1t4s) B Kn(1+b1s+...+bys?)
sm(1+7s)...(L+17s)  sm(1+ais+...+as")

L(s) =G(s)H(s) =
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1
Polos em MA: s = 0, com multiplicidade m,es =——,i=1,...,r.
Ti

1
ZerosemMA:s:—t—,j:1,...,q.

j
O erro de acompanhamento do sistema em MF em regime permanente pode ser obtido pela aplicagdo
do teorema do valor final:

. L L . SR(s)
fim o) = g sP() = B sS(ORG) =l 77
Note que:
sR(s) (1+ais+...+as")s™R(s)

1+L(s) sm(1+ais+...+a;8") + Kp(1+bys+...+Dbys9)

Assim, quando o limite existir:

limsR(s)] sem=20

1+ K —0
lim e(#) = o
e [lim sm+1R(s)] sem>1

Para um sinal de referéncia polinomial de grau k:
12 tk
r(t) = Ry +R1t+R25 + ...+RkH
sabemos que:
1
gk+1

1 1
R(s) =R0—+R1—2+R2—3+...+Rk
S N S

Para um sistema do tipo zero:
Ro
fime(n) =1 T+
00 sek>1

sek=0

Um sistema do tipo zero é capaz de seguir, em malha fechada, um sinal de referéncia constante
(entrada degrau) com erro de acompanhamento finito em regime permanente.

Para um sistema do tipo m > 1:
0 sek<m
R
Kn

oo sek>m

tlim e(t) = sek=m

Um sistema do tipo m > 1 é capaz de seguir, em malha fechada, um sinal de referéncia polinomial:
e de grau igual ou inferior a (m—1) com erro de acompanhamento nulo em regime permanente.
e de grau igual a m com erro de acompanhamento finito em regime permanente.
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CAPITULO ¢

Métodos de sintonia para controladores PID

1. Métodos de Ziegler-Nichols

1
G.(s) =K. (1 +—+ Tds)
;8

1
Os métodos de Ziegler-Nichols sdo:

e método da curva de reacgdo (ou curva “S”);
e método do ganho critico terminal (Tab. 1).

Consultem as notas de aula do Prof. Dr. Flavio C. Trigo

TaBeLA 1. Parametros dos controladores sintetizados via método do ganho critico K,

Controlador | K. 7 755
P 0.5K, - -
PI 045K, | P,/1.2| -
PID 0.6K, | P,/2 | P,/8

2. Sintonia via critérios de desempenho globais — ITAE e variantes

Consultem as notas de aula do Prof. Dr. Flavio C. Trigo.
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CAP{TULO 10

Método do Lugar das Raizes
1. Fung¢oes de transferéncia em malha aberta e malha fechada

canal direto

>
R(s) Y(s)

>
entrada saida

T(s): malha fechada

<
«

realimentacado

Canal direto: E(s) — Y(s)
Ng(s)
Dq(s)

G(s) = Ge(s)Gp(s) = Ko

Malha aberta
Ni(ING(s) _  N()

L) = H()G(s) =K 256 = X Do)

Sensibilidade: R(s) — E(s)
1 B D(s) _ D(s)
1+L(s) D(s)+KN(s) B(s)

S(s) =

Malha fechada: R(s) — Y(s)
KNg(s)Du(s)  A(s)

T(s) =G(s)S(s) = D(s) + KN(s) B B(s)

2. Polos e zeros em malha aberta e malha fechada

Polos Zeros
Malha aberta | D(s)=0| N(s) =0
Malha fechada | B(s) =0 | A(s) =0

O ntimero complexo s é um polo em malha fechada se, e somente se:

B(s)=0 & D(s)+KN(s)=0 & %D(s)+N(s):0

Se K — 0, os polos em malha aberta se tornam polos em malha fechada.
Se K — oo, 0s zeros em malha aberta se tornam polos em malha fechada.
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Assim, um ntiimero complexo s s6 podera ser um polo em malha fechada se existir um ntimero

real 0 < K < oo tal que:

N(S) _ 1 N(S) _ 1 _ o
DG - K Ds)|” K e /N(s)- /D(s) =180
As condic¢des necessdrias para que s seja um polo em malha fechada podem ser verificadas a partir
da
3. Lugar das raizes
NGy
Seja L(s) _KD(s)’K >0,a

O lugar das raizes é o conjunto das possiveis posi¢oes de polos em malha fechada obtidos a partir
da selegdo de um valor para o ganho K, ou seja, o lugar geométrico dos s € C tais que:

/L(s) = /N(s) = /D(s) = 180°

a=p & a-f=360°hparaalgum h € Z.
O exemplo abaixo ilustra o lugar das raizes da func¢do de transferéncia do tipo m = 1:

K(s+1) K(s+1)

L(s) = 2 T .33 2
s(s=1)(s*+4s+16) s*+3s3+12s2 - 16s
x polos de MA (n = 4) e zeros de MA (g = 2)

Im(s)

0

-4-3-2-10 1 2
Re(s)

4. Funcgdo de transferéncia em malha aberta
A fungio de transferéncia em malha aberta de um sistema SISO do tipo m e de ordem n,comn = m+r,
pode ser escrita nas seguintes formas:
1+ts)... (T+1t4s s—2z1)...(s—z
Lo g, A9 (At oz (52
sM(1+1s)...(1+15) s™(s—p1)...(s—py)
A relagdo entre as constantes K, e K pode ser obtida tomando o limite de s™L(s) para s — O:

—21)...\—% - e
G I T S B s
(=p1) ... (=pr) (=21) ... (=2z¢)
Note que tanto K quanto K, podem ser escritas como um produto de constantes conhecidas de cada
uma das fungdes de transferéncia que compdem L(s) e uma constante K; a ser ajustada, vinda da funcdo

G¢(s) do compensador.
Conforme vimos na aula 4.1, K,, estd associada ao erro, em regime permanente, de acompanhamento

de referéncia do sistema em malha fechada.
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5. Avaliacdo geométrica de funcdes de transferéncia
Representando a FTMA do sistema na forma:
(s=z1)...(s—zg)
s™(s—p1)...(s—pr)

pode-se interpretar cada termo da forma (s — b) como um vetor posi¢do de s € C relativo a origem
b € C. Representando em forma polar:

(s=b)=|s—=b|/s=b

entende-se que s — b| é o tamanho do vetor e /s — b 0 angulo formado com o eixo real (medido no
sentido anti-horério). Assim, para K > 0:

L(s)=K

|s —z1]...|s — z4]
Is|™ls = pal ... |s = prl
{L(s)z—mﬁ+{s—z1+...+fs—zq—{s—pl—...—{s—pr

IL(s)| = K]

6. Lugar das raizes — propriedades

O O diagrama é simétrico com respeito ao eixo real e o niimero total de ramos observados é igual ao
niimero n de polos de malha aberta.

® Cada um dos n ramos parte de um polo de malha aberta, com K — 0. Destes, q ramos ferminaim
em um zero de malha aberta, com K — oo e outros (n — q) ramos tendem ao infinito, sequindo assintotas
retilinineas:
pt...+pr—z1—...— 24

e que se interceptam no ponto: o =
n f—
, . o (2k+1)
e que formam com o eixo real angulos da forma: a; = 180°———
n—q
com q sendo o ntimero de zeros de malha aberta.

® Um ponto s sobre o eixo real pertence ao lugar das raizes se, e somente se, o niimero total de polos
e zeros reais d direita de s for impar. P6los e zeros repetidos devem ser contabilizados de acordo com
sua multiplicidade algébrica.

Demonstragio © — considerando s € R:

e se b e b sdo um par de polos ou zeros conjugados (nido-reais), a contribuicdo liquida do par (s — b) e

(s — b) para /L(s) é nula pois /s — b = —/s = b;
e para um polo ou zero a € R, /s — a serd 180°,se s < a, ou 0°, se s > a.

Assim, um numero total impar de polos e zeros a direita de s € R garante que /L(s) sera um mdltiplo
impar de 180°, o que é a condicao suficiente para s pertencer ao lugar das raizes.
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O exemplo acima ilustra o lugar das raizes da fungéo de transferéncia do tipo m = 2:
(s+1)(s+3.5)
s2(s+2)(s+2.5) (s> +3s +3)

que tem n = 6 polos (X) e g = 2 zeros (e). Note que como n — q = 4, o diagrama possui 4 assintotas que
formam angulos de + 45° e + 135° com o eixo real.

L(s) =K

O Os pontos de separacio sdo caracterizados pela chegada ou saida do eixo real de dois ou mais
ramos do diagrama, sempre formando um dngulo reto com o eixo real. Ocorrem quando, para
algum valor de K > 0, s € R é uma raiz multipla de B(s) = D(s) + KN(s) = 0, ou seja:

{ D(s) +KN(s) =0 D'(s) N'(s) dL(s) 0o

D'(s) + KN'(s) = 0 D(s)  NG) = ds

©® Os pontos de cruzamento com o eixo imagindrio, se existirem, podem ser determinados a
partir da tabela de Routh.

® O angulo ¢; (;) que um ramo forma com a horizontal ao partir de um polo de malha aberta p;
(chegar a wm zero de malha aberta z;) é dado por:

¢l:sh—>12 fS—Pi518OO_m@+Z Pi—Zk_Z i — i

k 1#i
Y = li_I)n /S =2z = —180°+m&—2/zi—zk+z Zi — i
! k#i ]

O exemplo abaixo ilustra o lugar das raizes da funcao de transferéncia do tipo m = 1:
K(s+1) K(s+1)

L = =
O = oD (2 +45716) 43594122 165

e n=4polos (x) em pg=0,p; = 1,pp3 = -2 + 2V3]
e g=1zero (e) emz; = -1
e n — g = 3 assintotas formando + 60° e 180° com o eixo real e se interceptando no ponto:
(1-2-2)-(-1) _ 2
3 -3

o=

-4-3-2-10 1 2

Re(s)
Os pontos de separagdo sdo as raizes reais de:
453 +9s2+245-16 1 s =-2.263
s2+33+12s2 - 165 s+1 s =0.448

O angulo que o ramo forma com a horizontal ao partir do polo pp = -2 +2V3j é:

$2=180"=1/po+ /p2—z1— /P2 —P1— /P2 = P3
=180° — 120° + 106° — 131° — 90° = —55°
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Tabela de Routh para B(s) = s* +3s% + 1252 + (K — 16)s + K

st 1 12 K
$3 3 K-16
> 52 -K
S T K
| ~832+59K — K?
52 -K
sY K

Para a estabilidade em malha fechada, deve-se ter:
52-K>0 = K<b52
—832+59K-K?>>0 = 2332<K <3568

Em ambos os valores criticos, Kmin = 23.32 € Kmax = 35.68, alinha s! da tabela de Routh se torna identicamente
nula, ou seja, os pontos de cruzamento com o eixo imaginario também sdo raizes do polindomio auxiliar
definido na linha s%:

52 -K 562 (Kmin = 23.32)

2 — =+ -
S+K=0 = s=z] 562 (Kmax = 35.68)

3K _ s=
52 - K

N =

+
s==

7. Efeito da adicao de polos e zeros

Heuristica: a presenca de um zero em L(s) “atrai” para si os ramos do lugar das raizes; a presenga
de um polo em L(s), “repele” tais ramos.

X 7 x | X
2 2l — 2
o o | o
EC ™ E O,W EC
-2 2 ) -2
ﬁ x
-4 -4t \ - -4
-4-3-2-10 1 2 -4-3-2-10 1 2 -4-3-2-10 1 2
Re(s) Re(s) Re(s)
Diagrama original (esquerda); com adi¢do de um zero em s = =2 (centro); com adi¢do de um polo em s = -2
(direita).
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CAPTULO 11

Sintese de compensadores PI, PD e PID via lugar das raizes

Considerando um ganho estritamente proporcional, as raizes de malha fechada devem satis-
fazer a seguinte condicdo:
N(s)
D(s)
~——
Lo(s)
A construcado do lugar das raizes deve ser entdo feita usando Lo(s) como FTMA, visando um ajuste
inicial para K,,.

1+K, =0

1. Sintese de um compensador PI

Podemos agora trocar o controlador proporcional (P) por um proporcional-integral (PI), de tal
forma que a nova FTMA se torna:

Ki N(S)
L =|K, + —
p1(s) ( P+ ) D(s)
Assim, as novas raizes em malha fechada serdo dadas por:

1+ LPI(S) =0
N(s) N(s)
L+ K "5 T
s[D(s) + K,N(s)] + KiN(s) =0
N(s)

K he+ KNG 0

Ly (s)
O ajuste de K; pode ser feito por meio da anédlise do lugar das raizes, usando L;(s) como FTMA.
Assim pode-se calcular T; pela expressao:

K
L=
K;
Assumindo os valor calculados para T;, pode-se fazer um ajuste fino para K.:
1\ N(s)
Lpi(s) = K, |1+ —
p1(s) ( + T,-s) D(s)
As raizes de malha fechada serdo dadas por:
1+ LPI(S) =0
1+K. |1+ i w =0
Tis) D(s)
(1+T;s)N(s)
1+K,—————= =
" sT;D(s) 0
—_———
Ly(s)
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O ajuste de K, pode ser feito por meio da andlise do lugar das raizes, usando Ly (s) como FTMA.

2. Sintese de um compensador PID

Podemos agora trocar o controlador proporcional-integral (PI) por um proporcional-integral-
derivativo (PID), de tal forma que a nova FTMA se torna:

N(s)
D(s)

K;
LPID(S) = (Kp + —+ de)
N

Assim, as novas raizes em malha fechada serdo dadas por:

1+ Lpp(s) =0
N(s) N(s) KgsN(s)
K5 s T 50e T D)
sD(s) + (Kps + Ki)N(s) + Kzs*N(s) = 0
s2N(s) 3
sD(s) + (Kps + K;)N(s) B

1+Kd

L(s)

O ajuste de K; pode ser feito por meio da analise do lugar das raizes, usando L3(s) como FTMA.
Assim pode-se calcular T; pelas expressao:

Kq

T, =
d Kp

Finalmente, assumindo os valores calculados para T; e T;, pode-se fazer um ajuste fino para K:

) N(s)
D(s)

1
LPID(S) = Kc (1 + —+ Tds
Tis

As raizes de malha fechada serdo dadas por:
1+ LPID(S) =0

0

1+K, 1+i+Tds NGs) =
Ts D(s)

(1+Tis + T,Tis*)N(s)
sT;D(s) B

Ly(s)

1+K, 0

O ajuste de K, pode ser feito por meio da andlise do lugar das raizes, usando Ls(s) como FTMA.

3. Sintese de um compensador PD

Podemos agora trocar o controlador proporcional (P) por um proporcional-derivativo (PD), de
tal forma que a nova FTMA se torna:

N(s)
D(s)

LPD(S) = (Kp + de)
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Assim, as novas raizes em malha fechada serdo dadas por:
1+ LPD(S) =0
N(s) KysN(s)
1+K =
D T Do
D(s) +K,N(s) +KgsN(s) =0
sN(s) 3
D(s) +K,N(s)
| —
Ls(s)
O ajuste de K; pode ser feito por meio da andlise do lugar das raizes, usando Ls(s) como FTMA.
Assim pode-se calcular T; pelas expressao:

1+Kd

Ka
K
Finalmente, assumindo os valor calculado para Ty, pode-se fazer um ajuste fino para K.:
N(s)
D(s)
As raizes de malha fechada serdo dadas por:

1+ LPD(S) =0

(1+Tys) N(s) _

=0
D(s)
—_——————

Le(s)
O ajuste de K, pode ser feito por meio da analise do lugar das raizes, usando Le(s) como FTMA.

Ty

Lpp(s) = K¢ (1 + Tys)

1+K,
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CAP{TULO 12

Sintese de compensadores de avanco e atraso de fase via lugar das raizes

1. Compensador de avanco de fase
Um compensador de avanco de fase tem uma funcdo de transferéncia da forma:

1+Ts 1 S+% _ls—z

G = = =
o(s) 1+aTs a3+a1_T as—pe

com O<axl

.. . 1
Tal compensador adiciona ao sistema um polo, em s = p. = T eum zeroems = z, = —7
o

com p. < z., sem alterar o valor de K;,, = lin& s™L(s) do sistema.
S

Observando sua resposta em frequeéncia, nota-se que o avango de fase ocorre em todo o espectro
de frequéncia, tendo seu valor méximo dado por:

—¢ em a)T—L
l+a " Va

Em termos de ganho, este tipo de compensador tem caracteristicas de um filtro passa-altas:

¢m = arcsin (

e ndo hé praticamente nenhum aumento no ganho para wT < 1;

ﬁ}

1
e 0 ganho é amplificado em +20 |log,, «| dB para 0T > —.
o

e 0 ganho é amplificado em +10 |log;, «| dB para w,,T =

1.1. Sintese de um compensador de avan¢o de fase. Consideremos novamente a funcdo de
transferéncia de malha aberta do exemplo A-6-19 de OGATA (2001)', que modela piloto automitico
para o modo longitudinal (pitch) de um avido:

K(s+a) _ _N(s)

L(s) = Gls)H{s) = s(s = b)(s2+ 2l wps + @) D(s)

com:
N(s) =(s+a)
D(s) = s(s — b)(s® + 2L wps + w?)

Adote-sea=b=1,{=05ew, =4:
L(s) = K(s+1)

s(s —1)(s2 +4s +16)
Neste caso, o sistema é do tipo 1, tendo um zero em z; = —1 e quatro polos em py = 0 (multiplicidade
algébrica 1), p; = +1 e pp3 = -2 + 2V3j.

Vamos tentar projetar um compensador de avango de fase que leve os polos dominantes do
sistema em malha fechada para a posi¢do p1p =-04+1].

. . . N(s .
Usando a fungdo de transferéncia do sistema ndo compensado Ly(s) = % verifica-se que,
S

para o polo p1 = -0.4+1j o valor de /Lo(p1) € igual a 149.5°. Ou seja, para que o polo desejado
faga parte do lugar das raizes, é necessario um avango de fase ¢ = 180° — 149.5° = 30.5°.

IOGATA, K. (2001) Modern Control Engineering, 4th ed., Pearson.
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Uma regra pratica para a alocacdo do zero z. e do polo p. do compensador que maximiza o
valor de a (ou seja, maximiza o ganho em alta frequéncia) consiste em adotar:

Im(5
zc = Re(p1) — —ml;pi)(p
1
tan ( > )
(s
pe=Relpy) - — P
1 -
tan ( > )
com 1 = /py.
Assim, os valores de T e o podem ser calculados como:
1 Ze
T=-— e a=—
Zc Pe

A nova funcdo de transferéncia de malha aberta, com o compensador de avango projetado, é
dada por:
1 (s—z) N(s)
a (s—pc) D(s)
~—_———
avango

O ganho K, para que p1, sejam efetivamente polos em malha fechada pode entdo ser calculado

a partir da condicdo L (p1) = —1, ou seja:
Ke | (p1 —zc) N(p1)

a [(p1—pe) D(p1)

Ly (S) =K.

(P1 — pc) D(p1)
(pl - zc) N(pl)

2. Compensador de atraso de fase

=1 = K, =«

Um compensador de atraso de fase tem uma funcdo de transferéncia da forma:

1+Ts _1 S+% _15—29

L+fTs  Ps+ ik Bs—py

Gy(s) = com f>1

. . 1 1
Tal compensador adiciona ao sistema um polo, em s = p; = —— e um zero em s = z; = —7

pT
com z,4 < p,y, sem alterar o valor de K, = lirr(} s"L(s) do sistema.
S—
Observando sua resposta em frequéncia, nota-se que o atraso de fase ocorre em todo o espectro
de frequéncia. Em termos de ganho, este tipo de compensador tem caracteristicas de um filtro
passa-baixas:

DS < 1
e ndo hé praticamente nenhuma redugdo no ganho para 0T < 7 ;

e 0 ganho é atenuado em -20 |log,, f| dB para T > 1.

z

O atraso de fase em si ndo é um efeito desejavel (veremos adiante que atrasos podem ser
prejudiciais a estabilidade do sistema em malha fechada).

No entanto, a presenga deste tipo de compensador torna possivel aumentar o ganho K,, do
sistema (reduzindo erros de acompanhamento de referéncia) sem afetar de forma significativa a resposta
do sistema em alta frequéncia.

A configuracdo tipicamente escolhida para o compensador de atraso é um dipolo, ou seja,

V4
escolhem-se z, e p, com p—g = p tais que, sendo p um polo dominante do sistema em malha fe-

g
chada:

p-z|~|p-p) = 1G(B)I~

|~
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Desta forma, ao inserirmos na malha de controle um compensador de atraso, podemos ampli-
ficar K,, em f vezes, reduzindo erros de acompanhamento de referéncia e mantendo praticamente
inalterada a resposta do sistema em alta frequéncia.

2.1. Sintese de um compensador de atraso. Voltando ao exemplo anterior, vamos avaliar
como reduzir em 10 vezes o erro de acompanhamento do sistema.
Partimos da fungdo de transferéncia em malha aberta ja com o compensador de avango:

1 (s—zc) N(s)

Li(s) =K, =
1= S =0 DO
~—_———
avango
e a modificamos para a forma:
ganho
— _ _
R LED RIS
p (s = pg) a(s=pc) D(s)
N—_—— ———
atraso avanco
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CAP{TULO 13

Resposta em frequéncia e margens de estabilidade de um sistema SISO

As caracteristicas da resposta em malha fechada de um sistema SISO podem ser inferidas a partir
da andlise da funcdo de transferéncia em malha aberta:
N(s)

L(s) =G(s)H(s) = KD(S)

com:

e G(s) sendo a fungdo de transferéncia equivalente ao canal direto;
e H(s) sendo a funcdo de transferéncia equivalente ao canal de realimentacéo.

Em particular, sabemos que a funcdo de transferéncia em malha fechada é dada por:
G(s)
1+ L(s)
Assim, a condi¢do necessdaria para que um valor de s € C seja um polo do sistema em malha fechada é:
1+L(s)=0 = |L(s)[=1 e /L(s)=180°

A anélise da condigdo /L(s) = 180° leva a construgao do [ugar das raizes.

Veremos agora como a andlise da resposta em frequéncia L(jw) para » > 0 pode nos fornecer
informagdes acerca da resposta do sistema em malha fechada, podendo assim ser usada como
critério de projeto de compensadores.

T(s) =

1. Resposta em frequéncia e margens de estabilidade

Uma das formas que conhecemos para visualizar L(jw), w > 0 é por meio dos diagramas de Bode
que representam:

e 20log;, |L(jw)| (em escala dB) vs. w (em escala logaritimica)
e /L(jw) (em graus) vs. w (em escala logaritimica)

Se estivessemos em uma situagdo de ganho critico, o sistema teria polos sobre o eixo imaginario,
ou seja, para algum w > 0:

L(jw)=-1 = 20log;;|L(jo)|=0 e /L(jo)=180°
Em outras palavras, para algum valor de w deveriamos ter simultaneamente o grafico de magnitude
cruzando o limiar de o dB e o grafico de fase cruzando o limiar de —180°.
Nos exemplos mostrados, seja adotando um ganho proporcional K = 30 ou o compensador
PID, a resposta do sistema em malha fechada é estdvel, o que nos permite identificar:

e wy: frequéncia de ganho critico (gain crossover) para a qual 20log,, |L(jwg)| = 0 dB;
* w.: frequéncia de fase critica (phase crossover), para a qual /L(jo.) = —180°.

Estaremos em uma situagao de ganho critico, portanto, se wg = w.. Caso contrario, dispomos
de margens de estabilidade para variacio de ganho ou atrasos em fase sem que a estabilidade nominal
do sistema esteja comprometida. Definimos assim as margens de ganho e fase:

e Margem de ganho (GM):
1
|L(jeoe)]
e Margem de fase (PM):

PM = 180° + /L(jwy) com /L(jwg) < 0

45
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Outra forma forma de avaliar a estabilidade é por meio da resposta em frequéncia da funcio de

sensibilidade: ,

1+ L(jw)

Em particular, o valor de w = ws para o qual [S(jw)| é méximo, corresponde ao ponto do eixo
imagindrio cuja imagem por L(s) estd o mais préoximo possivel do ponto critico —1, uma vez que o
valor |1 + L(jw,)| sera minimo.

S(jw) =

2. Critério de Nyquist

Considere:

e N: niimero liquido de voltas no sentido-hordrio que a imagem de L(jw), —c0 < w < +00, dd ao
redor do ponto s = —1;

e Zr: namero de zeros da fungdo F(s) = 1 + L(s) no semi-plano direito;

e Pp: numero de polos da funcdo F(s) no semi-plano direito.

Como corolério do Principio do Argumento de Cauchy, vale a seguinte relagado:
N = Zr — Pg
Observe que:

e 0s polos de F(s) coincidem com os polos de L(s), ou seja, sdo polos em malha aberta;
e 0s zeros de F(s) sdo os valores de s € C tais que L(s) = -1, ou seja, sdo polos em malha
fechada.

Assim, a equacdo acima pode ser interpretada como:

O ntmero liquido N de voltas no sentido hordrio que a imagem de L(jw), —0 < o < 400, dd ao
redor do ponto s = —1 é igual a diferenca entre o niimero de polos do sistema em malha fechada e o
niimero de polos do sistema em malha aberta.

Para a estabilidade em malha fechada, é necessario que Zg = 0, ou seja:
N = —Pg
Em outras palavras:

e para um sistema ja estdvel em malha aberta, a malha fechada sera estdvel se a imagem de
L(jw), =00 < @ < +00, ndo contornar o ponto s = —1;

e para um sistema instdvel em malha aberta, a malha fechada serd estavel se o namero
de contornos no sentido anti-horirio em torno do ponto s = —1 pela imagem de L(jo),
—00 < w < +0o, for exatamente igual ao nimero de polos instdveis em malha aberta.

3. Carta de Nichols

Alternativamente ao diagrama de Bode, que usa dois gréaficos para representar 20 log;, |L(jw)| (dB)
vs. we /L(jw) (°) vs. w, a carta de Nichols é¢ um diagrama da forma 20log, |L(jw)| (dB) vs. /L(jw).

Para um sistema estdvel em malha fechada, a curva do diagrama devera passar a direita do ponto
(+180°,0 dB) mais préximo.

Aslinhas de grade da carta de Nichols permitem prever os valores de ganho 201log;, |T (jw)| (dB)
efase /T(jo) (°) da fungdo de trasferéncia de malha fechada quando se admite realimentagio unitiria,
ou seja, quando:

G(s)

=166



CAPITULO 14

Especificacbes de projeto para compensadores de sistemas SISO

1. Especificacdoes de polos dominantes para projeto via lugar das raizes

. . . . - 1
Caso o sistema em malha fechada possua um tnico polo dominante localizado em p; = ——, seu
T

comportamento pode ser aproximado por uma fungdo de transferéncia equivalente de primeira
ordem:
1

1+7s
em que 7 é a constante de tempo. Em termos de resposta a degrau, 57 deve ser o tempo necessario
para que a resposta y(t) se aproxime com erro inferior a 1% da referéncia escolhida.

Caso o sistema em malha fechada possua apenas um par de polos complexos conjugados
dominantes p1, = —0 + jo, seu comportamento em malha fechada pode ser aproximado por uma
funcao de transferéncia equivalente de segunda ordem:

0)2

T(s) = z
©) $2 4+ 20 wps + w3

T(s) ~

Z A . ~ . o- z ~ ’
em que w, = Vo2 + w? é a frequéncia natural (ndo-amortecida) e { = — é a razdo de amortecimento.
w

n
A resposta de um sistema de segunda ordem a uma referéncia degrau pode ser caracterizada
por:
(a) tempo de subida (t,) — tempo requerido para que a resposta a um degrau unitario suba de
y=01lay=0.9:

- 1+1.1¢ +1.422

r
Wnp

Para um sistema linear em geral (ndo necessariamente de segunda ordem), o tempo de
subida (rise time) é inversamente proprocional a largura de banda (bandwidth).

(b) tempo de acomodacdo (t;) — tempo requerido para que a resposta a um degrau unitario
atinja e permaneca em um intervalo 1 — f < y < 1+ f com f sendo uma fragdo, cujos
valores tipicos sdo f = 0.05 (5%) ou f = 0.02 (2%).

ts:—gi)nln(f 1—{2)
Em particular, para { < 1e f = 0.02, uma boa aproximagdo consiste em tomar:
- 4
o

(c) tempo de pico (t,) — tempo necessario para que a resposta a um degrau unitario atinja seu

valor maximo.
JT

ty= ——————

p
wp\1 =2

(d) sobressinal ou overshoot (M,) — quanto o valor méximo observado para a saida excede o
degrau unitario

M, =y(ty) —1=exp (i)

iz
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A partir desta equagdo, podemos expressar a razdo de amortecimento como:
—In (M)

72 + In? (M)

2. Especificacoes de margem de estabilidade para projeto via diagrama de Bode

2.1. Compensador de avanco de fase.

1
l+rs 185+g

l+ares as+ L
are

PASSO 1 — determinar a margem de fase do sistema ndo-compensado.
PASSO 2 — Determine a fase ¢,, a ser avangada, admitindo uma margem de seguranca (tipicamente
+5°) e calcule o respectivo valor de a.

. (1-«a 1 1+ sin ¢y,
Om :arC51n(1+a) em ownpl, = ﬁ = a= m
PASSO 3 — Determine a frequéncia w,, no gréafico do sistema ndo-compensado, onde se observa
uma magnitude de va (ou —10|log,, a| dB).
PASSO 4 - Calcule 7, e conclua o projeto do compensador.

G.(s) = , O<ax<l1

2.2. Compensador em atraso de fase.

1+Tgs_13+% o1
1+frs  Bs+ /%rg

O compensador de atraso neste caso, vai atuar reduzindo o valor de w., com o objetivo de

colocé-lo nesta faixa de frequéncias em que se observa o maior valor de 180° + /L;(jo), 0 que

maximiza o valor da margem de fase (PM = 180° + /L1 (jo.))

PASSO 1 — Avaliar o diagrama de Bode da malha aberta ainda sem compensador de atraso.

PASSO 2 — A partir da margem de fase desejada, admitindo uma margem de seguranca (tipica-

mente +5°), encontre o valor da nova frequéncia de corte.

PASSO 3 - Obter 7, considerando que o zero do compensador esteja, em médulo, uma década

abaixo de w,, ou seja:

1
— =0.1w,
Tg

PASSO 4 - Obter $ considerando que na freqtiencia de corte w., |Gy4(w.)L1(w.)| = 1, ou seja:

1
_Ll (ch)

5 =1 = p=|L(w)l (20log,f =20log,,|L1(jewc)l)
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