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DEFLEXAO EM VIGAS RETAS
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M . Equacoes da Linha Elastica:
o.=—=-y=—-LEv(x)y—
12 * v(x): deslocamento na direcaoy
" Mz Mz (x)
v(X)=——7=-  v’(x): rotagcdo da secio
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DEFLEXAO EM VIGAS RETAS




ROTACAO EM VIGAS RETAS
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DEFLEXAO EM VIGAS RETAS

d*v(x) _ _M(I)

dx* El
d(x) 1] _
O ||Mac
_1 [ x x ) v[\ /
El 1*"(3:) = E __!fb: _!M (.I)fi‘: * Clx * Cl ] Mix) ﬂ-::‘;,; v'(x)

Cada trecho tem suas equacoes da linha elastica: v(x) e v’(x)



DEFLEXAO EM VIGAS RETAS

Cada trecho duas constantes:

* Se tem apoio no trecho:v.=0

* Se tem engaste no trecho:v.=6,=0




DEFLEXAO EM VIGAS RETAS

* Compatibilizar deslocamentos

Q e rotag'c")es entre pontos comuns

dos trechos adjacentes

$

M(x) s/ Todas as
v(x)
:ff,)(, e constantes sao obtidas
v(a) = v(a)

v'(a) = v'(a)



EXEMPLO 1 - Resolver por integracao direta

Problema Resolvido 15.1

= P
:;e_ A B ‘ SOLUCAO:
v ¢ * Desenvolver uma expressdo para M
- (x) e obter a equagdo diferencial
= B I 2 J para a linha elastica.
. * Integrar a equacao diferencial duas
o 17360x101 [=302x10"mm"  £=200GPa vezes e aplicar as condi¢des de
o P =220kN L=45m a=12m contorno para a obtengdoda linha

elastica.
Para a parte AB daviga biapoiada com

balanco, (a) determine a equagédo da linha

elastica, (b) determinar a deflexdo maxima

e (c) avalar y, ;.. * Avaliar a deflexao
maxima correspondente.

* Localizar o ponto de inclinagdo
zero ou pontode deflexdo maxima.
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E Problema Resolvido 15.1
g SOLUCAO:
E "g? » Desenvolver uma expressdo para M (x) e
X E obtera equagdo diferencial para a linha
— elastica.
E = - Reagdes:
c
M g : R, =22, RB:P[HE]T
P L L
L E% - A partir do diagrama de corpo livre para a
(0) " . secdo AD,
i B
B . RO M:—P%x (0<x<I)
1 y . .
- A equacdo diferencial para a
A = ‘) M linha elastica,
¥ — d*v(x a a
R,=P% El (j )=— —P—x|=P—x
" dx” L
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Problema Resolvido 15.1

Integrar a equagao diferencial duas vezes e
i b ai e aplicar as condi¢des de contornopara a
' . obtencdoda linha elastica.

d-‘ 1 2
e -"ply
de 2 L

Elv=1p% ¢ icx+cC,
6 L :

Para x=0,v=0: C,=0
1 ~a -1

Beer | bhnston| DeWblf | Mazurek

> Parax=L,v=0: 0=—P2[*+CL C =_-Pal
g9 _pa | cL e
x> - I Substituindo,
prW _lpa s 1p, &0 _ gy Paifxy
& 2 L 6 d 6EI| \ L

Elv()=2p% ¢ 1 pars
6 L 6

v(x) = PaL’ (ET 2
C6EI|\\L) I erupo
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Problema Resolvido 15.1

SPal’|x_(x)
YT eEl 1\ L

«Copyright © The MoGraw-HIM Companies, Inc. Permission requined for FEprocuction o display.

* Localizar o ponto de inclinagdo
zero ou pontode deflexdo maxima.

ﬂ:gzﬁg"_ﬂ -1 xm:i:n,ﬂ'fﬁ
dx 6ET| \ L NE)

* Avaliar a deflexao maxima correspondente.

v(x=0,577L),_. ‘zaL [05?? —(0,5?7)]

_ _0.06427%
6EI

Vo

(220x10° N)1,2m )(4.5m)
(200x10°N/m*f302x10°m* )

y_. =—0,0642

v_.. =-=5.7mm

gupo

Confecrmunic gu Famima.
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0(x)

Pal

6EI

Rotacgoes:

Pal
0(0)=——
0= 6E]

(L) = PaL

g

0
L

2
] _1] =—0,003278 rad =-0.2

2
_ _] _1] =0,006556 rad =0,4"




EXEMPLO 2 - Resolver por integracao direta

Calcular os deslocamentos e rotacoes em A. Considere E = 200 GPa (aco estrutural). Avalie as
duas situagcoes abaixo.

10 kN

Situacao 1

30

Situacao 2



EXEMPLO 2 - Resolver por integracao direta

a) Obter M(x) e aplica-la nas equagoes de v’’(x):

M(x) M(t‘) =—P.x
> .. M(x) P. | P’
5 v (x)=— (T): . F(I).Ef:—r-l-cl
. EI EI 2
Px
y(x).EI = ; +Cx+C,

Condicdes de contorno:

' -PI’ Pr
v(L)=v(L)=0 (engaste) > C, :T; C, :T

P 3 2 3 P 2 7
v(x)=——|x 3L x+2.L Vix)=——|x =
(%) 6.EI[ ] (x) 2 EJ



EXEMPLO 2 - Resolver por integracao direta

b) Situacao 1: substituir valores,em x=0

v(0) = 100] = 0-0+2.(5) | = 0,0093m=9,3mm
6.200.10°. 22

| 10 : n

y'(0) = s 10— 5°|=—-0,0028rad =016
2.200.10° 2

c) Situacao 2: substituir valores,em x=0

w(0) = 100 o [0-0+2.(5)°] =0,0833m =83, 3mm
6.200.10°, ="
y'(0) = 10 0-5°]=-0,025rad=-1.4°

2.200.10°. 0301




EXEMPLO 2 - Resolver por integracao direta

10

v(0) =9 3mm 6(0) =016

v(0) =83, 3mm 6(0)=-14



EXEMPLO 3 - Resolver por integracao direta

10 JaM
o l c

1

E.l= comsww



EXEMPLO 3 - Resolver por integracao direta




EXEMPLO 3 Resolver por integragao direta

N, -
{ N TN > SO CAY AN
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EXEMPLO 3 - Resolver por integracao direta

3 incognitas
3 equacoes

0 5 —17(Ci) (—1000
1 -1 ollc, 60



Para casos gerais - Resolver por integracao direta

A c TO

' ) 3 . %

G ty Ce Ca

(1 T C4 Ce T s

16 tnco s,.q:t,\\

Muitas cargas: trabalhoso!



Método baseado no uso de fung¢des singulares
Funcoes de descontinuidades — Fun¢oes de MacAuley

As funcdes singulares sdo definidas por:

(x —a)" quandox = a
0 quando x < a

{x—a)“=[

1
[{}: — a)idx = —3 (x —a)™! paran

=

0
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Método baseado no uso de fun¢des singulares
Funcoes de descontinuidades — Fung¢oes de MacAuley
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Método baseado no uso de fung¢oes singulares
Funcoes de descontinuidades — Fung¢oes de MacAuley

?.
m@% Ata)

T
Mftll-i_‘('i-a? =0
2 e )15 <G 21 ix)=0

M) =% <27
) 2 Se . PG ML) T 7‘(2-0-}

i
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EXEMPLO 4 - Fung¢oes de descontinuidades

10 2 J'zq ¥ ml
T

A

OA =
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EXEMPLO 4 - Fung¢oes de descontinuidades

Mx) + FWOQ,<¢x=-1> -UBOO, <X = 0
Mlx) = 4B00. ¢x) - F20Q « €X-2)

U“{x') e M'\\\
E.l

| 0% 0. 81 » J[F 4800, exd x 3000 6K 51

 § 'y :
!-‘J{“‘)'E‘l = jlola.cl-l)s- ad (k)stclk *CJ.

\ 2 ?
Jﬁ ). El = - 4300, <xY + F200. <x-2) 4+ C,

CONDICOES DE  CONTORND:

1) v (x+0)=0:

- 800. (0V + CoO°% e 0 'Cz_SJ/
n) W (x=b) =0

1200, (4-2)’ = 800, [6)’+ .6 :0O :
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EXEMPLO 4 - Fung¢oes de descontinuidades

E nowd
3

3
o) = — [ 1200, <X-2) - 800, ) + 100K )

1
E.l
I { -» 2 2
il | 3600, ¢x-7) = oD, (X) vlbOO:)]
Eil

CALCULANDD O DESLOCAMENTO &M X = 2 :

\J br’?-) Jpe o [- 600.(2)3-&- 15000,2] = 156
IDE o

\ { 2 -3
U (x=2): — (- 2909,(2) + L6000} = £4x10 -

{0 oy’
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EXEMPLO 4 - Fung¢oes de descontinuidades

PERGUNM: QUANDO TEREMOS Lm § =07

' (x) = O

2 i
3600, <x-2) = 00, ¢x) 4+ 16000 = O

L) S€ X > Im:
3609 . (x-2) - wdh, ks + L6OdP = O
30, (x'=4x+4) - yx*'+ D =0

12 x - yx + fuy + LD =0

LLX" - lyyx + 304 =0 ~

28



INTERVALD DO MEV PROBIEMA: Zm ¥ < bm: |

-\1 . 2‘1'“

‘3 i: X - Z.Qh\ = —‘:‘—lj 3600, '\2.’1 -2)‘- "..403.«;2‘“ .q»,;x%

-

N X< 2w :
) SE 1 % 2.bwm

"
'

- 2u30.\‘~ 15000!0/;, X, - ZloM

Pergunm: U0 (x) = ?

C,DMQ =0 gm X *23mMm

| , ’
wix (X *Im) = —‘—Ixzn,(z,s-z)-aco.z‘a-
0 -

-

'*JMA’A k‘ _ 'I'Jm) 3 0'3233"\

Umek (X*23m) = L 8 0m

EXEMPLO 4 - Fungoes
de descontinuidades
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EXEMPLO 4 - Func¢oes de descontinuidades

a4

30



EXEMPLO 5 - Funcgoes de descontinuidades

3.6.29) Para a viga hiperestatica da figura 3.49, obter:
a) As reagdes verticais A, B e C;

b) Sabendo-se que o maximo valor admissivel para o deslocamento do ponto D seja
de 1 cm em modulo, e que a segdo transversal da viga é quadrada de lado “/”, obter o

\q.lb

menor valor de “/4”. Dados: q = 12 kN/m; L =4 m; E = 200 GPa.

Figura 3.49

Resolucio:

a) Com o apoio da figura 3.49b, a equagdo do momento fletor em termos dasZLf}ZA +Reg. L=

reacoOes A e B fica: 31



EXEMPLO 5 - Funcgoes de descontinuidades
| q.-'l. -|2-*
\

F Ejrl(l)

L
IS

2
SM20: Mt 12427 ~A<c y-B2-l72= 0 J (=M
2 - EL

Ma)z ACx2+Bag ) -6l ';1

M(x)=A.x +B.{x—4)—6x’ev"(x).El = —-A.x —B.(x —4)+6.x?
E integrando uma e duas vezes:

v'(x).El = 2.x3 —0,5.A.x%> — 0,5.B{x — 4)> + C;

v(x).El = 0,5x* — 1/ Ax® =1/ . B(x — 4)* + C1x + G,

32



EXEMPLO 5 - Funcoes de descontinuidades

v'(x).El = 2.x*> —0,5.A4.x% — 0,5.B{x — 4)* + C;
v(x).El = 0,5x* = 1/c . A.x® — 1/, . B(x — 4)* + C1x + C;

Condig¢des de contorno: v(0) =0=C, ;v(4) =0 -
¢, =10/, 4-32 (Eq. )
v(8) =0-C, =%/ 4+8/.B—256 (Eq. b)

Com a equacédo de equilibrio de momentoem C: 2.A+ B =96 (Eq. c)
Confrontando as eqs. (a), (b)e(c): A = 18 kN B =60 kN
E por equilibrio das forcas na vertical: € = 18 kN

33



EXEMPLO 5 - Func¢oes de descontinuidades

( kkl)

34



EXEMPLO 5 - Func¢oes de descontinuidades

b) A equagdo da linha elastica fica:
v(x).EI = 0,5.x* —3.x% — 10(x — 4)2 + 16.x

Assim: v(x = 2).EI = 0,5x* = 3.x3 —10.{x —4)> +16.x < 1.1072 m

h* 4 16.12
Com ] = —, entdo:h* =
12’ 200.106.1.10~2

- h*>9610"°>h=>9910"2%2 m

Portanto: h = 9,9 cm

35



EXEMPLO 6 - Funcoes de descontinuidades

3.6.27) Sabe-se que a viga da figura 3.47 esta engastada a esquerda e a direita existe um
apoio infinitamente rigido que esta a uma distancia na vertical de “f” da viga. Atua-se um
carregamento distribuido. Obtenha:

1) A reacdo do apoio a direita e o diagrama de momento fletor da viga, indicando
pontos maximos e seus valores;
2) Deslocamento vertical maximo e sua posicdo bem como o diagrama da linha

elastica do deslocamento vertical, indicando pontos relevantes.
Adote: EI=cte = 10° kN.m?; q=24 kN/m; L =10 m, f= 10 cm.

Figura 3.47 - Viga em balanco com carga distribuida com restri¢do de flecha.

Resolucdo:

Pode-se escrever a equacdo de momento em termos da reacdo R, figura 3.47b, como:
M(x) =A.x — (1200 —10.R) — 12.x?

36



EXEMPLO 6 - Funcoes de descontinuidades

Pode-se escrever a equagdo de momento em termos da reacao R, figura 3.47b, como:
M(x) =A.x — (1200 —10.R) —12.x?

24 KN/m

1200-10.R

=

t t

Figura 3.47b — Rea¢des da viga em balanco.




EXEMPLO 6 - Funcoes de descontinuidades

Assim: v"(x).EI = —M(x) = —A.x + (1200 — 10.R) + 12.x? e integrando uma e
duas vezes: v'(x).EIl = 4.x® + (1200 — 10.R).x — 0,54.x%> + C; ev(x).El =

x* + (600 — 5R).x* — A% + Cpx + G,
Condigdes de contorno: v'(0) =0=C; ;v(0)=0=C, .
Se f= 0,1 m e sabendo que A = 240 — R:

a) Reacdo de apoio a direita é: R = 60 kN. Assim: M(x) = 180.x — 12.x? —

600e M(0) = —600 kNm,e M'(x) = 180 — 24.x = 0-— x = 7,5m, e momento
maximo fica: M(x = 7,5) =75 kN.m

600

[DMF] ———

Figura 3.47¢ — Diagrama de momento fletor.
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EXEMPLO 6 - Funcoes de descontinuidades

b) A equacdo da linha elastica fica indicada por: v(x) = % [300. x% + x* — 30.x3]

Nio existe extremo dentro do intervalo, assim, o maximo valor é para x = 10 m, com
vix=10)=0.1 m.

DLE]

cm)

Figura 3.47d — Diagrama da linha elastica
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